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摘要

本综述全面介绍星系偏置，即星系分布与物质分布之间的统计关系。我们聚焦于宇宙密度场处于准
线性状态的大尺度。在这些尺度上，星系成团可以用微扰偏置展开描述，而星系形成的复杂物理则被吸
收到该展开的一组有限系数中，这些系数称为偏置参数。本综述首先在广义相对论以及高斯、绝热初始
条件的假设下，详细推导这一至关重要的结果；它构成严格微扰描述星系成团的基础。偏置展开的关键
组成部分是所有最低阶局域引力可观测量，其中不仅包括物质密度，也包括潮汐场及其时间导数。因此，
我们扩展了局域偏置的定义，使之涵盖所有这些贡献。随后，我们介绍一般形式的峰–背景分裂，以阐明
偏置参数的物理含义，并详细说明偏置参数与星系统计量之间的联系。接着，我们回顾可用于预测偏置
参数取值的游走集形式体系和峰理论。在综述的其余部分，我们讨论存在各种超出无压物质以及绝热、
高斯初始条件的宇宙学物理时，星系偏置所需的推广，包括原初非高斯性、大质量中微子、重子–CDM
等熵扰动、暗能量和修改引力。最后，我们讨论在星系静止系中对星系偏置的描述，如何与实际星系目
录中根据观测角位置和红移测得的成团统计量相联系。

ABSTRACT

This review presents a comprehensive overview of galaxy bias, that is, the statistical relation between
the distribution of galaxies and matter. We focus on large scales where cosmic density fields are
quasi-linear. On these scales, the clustering of galaxies can be described by a perturbative bias
expansion, and the complicated physics of galaxy formation is absorbed by a finite set of coefficients
of the expansion, called bias parameters. The review begins with a detailed derivation of this
very important result, which forms the basis of the rigorous perturbative description of galaxy
clustering, under the assumptions of General Relativity and Gaussian, adiabatic initial conditions.
Key components of the bias expansion are all leading local gravitational observables, which include
the matter density but also tidal fields and their time derivatives. We hence expand the definition
of local bias to encompass all these contributions. This derivation is followed by a presentation
of the peak-background split in its general form, which elucidates the physical meaning of the
bias parameters, and a detailed description of the connection between bias parameters and galaxy
statistics. We then review the excursion-set formalism and peak theory which provide predictions for
the values of the bias parameters. In the remainder of the review, we consider the generalizations
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of galaxy bias required in the presence of various types of cosmological physics that go beyond
pressureless matter with adiabatic, Gaussian initial conditions: primordial non-Gaussianity, massive
neutrinos, baryon-CDM isocurvature perturbations, dark energy, and modified gravity. Finally, we
discuss how the description of galaxy bias in the galaxies’ rest frame is related to clustering statistics
measured from the observed angular positions and redshifts in actual galaxy catalogs.

关键词：宇宙学；暗物质；星系偏置；星系成团；大尺度结构；原初非高斯性
Keywords: cosmology; dark matter; galaxy bias; galaxy clustering; large-scale structure; primor-
dial non-Gaussianity
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星系、类星体和星系团的观测分布，也就是宇宙的大尺度结构（Fig. 1），是我们认识宇宙历史
的基础之一。这些示踪体能够被观测至宇宙学距离，因而可用于巡测可观测宇宙中相当大的一部分
体积。如果我们理解了示踪体分布与其下方物质分布之间的关系，就能获得关于宇宙组成、暗物质
性质、暗能量与引力，以及产生结构初始种子的过程本性等大量信息。因此，发光示踪体与物质之
间的关系，即所谓的偏置，是解释观测到的大尺度结构的关键要素。

1.1 历史回顾

或许，从巡天观测中得出宇宙学结论的最早实例之一是文献 [1]；该工作表明，射电源的观测流
量分布与静态均匀宇宙不相容。除了这一类定性结论之外，很难从星系的一点函数中提取信息。因
此，大多数宇宙学推断都基于星系密度场的下一阶统计量，即二点相关函数及其傅里叶变换——功
率谱 [2]（统计场描述的基础介绍见A）。早期的星系和星系团巡天首次以显著的信噪比测得了二点
统计量 [3–11]. 这些最初的测量已经清楚地表明，星系与星系团的相关函数并不相同，这意味着二
者不可能同时都是物质密度涨落的无偏示踪体。考虑一个简单的拟设，在某一固定时刻把星系或星
系团的密度对比度与物质密度对比度局域地联系起来：

δg(x) ≡
ng(x)

ng
− 1 = b1 δ(x) = b1

(
ρm(x)

ρm
− 1

)
, (1.1)

其中所有量都在同一固定时刻取值，这里不再显式写出时间；ng是星系的平均共动数密度（见 Sec. 1.3），
ρm 是共动背景物质密度，而 b1 是我们称为偏置的参数。于是，星系（或星系团）的二点函数相对
于物质二点函数被放大了 (b1)

2 倍。只要允许星系团具有比星系更大的偏置参数，就可以解释二者
不同的观测相关函数。
当 b1 ̸= 1 时，形如 Eq. (1.1) 的关系意味着星系密度 ng(x) 与 ρm(x) 并非线性正比，否则二者

的分数扰动应当相等。相反，星系密度必须是物质密度的非线性函数。Kaiser 在其奠基性论文 [12]
中为这种非线性函数提出了一幅物理图景：星系团形成于物质密度场中稀有的高密度越阈位置（我
们将在 Sec. 2.1详细介绍这一拟设）。随后，Bardeen、Bond、Kaiser 和 Szalay（BBKS [13]）改进了
这一论证，并推导了高斯随机场中峰的统计性质（Sec. 6）。此外，文献 [12, 13]以及后续文献 [14–16]
建立了“峰–背景分裂”，从而把偏置参数与示踪体的平均丰度联系起来（Sec. 3）。与此同时，文献
[17] 的重要结果表明，偏置可以比 [12, 13] 所考虑的具体例子更加一般。
随着规模更大的星系巡天出现，尤其是 CfA [18] 和 APM [19] 巡天，人们第一次能够由星系成

团稳健地作出宇宙学推断 [11, 20–22]，而偏置是其中的关键要素。特别是，文献 [23] 表明，除非按
照 [12] 引入偏置参数 b1，否则 CfA 和 APM 巡天测得的星系二点相关函数无法与冷暗物质（CDM）
主导、物质密度参数满足 Ωm ≤ 1 的宇宙学预言相协调。此外，这些巡天的结果对于确立如今熟知
的宇宙学标准模型——空间平坦的 ΛCDM 模型——发挥了重要作用。时至今日，该模型仍能一致
地描述大尺度星系功率谱和宇宙微波背景（CMB）[24–31]，而任何对该模型的显著偏离如今都受到
严格限制。下面简要回顾这段历史。
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图 1: CfA2、2dF 和 SDSS 星系红移巡天所测星系位置的二维切片投影（扇形图，左上半部分）。
右下半部分给出了在纯引力 N 体模拟 Millennium 中利用半解析方案置入暗物质暗晕的星系位置。
可以看出，这个假设平坦 ΛCDM 宇宙学的模拟在定性上很好地再现了观测到的宇宙大尺度结构。
From [32].

20世纪 90年代初，理论上更倾向于空间平坦、物质主导的爱因斯坦–德西特（Einstein–de Sitter，
EdS）宇宙 [33]。文献 [34]指出，在 COBE对 CMB温度涨落给出的原初扰动振幅限制 [35]下，该情
景对 APM 星系在大尺度与较小尺度上的成团相对振幅给出了彼此不相容的预言。其要点在于：在
大尺度上，即使示踪体按照 Eq. (1.1) 存在偏置，其二点函数的形状仍与物质二点函数相同，因此可
以利用前者排除 EdS 情景所预言的物质相关函数形状。此外，这一宇宙学模型也无法正确描述星系
速度统计量 [36]。正如 [37] 所指出的，引入一个大小约占当今总平均能量密度 80% 的宇宙学常数，
可以消除这一矛盾（另见 [38] 中更早的讨论）。这最终促成了标准平坦 ΛCDM 宇宙学的确立；该模
型与观测的比较取得了巨大成功 [24–31, 39]。关于星系成团对现代宇宙学参数的限制，可参见综述
[40]。
另一个里程碑是在 SDSS 数据的二点相关函数 [42] 和 2dF 数据的功率谱 [25] 中探测到重子声

学振荡（BAO）特征 [41]（这些巡天的示意图见 Fig. 1）。这一特征可以作为稳健的标准尺，用于测
量宇宙的膨胀历史 [43, 44]。此外，红移空间畸变 [45] 使我们能够测量结构增长率 [46, 47]。这些探
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针如今已经成为多项正在开展的实验1和下一代实验2的核心科学目标。
尽管取得了这些成功，我们对大尺度星系巡天所含宇宙学信息的利用仍处于早期阶段：（i）除

二点函数以外，许多研究表明，更高阶的 n 点函数同样包含大量信息 [59–62]（Sec. 4）。（ii）人们直
到最近才认识到，星系成团可用于在 30–150 Mpc 尺度上检验广义相对论 [63–66]（Sec. 8.3）。（iii）
对完全高斯初始条件的偏离，会在有偏示踪体的大尺度成团中留下独特印记 [67, 68]。这带来一种引
人入胜（也令人意外）的可能性：星系成团可以提供与 CMB 互补的早期宇宙物理信息（Sec. 7）。
这些以及星系统计量的许多其他潜在应用都有一个共同点：它们都关键地依赖于对星系与物质

之间关系的稳健物理描述，即星系偏置。
需要强调的是，星系并非大尺度结构的唯一示踪体。其他重要例子包括星系群和星系团、空洞、

类星体、Lyman-α 森林、Hα、CO 和氢原子 21 cm 超精细结构跃迁等的线强度映射，以及宇宙红外
背景等弥散背景。鉴于这一点，本综述将把“星系”作为一般大尺度结构示踪体的方便代称；不同
示踪体所特有的问题将在 Sec. 9讨论。

1.2 从初始条件到观测星系：偏置的作用

为了从观测到的星系成团中提取宇宙学信息，我们需要在给定早期宇宙极微小的初始扰动（δ ∼
10−4）及背景宇宙学的情况下，对星系统计量建立一个可靠的模型——更理想地说，是一套理论。完
成这一目标所需的各个组成部分概括在 Fig. 2的流程图中。

首先，我们需要从理论上描述物质本身的分布。物质分布由初始扰动出发、在引力坍缩作用下
增长而形成（综述见 [69, 70]）。线性（一阶）微扰论能够精确描述 CMB，但红移 z ≲ 10 时宇宙
物质密度的扰动已经是非线性的。关键在于，非线性程度取决于所考察的尺度。大体而言，可以把
大尺度结构划分为两个区域：其一是较大的准线性尺度，只要把微扰论（见下文）推进到足够高阶，
它就会收敛到正确结果；其二是更小的非线性尺度，微扰论无法描述。非线性尺度上的大尺度结构
必须依靠数值模拟和简化的启发式模型来描述。本综述聚焦于准线性尺度。这样做固然舍弃了可以
从小尺度大尺度结构中提取的宇宙学信息，但正如我们将看到的，限制在大尺度上的关键优势是能
够建立严格的星系成团理论。为了描述准线性尺度上的物质分布，人们发展了非线性宇宙学微扰论
（PT）方法（[71]；综述见 [72]）。微扰论为描述准线性物质密度和潮汐场提供了稳健的理论基础；随
着多种新技术方法的发展，它在过去十年中取得了显著进展。3 本综述只会用到相当基础的微扰论
结果，相关内容概括在B。
当然，星系巡天并不直接测量物质密度场，而是测量星系或其他示踪体的分布；这些对象是复

杂形成过程产生的高度非线性结构。偏置在统计意义上描述这些对象的分布与物质分布之间的关系。
一般而言，这一关系显然非常复杂：星系形成持续很长时间，并与物质分布中结构的形成相互作用；
我们目前远未在细节上理解这一过程（概述见 [92]）。在利用微扰论描述准线性尺度上的大尺度物质
密度和潮汐场之后，星系偏置理论的目标，是把星系局域数密度 ng 写成大尺度环境性质所允许的
最一般函数，同时满足坐标变换下的一般协变性。与上述物质密度场的进展相呼应，人们在过去十
年中对偏置的理解也取得了关键理论进展。
值得注意的是，在准线性尺度上，星系形成的全部复杂性都可以吸收到有限个参数中——在每

一微扰阶数、每个固定时刻都是如此——这些参数称为偏置参数。这是一个非平凡的结果，它依赖
于大尺度结构形成完全由引力作用决定这一事实。事实上可以证明，在线性微扰阶，并假设高斯、绝
热初始条件时，拟设 Eq. (1.1) 是正确且完备的，只需再加入一个加性噪声项。更一般地说，给定

1暗能量巡天（DES）[48]、eBOSS [49]、HETDEX [50]、HSC [51]、KiDS [52]。
2DESI [53]、Euclid [54]、4MOST [55]、LSST [56]、PFS [57]、WFIRST [58]。
3例如重整化微扰论 [73–75]、重整化群方法 [76]、闭合理论 [77]、拉格朗日微扰论 [78–80]、TimeRG 理论 [81, 82]、有效场论 [83–90]、

时间切片微扰论 [91] 等。
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微扰阶数上的星系统计量由一组定义明确的偏置参数决定，而这些参数又可以由相应统计量加以限
制。这样一来，我们能够有效地把未知的星系形成细节边缘化，同时从星系巡天中稳健地提取宇宙
学信息。本综述将全面介绍这一方法，并把它与准线性尺度星系成团理论的其他方面联系起来，如
Fig. 2所概括的那样。

总而言之，适用于准线性尺度的星系成团微扰理论建立在两个关键要素之上：（i）微扰论对物质
密度和潮汐场的预言；（ii）在微扰论每一阶上对星系偏置的完备参数化。

尽管星系形成具有上述复杂性，我们仍可依托一个稳健且已经确立的事实：星系位于被称为暗
晕的大质量引力束缚结构之中。暗物质约占全部物质的 80%，因此引力束缚结构的势阱由暗物质主
导，承载星系的暗晕也相应由暗物质主导。数值研究和观测都已经充分确立了星系与暗晕之间的联
系，例如叠加弱引力透镜测量 [93, 94]。Fig. 1的下半部分展示了一个例子：如何在纯引力模拟中识
别暗晕，并在其中置入星系，从而逼真地再现星系的观测分布。因此，理解暗物质暗晕的大尺度成
团，是通向理解星系自身成团的一个物理动机充分的中间步骤。此外，纯引力 N 体模拟可以可靠而
细致地研究暗晕的形成、结构和成团。因此，本综述若干章节将讨论暗晕成团的数值结果和物理模
型，尤其是 Sec. 4–6。

1.3 记号与术语

在本综述的绝大部分内容中，我们采用共形牛顿规范和共动坐标，并限制于标量扰动。除此之
外，我们还采用观测所支持的空间平坦背景，尽管这一假设与偏置问题本身无关。于是，受扰的弗
里德曼–罗伯逊–沃尔克（Friedmann–Robertson–Walker，FRW）度规可写为

ds2 = a2(τ)
[
−(1 + 2Φ)dτ 2 + (1− 2Ψ)δijdx

idxj
]
, (1.2)

在广义相对论中，如果不存在各向异性应力，则 Φ = Ψ。一般而言，物质密度对比度 δ 不是局域可
观测量，因此严格来说它不应单独出现在偏置展开中［例如 Eq. (1.1)］。不过，在远小于共动视界
H ≡ aH 的尺度上，对于常用的各种规范选择，这个问题都无关紧要。严格地说，在本综述中应把
物质密度扰动 δ 理解为定义在同步共动规范中 [95, 96]。我们将在 Sec. 2.9讨论这些问题。

除非另有说明，所有数值结果都采用 Tab. 1定义的基准宇宙学。需要注意，从已发表文献中引
用的数值结果和图形可能采用不同的宇宙学参数。在整篇综述中，物质密度 ρm、星系密度 ng 和暗
晕密度 nh 都定义为共动密度，即物理密度乘以 a3；例如 ρm = a3ϱm，其中 ϱm 为物质的物理密
度。进一步地，对任意组分 X，我们把随时间变化的密度参数定义为 ΩX(τ) ≡ ϱX(τ)/ϱcrit(τ)，其中
ϱcrit(τ) = 3H2(τ)/(8πG)。它们在今天的取值记作 ΩX0。

现在把 Eq. (1.1) 中的简单线性偏置推广为

δg(x, τ) =
∑
O

bO(τ)O(x, τ) . (1.3)

这里，O 是算符或统计场，用来描述星系密度可能依赖的环境性质。每个算符都乘以相应的偏置参
数 bO；在固定时刻，bO 只是一个数。Eq. (1.1) 已经给出一个例子，其中 O = δ、bO = b1。这很容易
推广到整组算符 O = δN（N ≥ 1）。历史上，相应的偏置参数称为“局域偏置参数”bN（见 Sec. 2.1），
其定义为

bN ≡ N ! bδN . (1.4)

不过，如下文所述，我们将把局域偏置的定义扩展为一个更一般、物理动机更充分的类别。当需要
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重子密度参数 Ωb0h
2 0.022307

CDM 密度参数 Ωc0h
2 0.11865

中微子密度参数 Ων0h
2 0.000638

宇宙学常数参数 ΩΛ0 0.69179

今日哈勃常数 H0 = h 100 km s−1 Mpc−1 67.78 km s−1 Mpc−1

标量谱指数 ns 0.9672

标量功率谱振幅 As 2.147× 10−9

时刻 t0 的物质功率谱归一化 σ8 = σ(R = 8h−1 Mpc, z = 0) 0.8166

表 1: 数值结果所采用的平坦 ΛCDM 基准宇宙学参数（Planck 2015 的
“base_plikHM_TTTEEE_lowTEB_lensing_post_BAO_H080p6_JLA”最大似然值 [29, 97]） 。
这里密度参数定义为 ΩX0 = ϱX(t0)/ϱcrit(t0)，其中 ρcrit 为临界密度，t0 表示今天的历元。σ8 是导
出参数。

单独指称 Eq. (1.4) 中这组受限的偏置参数时，我们把仅按 δ 的幂级数进行的展开称为局域物质密
度（LIMD ）偏置。
需要注意的是，记号上我们不区分暗晕偏置参数和星系偏置参数，因为本综述涉及的几乎所有

偏置参数对星系和暗晕都同样适用。若某个结果只适用于暗晕，我们会明确指出。
后续章节将严格推导哪些算符会出现在恰当而完备的偏置展开中。除了上文定义的 LIMD 项以

外，我们还要为下文出现的不同算符类别命名；这里主要是为熟悉该主题的读者预先说明。由于这
些定义稍微超前于正文，初次阅读时可以跳过。具体而言，我们区分三类偏置项：

• 局域偏置：这一类包括所有这样的算符 O：对引力势 Φ的每一个实例恰好包含两个空间导数4。
其中包括 LIMD 项，即密度的幂 δN，因为 δ 通过泊松方程与 ∇2Φ 相联系（Tab. 4）；还包括
潮汐场的幂，以及密度和潮汐场的时间导数。这样分类的物理依据是，这些算符构成长波时空
扰动的最低阶局域引力可观测量。等效原理要求 Φ 本身及其一阶导数 ∂iΦ 并非局域可观测量，
因此不属于这一类。

• 高阶导数偏置：这一类包括对同一个 Φ作用两个以上导数的算符，例如 ∇2δ 或 (∂i∂k∂lΦ)
2。它

们显然也是局域引力可观测量，但在密度扰动波长很长的极限下处于次领先阶。此外，为了使
其对 δg 的贡献无量纲［见 Eq. (1.3)］，每增加一个空间导数都必须伴随一个空间尺度 R∗。R∗

对应于所考察星系形成的特征空间尺度。

• 非局域偏置：最后一类包括对势 Φ含有少于两个导数或分数阶导数的算符。这些项受等效原理
禁止，因而不可能由引力演化或局域物理过程产生；它们必须被印刻在初始条件中（Sec. 8.2所
述的一个小例外除外）。最重要的情形是 Sec. 7讨论的原初非高斯性。

文献中经常使用“尺度依赖偏置”一词，来表示傅里叶空间中 δg(k)与 δ(k)（或其他算符）之间关系
对波数 k 的非平凡依赖。遗憾的是，这个名称既可以指高阶导数偏置，也可以指非局域偏置，而如
上所述，二者的物理起源不同。本综述只在原初非高斯性（Sec. 7）的语境中使用“尺度依赖偏置”，
特指该情形下出现的最低阶非局域项。
为便于查阅，本综述使用的数学符号和约定汇总于 Tab. 2，缩写列于 Tab. 3，物理变量的参考

列表则见 Tab. 4。
4注意，算符 ∂i∂j/∇2 的净空间导数阶数计为零。



概率密度函数（PDF） p(x)

空间导数、拉普拉斯算符 ∂i ≡ ∂/∂xi, ∇2 ≡ δij∂i∂j ,

Dij ≡ ∂i∂j
∇2 − 1

3
δij

傅里叶变换 f(k) ≡
∫
d3x f(x)e−ik·x

动量积分
∫
k
≡
∫

d3k
(2π)3

求和记号 k1···n ≡ k1 + · · ·+ kn

连通 n 点函数1 ⟨O(k1) · · ·O(kn)⟩c
狄拉克 δ 分布2 δD(x) =

∫
p
eip·x

去除动量守恒因子的 n 点相关量 ⟨O(k1) · · ·O(kn)⟩′ , 其中

⟨O(k1) · · ·O(kn)⟩ = ⟨O(k1) · · ·O(kn)⟩′ (2π)3δD(k1···n)

克罗内克符号 δij , δNM

赫维赛德阶跃函数 ΘH(x) = 1（x > 0），否则为 0

余误差函数 erfc(x) = 1− erf(x) = 2√
π

∫∞
x
du e−u

2

拉盖尔多项式 Ln(x)

勒让德多项式 Ll(x)

概率论埃尔米特多项式 HN (x)

1见A。
2注意，这意味着 (2π)3

∫
k
δD(k− k0)f(k) = f(k0)。

表 2: 数学符号与记号列表。
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1.4 新结果列表

除了总结该领域的现状，本综述还包含许多新结果，主要涉及此前被忽视的不同偏置问题之间
的联系。为方便专业读者，下面简要列出这些结果。

• 完整列举截至二阶的高阶导数偏置（Sec. 2.6），以及对星系密度和速度的随机贡献（Sec. 2.8）。

• 推导星系本动加速度与最低阶速度偏置及高阶导数偏置之间的联系（Sec. 2.7），从而阐明文献
中速度偏置具有不同时间依赖关系的原因。

• 证明欧拉峰–背景分裂偏置参数严格等于大尺度重整化偏置参数（Sec. 3.4）。

• 暗晕–物质互功率谱中一个此前被忽视的次领先阶（单圈）随机贡献。

• 严格推导由矩和“散点图”方法推断的偏置参数与由 n 点函数测得的偏置参数之间的联系
（Sec. 4.2–4.3）。前一类方法测量的是不同的偏置参数（我们称之为矩偏置），这一事实此前
尚未得到认识。

• 对实空间球形 top-hat滤波器的精确朗之万方程进行数值求解，由此得到游走集偏置参数（Sec. 5.8）。

• 预报当前及未来巡天利用星系功率谱和双谱对原初非高斯性的限制（Sec. 7.6.1），其中首次纳
入全部相关偏置参数和随机项。



BAO 重子声学振荡

CMB 宇宙微波背景

EdS 爱因斯坦–德西特（Einstein–de Sitter；平坦、物质主导的宇宙）

EFT 有效场论

ESP 游走集峰

FoF 朋友的朋友算法（D）

ΛCDM Λ 冷暗物质

LIMD 局域物质密度（过去通常称为“局域偏置”）

LPT 拉格朗日微扰论

LO 领先阶（树图级）

NLO 次领先阶（单圈）

PBS 峰–背景分裂

PNG 原初非高斯性

PT 微扰论

RSD 红移空间畸变

SO 球对称超密度（D）

SPT 欧拉标准微扰论

表 3: 正文使用的缩写列表。
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物理量 符号 定义关系

共形时间 τ dτ ≡ a−1dt

欧拉共动坐标 x Eq. (1.2)

时间导数 ḟ ḟ ≡ df/dt

哈勃率 H H ≡ ȧ/a

共形哈勃率 H H ≡ a−1da/dτ = aH

平均共动物质密度（平均物理物质密度） ρm (ϱm) ρm(τ) ≡ a3(τ)ϱm(τ)

平均共动暗晕数密度 nh nh(M, z) ≡ ∂4Nh/(∂
3x ∂ lnM)

线性物质增长因子 D(τ) Eq. (B.9)

对数增长率 f(τ) f ≡ d lnD/d ln a

引力势 Φ Eq. (1.2)

原初巴丁势 ϕ Φ(k)|物质主导 = T (k)ϕ(k)

共动规范中的原初曲率扰动 R 物质主导时期 R = (5/3)ϕ

拉格朗日共动坐标 q q = limτ→0 xfl(q, τ)

流体轨迹的共动坐标 xfl(q, τ) xfl(q, τ) ≡ q + s(q, τ)

拉格朗日位移 s(q, τ) Eq. (2.25)

流体本动速度 v v ≡ a ẋ = dx/dτ

物质密度对比度1 δ Eq. (1.1); δ(x, τ) = 2/(3ΩmH2)∇2Φ(x, τ)

星系（一般示踪体）密度对比度 δg Eq. (1.1)

暗晕密度对比度 δh δh(x, τ) ≡ nh(x, τ)/nh(τ)− 1

拉格朗日暗晕密度对比度2 δLh (q, τ0) 第 25 页 Tab. 5

潮汐场 Kij Kij ≡ (∂i∂j/∇2 − δij/3)δ

线性外推的初始密度场 δ(1) δ(1)(k, τ) ≡ M(k, τ)ϕ(k) [Eq. (7.1)]

由密度场构造的算符 O 例如 O(x, τ) = [δ(x, τ)]2

平滑场 OR OR(x, τ) ≡
∫
d3yO(x+ y)WR(y)

微扰论 n 阶算符 O(n) 例如 O(2)(x, τ) = [δ(1)(x, τ)]2

线性物质功率谱 PL(k, τ) PL(k, τ) ≡ ⟨δ(1)(k, τ)δ(1)(k′, τ)⟩′

尺度 R 上线性密度场的方差 σ2(R) σ2(R) ≡
∫
k
PL(k)W

2
R(k)

广义谱矩3 σ2
n(R) σ2

n(R) ≡
∫
k
k2nPL(k)W

2
R(k) [Eq. (6.1)]

临界密度（坍缩阈值） δcr ≃ 1.686 Eq. (5.9)

峰显著度 νc νc ≡ δcr/σ(R)

重数函数 νcf(νc) Eq. (5.19)

关于算符 O 的偏置参数4 bO δh(x, τ) =
∑

O bO(τ)[O](x, τ)

N 阶 LIMD 偏置参数 bN bN ≡ N ! bδN [Eq. (1.4)]

拉格朗日偏置参数 bLO δLh (q, τ0) =
∑

O b
L
O(τ0)[O

L](q, τ0)

尺度 R 上的滤波函数5 WR(x), WR(k) 见A.2。

暗晕的拉格朗日半径 R(M) R(M) ≡ (3M/4πρm)
1/3 [Eq. (5.11)]

大平滑尺度 Rℓ Rℓ ≫ R(M)

在大尺度上平滑的算符 Oℓ Oℓ(x) ≡
∫
d3yO(x+ y)WRℓ(y)

1定义于同步共动规范，见 Sec. 1.3。
2对在时刻 τ0 识别出的暗晕而言，δh 根据定义满足连续性方程（见 Sec. 2.3）。
3这里允许 n ∈ R。
4这是物理的、经过重整化的偏置，见 Sec. 2.10。
5滤波函数的归一化满足

∫
d3xWR(x) = 1 和 limk→0WR(k) = 1。

表 4: 本综述使用的符号和记号列表。



图 2: 观测星系统计量之理论预言的示意图。给定初始条件的统计性质后，微扰偏置展开可以预言
静止系中的星系密度和暗物质暗晕密度。展开既可以在拉格朗日标架（左）中完成，也可以在欧拉
标架（右）中完成；关键是，两种标架中的一般偏置展开在数学上等价。偏置展开与物质密度场的微
扰论密切相关，分别对应拉格朗日微扰论（LPT）和标准欧拉微扰论（SPT）。峰–背景分裂（PBS）
通过把偏置参数与平均示踪体丰度的响应联系起来，为偏置展开提供信息。峰方法和游走集方法是
拉格朗日偏置展开的特殊情形，它们预言原暗晕密度；原暗晕密度又通过守恒演化与低红移暗晕统
计相联系。随后，可以利用暗晕占据分布（HOD）和子暗晕丰度匹配（SHAM）等方法把暗晕统计
与星系统计联系起来。最后，从静止系星系统计量到观测星系统计量的联系涉及选择效应和投影效
应，例如红移空间畸变。宇宙学物理通过原初非高斯性和重子与 CDM 之间的等熵扰动进入初始条
件；它还通过大质量中微子、暗能量和修改引力的效应影响结构演化，进而影响偏置展开。

16
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1.5 阅读指南

下面介绍本综述的结构。建议读者从 Sec. 2开始，接着阅读 Sec. 3和第 4节。Sec. 5及其后的各
节大体相互独立，可以按任意顺序阅读。不同主题之间的联系示于上一页的流程图 Fig. 2。各节内
容简述如下：

Section 2: 本节以教学性的方式介绍一般微扰偏置展开。我们从一个简单例子出发，即拉格朗日空间
中的局域物质密度（LIMD ）偏置；随后转向更现实的问题，研究原暗晕的引力演化。原
暗晕是最终坍缩形成位力化暗晕的拉格朗日区域。这些例子为推导一般微扰偏置展开奠
定基础。

Section 3: 本节给出一组可用于推导偏置参数实际取值的物理论证，它们通常被统称为峰–背景分裂。
我们首先讨论适用于任意示踪体的一般物理论证，随后专门讨论给定质量的暗物质暗晕。

Section 4: 我们介绍测量偏置参数的各种方法，例如自相关、与物质的互相关以及“散点图”方法。
对每一种方法，我们都严格说明它所测量的偏置参数，并推导最低阶理论不确定性。这
里不对所考虑的示踪体作额外假设，但也不纳入红移空间畸变及其他观测复杂因素（见
Section 9），因此重点讨论其在模拟中的应用。我们还将回顾暗晕与星系偏置参数的测量，
包括组装偏置。

Section 5: 本节介绍计算暗物质暗晕丰度与成团的游走集方法，详细讨论所谓的云中云问题、滤波器
选择、势垒形状以及组装偏置。

Section 6: 本节介绍暗晕的第二种物理模型，即拉格朗日密度场中的峰；还将讨论近期把游走集与峰
结合起来的框架（ESP）。

Section 7: Sec. 2–6假设高斯初始条件，这是一个极好的最低阶近似；本节则详细讨论非高斯初始条
件对星系偏置的影响。我们既推导一般偏置展开（Sec. 2的推广），也推导游走集和峰方法
的预言（Sec. 5–6的推广）。此外还回顾非高斯初始条件模拟中的测量，并给出星系巡天对
原初非高斯性限制的理想化预报。

Section 8: 本节放宽此前各节采用的假设，即单一无压（CDM+ 重子）流体只含绝热扰动。具体而
言，我们考虑大质量中微子的影响、复合前等离子体振荡所诱导的重子与 CDM之间的相
对（等熵）扰动，以及再电离后的康普顿阻力。最后讨论暗能量扰动和广义相对论修改对
偏置的影响。

Section 9: 严格地说，星系偏置给出星系静止系中星系（或暗晕）密度与局域引力可观测量之间的关
系。本节描述把静止系星系统计量联系到观测时出现的选择效应与投影效应，其中包括红
移空间畸变，以及所谓的相对论效应和光锥效应。我们还会简要介绍联系暗晕与星系的经
验模型。

最后在 Sec. 10给出展望。附录包括：

A: 统计场论概述。

B: 大尺度结构微扰论简介。

C: 不同偏置参数约定之间的关系。

D: 暗晕识别算法简述。
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2 从局域物质密度偏置到一般微扰偏置展开

本章目录
2.1 一个玩具模型：拉格朗日空间中的 LIMD . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.2 引力演化：一般考虑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.3 从连续性方程出发的演化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
2.4 由联合微扰解得到的演化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.5 一般微扰偏置展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

2.5.1 偏置与演化的时空图景 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.5.2 算符的拉格朗日基 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
2.5.3 算符的欧拉基 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36

2.6 高阶导数偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
2.7 速度偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
2.8 随机性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
2.9 相对论语境下的星系偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
2.10 重整化：裸偏置参数与物理偏置参数 * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

2.10.1 动机 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47
2.10.2 等效原理与局域引力可观测量 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.10.3 粗粒化与裸偏置展开 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.10.4 偏置参数的重整化 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.10.5 高阶导数算符 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54

2.11 小结 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

本章详细介绍星系偏置的一般微扰描述。本章的最终结果具有完全的一般性，适用于任意大尺
度结构示踪体。尤其要强调的是，尽管人们已对 N 体模拟中识别出的暗物质暗晕偏置进行了大量研
究，一般偏置展开却并不局限于暗晕。偏置是一个复杂问题，远不止熟知的简单 LIMD 关系 δg =

b1δ+ (b2/2)δ
2 + · · ·。因此，本章将逐步、详细地处理这一问题。主要想查阅相关方程汇总的读者可

直接参见 Sec. 2.11。
偏置理论的最终目标，是在一定尺度范围内，用有限项（物质和时空扰动的各种相关函数）及

相应的偏置参数描述观测到的星系统计量，例如星系二点相关函数 ξg(r)。这些偏置参数可以理解为
星系数密度扰动的一般展开中算符 O(x, τ) 的系数：

δg(x, τ) =
∑
O

bO(τ)O(x, τ) . (2.1)

一旦对背景宇宙学和初始条件的性质作出某些物理假设，即使边缘化掉自由偏置参数，星系统计量
中仍包含足以限制宇宙学模型参数的信息。一般微扰偏置展开的目标，是确定为了描述低至某一最
小尺度的星系成团，Eq. (2.1) 的求和中必须包含哪些算符。各算符的相对重要性可以按照它们在宇
宙学微扰论中的阶数排序（简要概述见B，完整综述见 [72]）。在微扰论适用的尺度上，高阶项依次
受到抑制，展开因而收敛（一个简单玩具模型中的示意见 Fig. 4）；如 Sec. 1所述，本综述始终限制
在这些尺度上。因此，一般微扰偏置展开就是列举在给定微扰阶数下所有相关的算符（以及下文将
看到的给定空间导数阶数）。

Sec. 2.1–2.5将推导这种一般的局域偏置展开，其中包含大尺度极限下相关的算符。我们采用教
学式的行文，从最简单的例子开始：拉格朗日空间中一种特殊的局域物质密度（LIMD ）偏置，它
受到暗晕形成球对称坍缩近似的启发（Sec. 2.1）。随后，Sec. 2.2–2.4将用两种互补方法更现实地研
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究守恒示踪体的引力演化。由此可得到三阶以内的一般局域偏置展开，并为 Sec. 2.5推导任意阶的一
般偏置展开作准备。只关心完整偏置展开的读者可以直接跳到 Sec. 2.5。
这里再次强调，我们把任意最低阶局域引力可观测量定义为局域算符；它们包括物质密度、潮

汐场，以及 Sec. 2.4将首次遇到的其他算符。另一方面，我们把只含物质密度扰动 δ 的幂的受限展
开称为局域物质密度偏置（LIMD ），旧文献常把这种情形称作“局域偏置”。注意，欧拉框架与拉
格朗日框架中的 LIMD 展开并不等价（Sec. 2.3）。
除了微扰阶数以外，任何物理偏置示踪体都会引入一个空间尺度，它控制 Eq. (2.1) 展开中所谓

高阶导数算符的重要性。下文用 R∗ 表示这一尺度，它量化了星系形成过程中所涉及空间区域的大
小。也就是说，星系丰度取决于大小为 R∗ 的区域内物质的详细分布（以及潮汐场等其他局域引力
可观测量）。这导致关于空间导数的展开，即 R∗∂/∂x

i 的幂。因此，这类项被称为高阶导数算符，是
Sec. 2.6的主题。它们还计入影响星系形成过程的全部非引力物理，例如气体加热和冷却，以及辐射
与动力学反馈。在这一语境下，我们还讨论星系速度偏置（Sec. 2.7）；速度偏置通过红移空间畸变
（Sec. 9.3.2）影响观测到的星系密度场，因而是建模观测星系统计量的关键成分。

我们还需考虑一个要素。Eq. (2.1) 所写的星系密度场与算符 O 之间的关系是确定性的。实际
上，给定位置是否形成星系取决于极小尺度上的初始条件，而这些条件的随机相位并不由偏置展开
所包含的大尺度扰动决定。这种随机性，即随机性，必须单独纳入偏置展开，从而得到

δg(x, τ) = [Eq. (2.1)]+ ε(x, τ) +
∑
O

εO(x, τ)O(x, τ) , (2.2)

其中，场 ε, εO 与算符 O 所描述的大尺度扰动不相关，并且它们彼此之间在大尺度上也不相关。于
是，它们对大尺度星系统计量的贡献仍可由有限组参数描述。Sec. 2.8将讨论这些项。
最后，本章倒数两个部分分别处理一般偏置展开在相对论微扰论中的嵌入（Sec. 2.9）和重整化

（Sec. 2.10）。具体而言，Sec. 2.10讨论微扰星系偏置背后的严格理论机制，并从数学上证明 Sec. 2.5根
据物理论证得到的偏置展开完备性。尽管这部分在理论上至关重要，但主要关心偏置观测和测量问
题的读者可以跳过。最后，Sec. 2.11给出前述总结。

2.1 一个玩具模型：拉格朗日空间中的 LIMD

我们从一个简化例子开始讨论星系偏置。假设观测星系所处的暗物质暗晕，简单对应于拉格朗
日空间中的过密区域（高于某个阈值）；这里的拉格朗日空间是指利用线性增长外推到指定参考时刻
的初始物质密度场。这个通常称为线性密度场的场记为 δ(1)，并假设它服从高斯统计（非高斯情形
见 Sec. 7）。[12] 最早定量研究了这一玩具模型。为了把低红移识别出的暗晕追溯到初始条件，我们
设想沿给定暗晕组成粒子的轨迹反向追踪至初始时刻 τ = 0。这些粒子占据的区域称为原暗晕。由
于初始密度场可以任意接近均匀，质量为 M 的暗晕的原暗晕体积为 M/ρm；由此可以定义暗晕的
拉格朗日半径 R(M) = (3M/4πρm)

1/3。因此，为了定义最终坍缩形成暗晕的“高于阈值区域”，我
们在尺度 R(M) 上滤波初始（线性）密度场，并将其记为 δ

(1)
R （Fig. 3）。滤波器的形状与这里的讨

论无关；A.2列出了常用滤波器。于是，原暗晕的共动拉格朗日数密度定义为

nLthr(q) ≡ ΘH(δ
(1)
R (q)− δcr) , (2.3)

其中，δcr 是固定的密度阈值，ΘH 表示赫维赛德阶跃函数。注意，这里定义的“密度”nLthr 除了我
们忽略的归一化因子外，对应于质量大于 M 的暗晕的质量加权累积数密度（例如见 [98] 和 Sec. 5）。
在 Fig. 3的示意图中，只要蓝色实线越过水平线标示的阈值，原暗晕数密度就等于 1。由于这一玩具
模型描述“越阈区域”，它通常称为“阈值化”。
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高斯场 δ
(1)
R 的统计性质完全由二点相关函数描述（A）：

ξL,R(r) = ⟨δ(1)R (q)δ
(1)
R (q + r)⟩ , (2.4)

其中，ξL,R(r) 是线性物质相关函数 ξL(r) = limR→0 ξL,R(r) 的滤波版本［即线性功率谱 PL(k) 的傅
里叶变换，见 Eq. (4.8)］，而 ξL,R(0) = σ2(R) 是滤波密度场的方差。对 Eq. (2.3) 取期望值即可得
到原暗晕的平均“数密度”：

⟨nLthr(q)⟩ =
1√
2π

∫ ∞

νc

e−ν
2/2dν =

1

2
erfc[νc/

√
2] ≡ p1 , νc ≡

δcr

σ(R)
. (2.5)

这表明当阈值较高，即 νc > 1 时，原暗晕的稀少程度随阈值呈指数增长。注意，这里忽略的任何归
一化因子都不影响下面的偏置计算。
相距 r 的等质量原暗晕的拉格朗日二点函数，等于在 q 和 q+ r 处找到两个原暗晕的成对概率

p2(q, q + r) 与单点概率平方 (p1)
2 之比 [12, 71]：

1 + ξLh (r) =
p2(q, q + r)

p21
=

√
2

π

[
erfc(νc/

√
2)
]−2

∫ ∞

νc

e−ν
2/2 erfc

 νc − νξ̂(r)√
2{1− ξ̂2(r)}

 dν . (2.6)

其中 ξ̂(r) ≡ ξL,R(r)/σ
2(R)。这一关系可直接通过对密度场 δ

(1)
R 的高斯似然积分得到。再次强调，正

如上标 L 所示，ξLh (r) 是初始条件中原暗晕的二点函数，并用线性理论外推至 z = 0。如果 ξL,R(r)

足够小，可以把 Eq. (2.6) 展开为级数：

ξLh (r) =
∞∑
N=1

1

N !
(bLN )

2 [ξL,R(r)]
N
, (2.7)

其中与 r 无关的系数 bLN 即为偏置参数，由下式给出 [12, 99, 100]：

bLN =

√
2

π

[
erfc

(
νc√
2

)]−1
e−ν

2
c/2

σN (R)
HN−1(νc)

νc≫1
=

νNc
σN (R)

+O
(
νN−1
c

)
. (2.8)

偏置参数的上标 L表示它们对应拉格朗日密度场。注意，bL1 恒为正，但一般示踪体并非如此。此外，
在低质量极限 R→ 0 下，σ(R) → ∞ 且 bL1 趋于零；原因在于“云中云”问题使得简单的阈值化过
程 Eq. (2.3) 无法正确描述低质量天体。我们将在 Sec. 5回到这一问题。
在真实宇宙中，物质密度涨落在大尺度上很小，因此当 r → ∞ 时有 ξL(r) → 0。这意味着，只

要我们关心大尺度上的原暗晕相关函数，Eq. (2.7) 展开中只保留前几项就已足够。特别地，领先项
为

ξLh (r) = (bL1 )
2ξL,R(r) , (2.9)

这正是从简单偏置关系 Eq. (1.1) 得到的结果。因此，原暗晕相关函数在大尺度上与物质相关函数成
正比，即两者具有相同的 r 依赖。不过，ξLh 被因子 (bL1 )

2 放大；对于稀有的高质量原暗晕，该因子
很大［νc ≫ 1；Eq. (2.8)］。Fig. 3直观解释了其原因：在物质密度场上叠加一个大尺度密度扰动（红
色实线）后，稀有越阈区域的丰度响应远比物质密度本身敏感。正如 Sec. 3将说明的，这给出了偏
置的另一种完全等价的定义。更大的响应继而增强大尺度成团 [12, 13]。Fig. 4展示的这一效应正是
[12] 最初的研究动机；该文表明，大质量星系团等稀有天体的相关函数相对于其底层物质相关函数
在所有尺度上都得到增强。

Fig. 4表明，在 ≳ 10h−1 Mpc 的尺度上，级数展开 Eq. (2.7) 很快收敛到精确结果。这大致对
应于物质相关函数变为 1 阶量的尺度。因此，在这个玩具模型中，间距 r ≳ 10h−1 Mpc 适合用微扰
方法描述。另一方面，在更小尺度上，高阶项不再小于低阶项，这意味着一般微扰展开不能保证收
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图 3: Sec. 2.1玩具模型的示意图。蓝色实线表示平滑密度场 δ
(1)
R (q)，红色实线表示长波扰动。水平

虚线标出过密阈值 δcr。

敛到正确结果。对于这里考虑的玩具模型，我们拥有精确结果；但真实星系并非如此，所以只有限
制在微扰尺度上，才能保证理论误差受到严格控制。注意，展开 Eq. (2.7) 失效的尺度与非线性尺度
Rnl 有关（见B；零红移时 Rnl ∼ 10− 20h−1 Mpc）；非线性物质密度场本身的微扰描述也在这一尺
度失效。该尺度在更高红移处更小，因此高红移下微扰论可及的尺度范围更大 [101]。
原暗晕二点相关函数的表达式 Eq. (2.7)并非只适用于作为出发点的拟设 Eq. (2.3)。事实上，如

果把 δh(q) = nLthr(q)/⟨nLthr⟩ − 1 写成关于 δ
(1)
R 的形式级数展开，

δLh (q) = bL1 δ
(1)
R (q) +

1

2
bL2

(
[δ

(1)
R (q)]2 − σ2(R)

)
+ · · · , (2.10)

那么舍去所有含零延迟相关量的项后，便可直接得到 Eq. (2.7)；这里所舍去的是含因子 ⟨[δ(1)R (q)]n⟩
的项（见A）。类似地，还可以推导 δh(q) 的所有高阶 N 点函数和累积量 [100, 102]。历史上，因为
δh(q)是滤波物质密度场的局域函数，Eq. (2.10)被称为局域偏置展开 [17]。正如 Sec. 2开头所述，按
照本综述采用的定义，Eq. (2.10) 只包含局域偏置项的一个子集。具体而言，我们把 Eq. (2.10) 称为
局域物质密度（LIMD ）偏置。尽管下文将看到它并不完备，LIMD 展开仍足够一般：对于任意函
数 nLthr(q) = F

(
δ
(1)
R [q]

)
，它都能描述 Eq. (2.3) 这类拟设 [103, 104]。此外，尽管 Eq. (2.7) 是高斯

密度场特有的预言，LIMD 拟设还允许我们讨论一般密度统计下 nLthr 的统计性质 [104]，也适用于
N 点函数服从层级标度律的密度场 [105, 106]。
结合级数展开 Eq. (2.7) 在大尺度上收敛到真实结果这一事实（Fig. 4），上述结论体现了微扰偏

置展开的强大之处：它能用少量自由参数刻画非常一般的一类示踪体（对 Eq. (2.10) 而言，即丰度
由初始物质密度场的任意局域函数描述的示踪体），同时保证在足够大的尺度上收敛到正确结果。
此外，正如 [17] 已经指出的，要使 LIMD 展开 Eq. (2.10) 有效，原暗晕数密度不必是 δ

(1)
R 的严

格局域函数；我们只需要求非局域性限制在远小于计算相关函数所用尺度 r 的尺度上。Fig. 4右图对
此作了说明，其中画出了滤波物质密度场的相关函数 ξL,R(r)与未滤波场相关函数 ξL(r)之比。显然，
平滑密度场与未平滑密度场之间是非局域联系，但这种联系只在小于平滑半径数倍的尺度上表现于
相关函数中。这说明，如 [104, 106, 107] 所示，要在大尺度（例如数百 Mpc）上改变星系相关函数
ξLh (r) 相对于物质相关函数 ξL(r) 的形状，星系形成必须具有很强的非局域性，即非局域尺度达到约
百 Mpc。唯一的例外并不否定这一论点：如果物质相关函数中存在尖锐特征，例如 r ≈ 100h−1 Mpc
处的 BAO 特征，就可能对大尺度产生影响。正如 Sec. 2.6将看到的，只增加一个偏置参数便可高精
度地计入这一效应。
注意，由于要求 ⟨δh⟩ = 0，我们没有在偏置关系 Eq. (2.10) 中加入零阶偏置 bL0，即常数偏移。

这只对 Eq. (2.10) 所假设的确定性偏置关系成立。实际上，一方面存在随机小尺度涨落（它影响暗
晕和星系丰度，却与长波涨落不相关），另一方面暗晕是底层密度场的离散采样；这两点都要求在偏
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图 4: 外推至 z = 0 的初始密度场中越阈区域的拉格朗日空间相关函数。平滑尺度取为 R =

4.21h−1 Mpc（质量尺度 2.5 · 1013 h−1M⊙），由 Eq. (2.8) 可知它对应 bL1 = 1.5。左图：精确结
果 Eq. (2.6)（乘以 r 以便更清楚地展示大尺度行为），以及在不同阶数截断的级数展开 Eq. (2.7)。作
为比较，青色点线表示未滤波的线性物质相关函数；r ≈ 100h−1 Mpc 处的凸起是 BAO 特征。右图：
截断级数展开相对于精确结果的偏差。点线表示未滤波线性贡献 (bL1 )

2ξL 相对于滤波贡献 (bL1 )
2ξL,R

的相对偏差。

置展开中允许随机场。在最低阶，这相当于在 Eq. (2.10) 中加入一个均值为零的随机变量 ε(q)。从
下一节起，我们将纳入随机贡献。
到目前为止，我们描述了拉格朗日空间中的原暗晕统计。自然要问，如何把这些结果转化为观

测相关的低红移演化暗晕场统计（欧拉空间）。我们再次考虑一个简化设定，即半径为 Rℓ 的大球形
区域；具体地，沿用 [15] 的假设，令 Rℓ 远大于所考虑暗晕之间的典型间距。允许该区域具有过密
或欠密 δℓ(τ)，但假设宇宙在其他大尺度上不受扰动。于是，给定红移处区域内暗晕相对于全局均值
的分数过密 δh,ℓ 可展开为

δh,ℓ(τ) =
N̄ℓ

nhVℓ(τ)
− 1 = bE1 (τ)δℓ(τ) +

1

2
bE2 (τ)δ

2
ℓ + · · · , (2.11)

其中，N̄ℓ 是该区域中已位力化暗晕的数目，nh 是全局平均丰度（回忆所有密度都是共动密度，因
此不受宇宙膨胀造成的稀释影响），而 Vℓ(τ) 是球形区域的共动体积。类似于 Eq. (2.10) 并沿用 [15]，
Eq. (2.11) 定义了右端的欧拉偏置参数 bEN。严格地说，这些偏置参数只有在 Rℓ → ∞ 极限下才与区
域大小无关；为简单起见，此处省略这一依赖。Sec. 4.2将处理这一细节。
现在利用暗晕数目守恒，把欧拉偏置参数与拉格朗日偏置参数 bLN 联系起来。按照定义，初始

条件中的原暗晕正是时刻 τ 所识别暗晕的祖先，因此它们的数目守恒。另一方面，物质过密 δℓ（等
价地说，Vℓ(τ)）遵循球对称坍缩演化 [108]（见 Sec. 5.2.1），并由该区域的初始过密 δ

(1)
ℓ 唯一确定。

球对称坍缩演化在壳层交叉之前都有效，即只要 Rℓ > 0；在此之前，每个壳层中的质量都守恒。这
意味着暗晕的拉格朗日密度扰动为 1 + δLh,ℓ = N̄ℓ/(nhV

L
ℓ )，其中 V L

ℓ 是该区域的拉格朗日体积，它
与欧拉体积 Vℓ 的关系为

V L
ℓ = (1 + δℓ)Vℓ . (2.12)

因此，δh,ℓ(τ) 与 δLh,ℓ 之间满足

1 + δh,ℓ(τ) =
[
1 + δLh,ℓ

]
[1 + δℓ(τ)] = 1 +

(
1 + bL1

)
δℓ +O(δ2ℓ ) , (2.13)
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右端使用在尺度 Rℓ 上滤波的 Eq. (2.10)，把结果展开为 δℓ 的幂。与 Eq. (2.11)比较可得 bE1 = 1+bL1。
若暗晕在初始条件中的偏置为零（bL1 = 0），即 δLh = 0 且它们在初始时刻均匀分布，那么在以后任
意时刻 τ，它们相对于物质仍将无偏。5

在这一图景中，欧拉偏置参数的计算可以推广到任意阶，因为对任意给定宇宙学，积分球对称
坍缩方程即可算出 δℓ(τ) 与 δ

(1)
ℓ 之间的映射。具体得到如下级数展开 [109–111]：

δℓ(τ) =
∞∑
k=1

ak

[
δ
(1)
ℓ (τ)

]k
; a1 = 1 , a2 =

17

21
, a3 =

341

567
, a4 =

55805

130977
, · · ·

δ
(1)
ℓ (τ) =

∞∑
k=1

aI
k [δℓ(τ)]

k
; aI

1 = 1 , aI
2 = −17

21
, aI

3 =
2815

3969
, aI

4 = −590725

916839
, · · · . (2.14)

这些系数只在爱因斯坦–德西特（EdS）宇宙中严格成立，此时 δ
(1)
ℓ (τ) ∝ a = 1/(1+ z)。不过，只要

与大小为 Rℓ 的球形区域坍缩保持足够远的距离，它们在其他宇宙学中也具有很高精度 [112]。正如
[112, 113] 指出的，[110] 给出的逆关系系数 aI

3, a
I
4 有误。把 Eq. (2.14) 代入 Eq. (2.13)，即可对演化

后暗晕相关函数给出唯一预言：

ξh(r, τ) =
∞∑
N=1

1

N !
[bEN (τ)]

2 [ξR(r, τ)]
N
, (2.15)

其中欧拉偏置参数 bEN 为

bE1 (τ) = 1 + bL1 (τ) (2.16)

bE2 (τ) = 2
(
1 + aI

2

)
bL1 (τ) + bL2 (τ)

bE3 (τ) = 6
(
aI
2 + aI

3

)
bL1 (τ) + 3

(
1 + 2aI

2

)
bL2 (τ) + bL3 (τ) .

这些重要关系最早由 [15, 110] 推导。
至此，在给定拉格朗日 LIMD 偏置展开 Eq. (2.10) 的条件下，我们已经推导出描述演化密度场

中暗晕统计的偏置参数。显然，对于球对称密度扰动，初始条件中的确定性 LIMD 偏置关系会转化
为演化后分布中的相似关系（欧拉 LIMD ）。下一节将看到，这是本推导假设球对称性的结果：一
般而言，从 LIMD 偏置展开出发的引力演化，会在欧拉偏置关系中产生超出 LIMD （但仍然局域）
的附加项。实质上，我们忽略了潮汐场，而它与密度扰动同样重要。下面几小节将更仔细地研究原
暗晕或原星系的引力演化。

2.2 引力演化：一般考虑

现在更详细地研究引力演化与偏置之间的相互作用。具体而言，考虑一组在固定时刻 τ∗ 瞬时形
成、与物质共动且此后数目守恒的星系作为玩具模型（Fig. 5）。这里的讨论并不特指暗物质暗晕，而
适用于任意大尺度结构守恒示踪体的统计。因此，下文使用“星系”而不是“暗晕”。给定时刻 τ∗ 的
偏置关系 δ∗g，其中涉及物质密度及其他局域可观测量，本节要推导当示踪体数目守恒至某个更晚时
刻 τ > τ∗ 时，这一偏置关系如何在引力作用下演化。由此可以用“形成时刻”τ∗ 的偏置参数 b∗n 表
示时刻 τ 的偏置参数 bn，把只适用于球形区域和拉格朗日空间 LIMD 偏置的 Eq. (2.16) 加以推广。
这一拟设本质上描述的是经历“被动演化”的星系样本。不过，它不只是一个玩具模型，还可

以视为星系的格林函数：真实星系样本包含广泛的形成时刻，可以表示为在不同时刻 τ∗ 瞬时形成的
许多样本之叠加。因此，如果偏置展开能够正确描述任意时刻 τ∗ 形成并演化至时刻 τ 的样本，那么
只要允许所有偏置参数自由变化，它就足够一般，可以描述任意星系样本。

5这里隐含假设原暗晕与物质流体共动。Sec. 2.2和 Sec. 2.7将作更详细的讨论。
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图 5: Sec. 2.2–2.4所考虑设定的示意图。星系在 τ = τ∗ 瞬时形成，此时由初始偏置关系描述（下层
切片），并与物质共动。此后，直到假定进行观测的时刻 τ（上层切片），演化都由数目守恒和共动
假设控制。灰色区域表示包含三个星系的拉格朗日体积，它在非线性引力演化下发生形变。由于星
系与物质共动，其密度也受到相同影响。

与物质密度场本身类似，守恒星系密度场的非线性演化没有封闭解。我们转而采用微扰论方法，
它能成功描述足够大尺度上的演化。不同于上一节，这里不假设球对称；事实上，正是由于缺少这
一对称性，我们必须在偏置展开中加入超出 LIMD 情形 Eq. (2.11) 的其他局域项。此外，我们始终
关注远大于暗晕拉格朗日半径的尺度，因此下文省略表示滤波的下标 R。Sec. 2.1已经从经验上发现
这样做很准确，Sec. 2.6将给出严格论证。
控制守恒示踪体演化的运动方程是连续性方程 [114–117]：

D
Dτ δg = −θ(1 + δg) , (2.17)

其中
D
Dτ ≡ ∂

∂τ
+ vi

∂

∂xi
(2.18)

是随流（或拉格朗日）时间导数，vi 是宇宙物质流体的本动速度，θ = ∂x,iv
i 是速度散度。

Eq. (2.17) 隐含假设星系相对于物质不存在速度偏置，即星系与物质流体共动。Sec. 2.7将详细
讨论速度偏置并证明它在大尺度上不存在，这里先作简要说明。考虑包围某个给定星系的足够大区
域，例如尺度为星系宿主暗晕拉格朗日半径的数倍（如 Fig. 5中的灰色区域），并确定该区域的质心
速度。星系相对于质心的任何本动速度，必然来自区域内部的详细物质分布，或重子反馈过程中的
动量传递、辐射压等非引力作用。也就是说，对于足够大的区域，星系相对于物质的速度只由区域
内部的物理决定；这等价于说星系在大尺度上与物质共动。若不存在非引力作用，等效原理已经要
求如此：无论测试物体是星系、黑洞还是暗物质粒子，它们在外部（大尺度）引力场中的下落速率
都相同。
为演化 δg，还需要 δ 和 vi 的微扰解。在标准微扰论（SPT；简要概述见B）中，暗物质被视为

无压理想流体，流体速度 v 无旋，因而可写为 vi = (∂i/∇2)θ。于是，密度扰动 δ 和速度散度 θ 满
足连续性方程和欧拉方程：

D
Dτ δ = − θ(1 + δ), (2.19)
D
Dτ θ = −Hθ − (∂ixv

j)2 − 3

2
ΩmH2δ . (2.20)



从局域物质密度偏置到一般微扰偏置展开 25

物理量 欧拉表达式 拉格朗日表达式

拉格朗日位移 s(q, τ)

形变张量 M j
i (q, τ) ≡ ∂q,is

j(q, τ)

空间坐标 x q

空间导数 ∂x,i ∂q,i = (δ j
i +M j

i )∂x,j

流体轨迹 xfl(q, τ) ≡ q + s(q, τ) q

流体速度 v = dxfl/dτ = ∂τs(q, τ) 0

随流导数 D/Dτ = ∂τ + vi∂x,i D/Dτ = ∂τ

物质过密 δ(x, τ) = |1+M(q, τ)|−1 − 1 0

守恒示踪体过密1
δg(xfl[q, τ ], τ) = (1 + δ(xfl[q, τ ], τ))

×
(
1 + δLg (q)

)
− 1

δLg (q) =
1 + δg[xfl(q, τ), τ ]

1 + δ[xfl(q, τ), τ ]
− 1

1这只对从时刻 τ = 0 至时刻 τ 数目守恒的示踪体成立（例如时刻 τ 所识别暗晕的原暗晕）。

表 5: 欧拉空间与拉格朗日空间之间关系的汇总。

推导从 δg(τ∗) 到 δg(τ) 的映射主要有两种等价方法。第一，利用已知的 SPT 方程微扰解，沿流体轨
迹直接积分 Eq. (2.17)。第二，迭代求解方程组 Eqs. (2.17)–(2.20)，得到 δg 和 δ 的联合微扰解。下
面依次概述这两种方法，因为它们展示了引力演化与偏置的不同侧面。
除物质密度场 δ 外，下文还会遇到潮汐场；我们通过经过缩放的无量纲量 Kij 定义它：

Kij ≡ Dijδ =
2

3ΩmH2
∂i∂jΦ− 1

3
δijδ ; Dij ≡

(
∂i∂j
∇2

− 1

3
δij

)
, (2.21)

其中第二个等号由泊松方程［Eq. (B.3)］得到。等价地，在傅里叶空间中

Kij(k) =

[
kikj
k2

− 1

3
δij

]
δ(k) . (2.22)

此外，我们用上标 (n) 表示微扰论中第 n 阶的量。例如，二阶密度场记为 δ(2)。

2.3 从连续性方程出发的演化

现在按照如下步骤求解守恒星系的连续性方程 Eq. (2.17) [114, 115, 117, 118]。首先分别用 1+δg

和 1 + δ 除 Eq. (2.17) 与 Eq. (2.19)，得到
1

1 + δg

D
Dτ δg = −θ = 1

1 + δ

D
Dτ δ . (2.23)

为方便起见，现将 δg 和 δ 写成拉格朗日坐标 x → q 的函数，此时随流时间导数变为关于 τ 的偏导
数；欧拉与拉格朗日框架中各物理量之间的关系汇总于 Tab. 5。于是，沿流体轨迹的积分变得平凡，
得到

ln[1 + δg(xfl(τ), τ)] = ln[1 + δ(xfl(τ), τ)] + ln
[
1 + δg(x∗, τ∗)

1 + δ(x∗, τ∗)

]
(2.24)

它适用于 τ ≥ τ∗。我们通过引入形成时刻切片上的星系过密 δg(x∗, τ∗) 固定积分常数。这里，xfl(τ)

表示与固定拉格朗日位置 q = xfl(τ = 0) 对应的流体轨迹的欧拉坐标，而 x∗ ≡ xfl(τ∗) 表示形成时
刻切片上的位置。通过 xfl(τ) = q + s(q, τ) 引入位移 s 后，控制流体轨迹的运动方程可写为(

∂2

∂τ 2
+H ∂

∂τ

)
s(q, τ) = −∇Φ

(
q + s(q, τ), τ

)
, (2.25)
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初始条件为 s(q, τ = 0) = 0。这一方程最早由 [119] 推导。在线性阶，可以忽略 ∇Φ(xfl) 的宗量中
出现的 s，从而得到 Eq. (B.16)，见B。

因此，只要知道 τ∗ 时的偏置关系，Eq. (2.24)就能给出所有更晚时刻的偏置关系。这一结果已由
[79, 118] 推导（另见 [120]）。需要强调的是，守恒演化把同一条流体轨迹上两个不同时刻的 δg(x, τ)

和 δg(x∗, τ∗) 联系起来（Fig. 5中的实线）。在数学上，这是 Eq. (2.23) 中随流导数的结果；在物理
上，它表明若初始时没有速度偏置，星系与物质在大尺度引力场中的下落速率相同，因而沿相同轨
迹共同演化。
把 Eq. (2.24) 改写为下式，可以更清楚地看出这一点：

1 + δg

∣∣∣
τ
=

1 + δ|τ
1 + δ|τ∗

(1 + δg|τ∗) , (2.26)

其中竖线 |τ 表示在固定流体轨迹上、时刻 τ 取值的量。它只是说明，两个守恒且初始共动的流体，
其密度之比在引力演化下保持不变，正如等效原理所要求的。Sec. 8.2讨论早期宇宙为重子和 CDM
设定的不同初始条件时还会遇到这一关系。此外，令 τ∗ → 0，从而 δ|τ∗ → 0，即可恢复守恒示踪体
欧拉密度与拉格朗日密度之间的熟知关系（见 Tab. 5）；Eq. (2.13) 已经针对球形扰动这一特殊情形
推导过它。
下面把 Eq. (2.26) 求解到扰动二阶，即保留至 δ(1) 和 K

(1)
ij 的二次项。用上标 (2) 表示二阶项，

很容易得到

1 + δ(1)g (x, τ) + δ(2)g (x, τ) = 1 + δ(1) − δ(1)∗ + δ(1)g∗

+ δ(2) − δ(2)∗ + δ(2)g∗ + [δ(1)∗ ]2 − δ(1)δ(1)∗ +
[
δ(1) − δ(1)∗

]
δ(1)g∗ , (2.27)

其中 f∗ ≡ f(x∗, τ∗)，而不带下标 ∗ 的量在 (x, τ) 处取值。第一行和第二行分别列出了线性项与二
阶项。不过要注意，x∗ = xfl(τ∗) 与 x 之间的差异本身也是扰动一阶量，因为在未受扰动的 FRW
时空中，流体轨迹满足 xfl = 常数。具体地，利用拉格朗日位移的定义［Tab. 5；线性阶表达式见
Eq. (B.16)］，在线性阶有

x∗(x, τ) = x+ s(q, τ∗)− s(q, τ) = x+

(
D∗

D
− 1

)
s(1)(x, τ) + · · · , (2.28)

其中 D∗/D ≡ D(τ∗)/D(τ)，D(τ) 是 Eq. (B.9) 定义的线性增长因子。因此，在 Eq. (2.27) 第二行各
项的宗量中可以忽略 x 与 x∗ 的差异，但第一行各项则需要展开。例如可得

δ(1)(x, τ)− δ(1)(x∗, τ∗) =

(
1− D∗

D

)
δ(1) −

(
D∗

D
− 1

)
D∗

D
si(1)∂iδ

(1) , (2.29)

其中右端所有量均在 (x, τ) 处取值。
最后，还需要星系密度 δg∗ = δg(x∗, τ∗) 的关系。写成

δ(1+2)
g (x∗, τ∗) = b∗1[δ

(1) + δ(2)](x∗, τ∗) + ε∗(x∗, τ∗) +
1

2
b∗2
[(
δ(1)
)
∗

]2
+ b∗K2

[(
K

(1)
ij

)
∗

]2
, (2.30)

其中所有量均在 x∗, τ∗ 处取值。这里允许 δg 依赖潮汐场平方 (Kij)
2，因为它是局域可观测量，与 δ2

处于相同微扰阶，预计和 ∝ b∗2 项具有相似重要性。注意，潮汐场无迹（tr[Kij ] = 0），因此不能在线
性阶进入偏置展开。我们还加入了确定性偏置关系的领先修正，即星系密度场中的随机贡献 ε∗，并
把它视为一阶量。按照定义，假设 ε∗ 与物质变量不相关。这里没有加入其他二阶随机贡献，稍后将
回到这一点。注意，b∗1 同时乘以 δ(1) 和 δ(2)，因为 b∗1 是一个物理偏置参数，必须与所采用的微扰阶
数无关（它对应星系平均密度对背景物质密度变化的响应，见 Sec. 3）。
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现在汇总 Eq. (2.27) 中 (x, τ) 处星系过密的一阶和二阶贡献，得到

δ(1)g (x, τ) =

(
1 +

D∗

D
[b∗1 − 1]

)
δ(1)(x, τ) + ε∗

δ(2)g (x, τ) =

{
1 + [b∗1 − 1]

(
D∗

D

)2
}
δ(2) +

{
D∗

D
[b∗1 − 1]−

(
D∗

D

)2

[b∗1 − 1] +
1

2
b∗2

(
D∗

D

)2
}
[δ(1)]2

+ b∗K2

(
D∗

D

)2

[K
(1)
ij ]2 +

(
D∗

D
− 1

)
D∗

D
[b∗1 − 1]si(1)∂iδ

(1) −
(
D∗

D
− 1

)
ε∗δ(1)

+

(
D∗

D
− 1

)
si(1)∂iε

∗ , (2.31)

右端除 ε∗ 在 (x, τ∗) 处取值外，其他所有量均在 (x, τ) 处取值。这对应于 [118] 的式 (53)，不过该
文没有纳入随机性。6定义

bE1 = 1 +
D∗

D
[b∗1 − 1] (2.32)

为时刻 τ > τ∗ 的线性欧拉偏置。这一关系最早见于 [114]，其中指出星系偏置必定随时间推移趋于
1。稍后将回到这一点。注意，如果令 D∗/D → 0，同时保持 bL1 ≡ (D∗/D)b∗1 有限，这对应于在 τ = 0

形成、随后作守恒演化；此时得到与球对称坍缩演化（Sec. 2.1）相同的关系 bE1 = 1+ bL1。下文还会
回到这一情形。
按照上述讨论，δg 中二阶密度 δ(2) 的系数也必须是 bE1。因此，从 δ

(2)
g 中分离出 bE1 δ

(2)，再把用
一阶量 δ(1)、K(1)

ij 和位移项表示的 δ(2) 表达式［Eq. (B.14)］代入余项。重新整理后，最终得到二阶
星系密度反差：

δ(1+2)
g = bE1

[
δ(1) + δ(2)

]
+ ε∗ +

1

2
bE2 [δ

(1)]2 + bEK2 [K
(1)
ij ]2

−
(
D∗

D
− 1

)
ε∗δ(1) +

(
D∗

D
− 1

)
si(1)∂iε

∗ , (2.33)

其中，除 ε∗ 外的所有量仍在 (x, τ) 处取值，二阶欧拉偏置参数为 [121]

bE2 (τ) = b∗2

(
D∗

D

)2

+
8

21

(
1− D∗

D

)
[bE1 − 1]

bEK2(τ) = b∗K2

(
D∗

D

)2

− 2

7

(
1− D∗

D

)
[bE1 − 1] . (2.34)

[115] 推导过 Eq. (2.33) 这类关系，但关键区别在于该文没有在二阶分离出贡献 bE1 δ
(2)。下面讨论这

一有趣结果。

• 位移项 si∂iδ 从确定性偏置关系中抵消了。这其实符合预期，因为非零位移项意味着星系偏离
了流体轨迹。这里仅考虑引力，并忽略所有非引力动量传递效应；根据等效原理，这种位移不
可能发生。由于随机场定义在形成时刻切片上，位移 s 仍显式出现在二阶随机项中。不过，ε∗

完全由一个与空间位置无关的单点概率分布函数描述（Sec. 2.8），所以位移项不对星系成团统
计作贡献。初始条件非高斯时情况会发生变化，见 Sec. 7.1.2。

• 对固定形成时刻 τ∗，D∗/D = D(τ∗)/D(τ) 随时间推移单调减小。因此，当 τ → ∞ 时，星系
密度场相对于物质的偏置逐渐减弱。

• 演化在二阶诱导出一项 ∝ ε∗δ(1)。设想一个包含不同形成时刻星系的真实样本；按照上述“格
林函数”方法，δ(2)g 包含来自各形成时刻 τ∗ 的单独贡献 ε∗δ(1) 的叠加。与其尝试建模样本中

6注意，[118] 中的 Ψ 应表示从形成时刻到当前的位移，我们将其写为 (D∗/D − 1)s(1)(x, τ)。
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所有星系的形成时刻分布，不如在 ε 之外再引入随机场 εδ，使其以 εδ δ 的形式进入偏置展开，
从而吸收这些贡献。一般而言，场 ε 和 εδ 之间存在非零但不完全的互相关。Sec. 2.8将回到这
一点。

最后简要考虑星系与物质之间的互相关系数 r。在线性阶，它由下式给出 [116, 122]：

rgm ≡ ⟨δgδ⟩√
⟨δgδg⟩⟨δδ⟩

=

[
1 +

(
D∗

D

)2 ⟨(ε∗)2⟩
(bE1 )

2⟨(δ∗)2⟩

]−1/2

. (2.35)

在这一阶，rgm 偏离 1 完全由随机项 ε∗ 引起。若要推导 Eq. (2.35) 的领先非线性修正，就需要纳
入直到微扰三阶的项；我们把这留到 Sec. 4.1.4。Eq. (2.35) 在实空间和傅里叶空间中同样成立。在
傅里叶空间中，rgm 一般在所有尺度上都小于 1；在实空间中，只要 |x2 − x1| 足够大，它就等于 1，
因为 ε∗ 的相关函数在大间距处消失（更精确的讨论见 Sec. 2.8）。对于固定的 τ∗ 和 ε∗，互相关系数
rgm(τ) 与 bE1 类似，在 τ → ∞ 时渐近趋于 1。换言之，(b1, ⟨ε2⟩) = (1, 0) 是一个不动点：如果星系
在某个时刻 τ0 无偏且与物质完全相关，那么对所有 τ > τ0 仍然如此。

初始时刻与最终时刻的偏置展开：现在回到 Sec. 2.1考虑的、在初始条件中给定的偏置关系之引
力演化，即拉格朗日偏置（另见 [123]）。令 τ∗ → 0，同时保持 (D∗/D)b∗1 ≡ bL1、ε∗ ≡ εL、(D∗/D)2b∗2 ≡ bL2

和 (D∗/D)2b∗K2 ≡ bLK2 固定，即得到这一极限。游走集（Sec. 5）和峰方法（Sec. 6）的预言采用的
正是这种做法。于是，时刻 τ 的表达式为

δ(1+2)
g (x, τ) = (1 + bL1 )

[
δ(1) + δ(2)

]
+ (1 + δ(1))εL +

1

2

{
8

21
bL1 + bL2

}
[δ(1)]2 +

[
−2

7
bL1 + bLK2

]
[K

(1)
ij ]2 ,

(2.36)

这里已经舍去随机位移项 s(1) · ∇εL，因为它不对可观测量作贡献（见上文）。为说明 Eq. (2.36) 的
意义，可以将其与一个无演化的例子比较：令 τ∗ = τ，其中恰好包含初始偏置关系 Eq. (2.30) 中的
各项：

δ(1+2)
g (x, τ) = bE1

[
δ(1) + δ(2)

]
+ ε+

1

2
bE2 [δ

(1)]2 + bEK2 [K
(1)
ij ]2 . (2.37)

现在令 Eq. (2.36) 中的 bLK2 = 0，得到拉格朗日 LIMD 偏置极限（参见 Sec. 2.1）。在有限时刻，它
产生相对于潮汐场平方的偏置 bEK2 = −2/7bL1 = −2/7(bE1 − 1)。因此，初始条件中的 LIMD 展开与
演化后时刻 τ 的 LIMD 展开不相容［令 Eq. (2.37) 中的 bEK2 = 0］，反之亦然；除非偏置是平凡的，
即 b∗1 = 1 且对 n > 1 有 b∗n = 0。这一结果最早由 [117, 124] 推导，其中指出欧拉 LIMD 与拉格朗日
LIMD 偏置给出不同的三点函数。文献 [79, 118, 125] 也讨论了二者的关系。因此，人们可能把测得
欧拉潮汐偏置 bEK2 = −2/7(bE1 − 1) 视为拉格朗日 LIMD 偏置的证据。不过，这种解释假设形成时
刻为 τ∗ → 0，随后作守恒演化。事实上，对任何形成时刻 τ∗ 有限且 b∗K2 非零的守恒示踪体，只要

b∗K2 = −2

7
[b∗1 − 1] . (2.38)

都将测得相同关系。事实上，一般没有理由认为暗晕或星系的形成与局域潮汐场无关 [117, 118, 126–
129]。
最后，比较 Eq. (2.36) 和 Eq. (2.37) 还可以看到，前者出现随机项 ∝ ε δ(1)，而 Eq. (2.37) 中的

后者没有。因此，只有在形成时刻同时允许二阶随机项 εδδ，初始时刻与演化后时刻的偏置展开才等
价。本质上，ε 对应星系密度的随机涨落，而 εδ 对应线性偏置的随机涨落。从二阶开始，这一效应
就是一般偏置展开不可或缺的一部分。
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这里值得指出，真实观测选择星系样本的偏置参数随时间如何演化很难预言。如 Sec. 2.2开头所
述，真实样本由不同形成时刻的星系组成。考虑这样一个样本，用 p(τ∗) 表示归一化形成时刻分布。
测量时刻 τ 对应算符 O 的偏置参数 bO(τ) 为

bO(τ) =

∫
bEO(τ |{b∗O′}, τ∗)p(τ∗)dτ∗ , (2.39)

其中，bEO(τ |{b∗O′}, τ∗) 表示给定形成时刻 τ∗ 的一组偏置参数 {b∗O′} 后，时刻 τ 的欧拉偏置；到二阶
时，它恰由 Eq. (2.32) 和 Eq. (2.34) 中的关系给出。随机场 ε, εO 也可写成类似形式。因此，如果
不了解形成时刻分布的细节，一个红移处对偏置参数的限制不能预言另一红移处的偏置参数。此外，
给定位置的形成时刻分布本身很可能依赖大尺度密度和潮汐场，这也会影响偏置参数的时间演化。
不过要强调，只要保留给定阶数下所有相关项，形成时刻分布并不会引入新的偏置参数。因此，

在多数应用中，只要把偏置参数视为时间的有效自由函数，无论星系形成史如何，都能得到正确描
述。此外，上述计算表明，偏置参数应缓慢演化，其时间尺度与物质扰动自身增长的哈勃时间尺度
相同：d ln bO/dτ ∼ H。

2.4 由联合微扰解得到的演化

上一节方法的另一种选择，是直接联合求解由 Eq. (2.17) 和 Eqs. (2.19)–(2.20) 组成的完整方
程组，得到 δg, δ 和 θ [118, 130, 131]（另见 [132]）。在线性微扰阶，δ 和 δg 满足二阶常微分方程
（ODE），二者可合并为 b1(τ) 的常微分方程 [133]。在非线性阶求解这些方程的标准做法是在傅里叶
空间中工作，此时 Eqs. (2.19)–(2.20) 化为 Eqs. (B.4)–(B.5)，见B。在偏置演化的语境下，这种方法
的缺点是把局域物理效应（它对偏置很重要）与流体流动产生的平流项混在一起，例如 si∂iδ, s

i∂iδg；
后者对物质与星系完全相同，因而与偏置无关。
绕开这一问题的一种办法是使用拉格朗日微扰论（LPT）[78, 79, 120, 134, 135]。LPT 的基本

量是形变张量 Mij ≡ ∂q,isj。演化后的物质密度为

1 + δ(x, τ) = |1+M |−1
q,τ , (2.40)

其中假设处于单流区域（在多流区域中，应对 x = q + s(q, τ) 的所有解求和）。为描述偏置示踪体，
还必须相应引入星系形变张量Mg。注意，只要可以忽略速度偏置，物质和星系的位移 s 本身仍然
相同（见 Sec. 2.7）。

于是立即得到 Eq. (2.24) 的拉格朗日版本：

− ln[1 + δg(x[q, τ ], τ)] = ln |1+Mg|q,τ = ln |1+M |q,τ + ln
[
|1+Mg|
|1+M |

]
q,τ∗

. (2.41)

到此为止，推导与 Sec. 2.3非常相似；它的优点是所有项都显式地在固定拉格朗日坐标处取值，无需
处理位移项。另一方面，τ∗ 处的初始偏置关系现在把Mg 与M 联系起来：

|1+Mg(q, τ∗)|−1 = b∗trM trM + b∗tr(M2) tr[MM ] + b∗(trM)2(trM)2 + ε∗ + ε∗trM trM + · · · , (2.42)

右端所有项均在 (q, τ∗) 处取值。它与 Eq. (2.30) 中的偏置展开等价：在扰动二阶，Eq. (2.42) 中的
每一项都可转化为 Eq. (2.30) 中各项的线性组合。不过，这一偏置关系不便直接读出标准偏置参数
（二阶时为 b1、b2 和 bK2），因为它们的贡献分散在 Eq. (2.42) 的所有项中，并且还分散在所有更高
阶项中。
求解 Eq. (2.17) 和 Eqs. (2.19)–(2.20) 的另一种方法，是沿流体流动积分这些方程。该方法由

[131] 提出并称为“随流 SPT”；平流项从不显式出现，只留下与偏置相关的项。另一方面，我们仍
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显式处理欧拉密度和潮汐场，因此既可与上一节也可与后续各节的结果衔接。这里简要介绍这一方
法，细节见B.5。需要强调，无论采用哪种方法，最终结果都必须相同；我们选择随流 SPT，只是因
为所得表达式具有清晰的物理解释。
继续假设不存在速度偏置，即星系与物质共动。作为出发点的 Eq. (2.17) 和 Eqs. (2.19)–(2.20)

可简写为

D
DτΨ = − σ ·Ψ+ S (2.43)

其中定义向量 Ψ = (δg, δ, θ)；σ 是只依赖 FRW 背景的矩阵；S 是至少属于微扰二阶的源项［见
Eq. (B.36)］。
方程组 Eq. (2.43) 可以直接逐阶求解，详见B.5。为使积分能沿流体轨迹进行，推导源项时需要

谨慎。下面给出直到三阶的解；已有的三阶结果可见 [118, 136–138]。首先需要给出初始“形成”时
刻 τ∗ 的星系密度表达式。与前文一样假设瞬时形成，并纳入直到三阶所有由密度和潮汐场构成的
项，以及所有相关随机项：

δ∗g =
3∑

n=1

b∗n
n!

[δ∗]n + b∗K2 tr
[
(K∗

ij)
2
]
+ b∗K3 tr

[
(K∗

ij)
3
]
+ bδK2δ∗ tr

[
(K∗

ij)
2
]

+ ε∗ + ε∗δδ
∗ + ε∗δ2 [δ

∗]2 + ε∗K2 tr
[
(K∗

ij)
2
]
, (2.44)

这里以及下文，上标 ∗ 表示物理量在 x∗ ≡ xfl(τ∗) 和 τ∗ 处取值。假设随机场 ε∗, ε∗X（X = δ、δ2、
K2）是一阶随机场。注意，上一节的二阶演化已经产生了 εδδ 形式的项，说明它应在二阶纳入。新
的三阶随机项也适用类似论证。
到二阶为止，可以恢复 Sec. 2.3的结果。解为［Eq. (B.45)］

δ(1+2)
g (x, τ) = bE1 (τ)

[
δ(1) + δ(2)

]
+

1

2
bE2 (τ)(δ

(1))2 + bEK2(τ)(K
(1)
ij )2 + εEδ (τ)δ

(1) , (2.45)

右端所有量均在与 (x, τ) 对应的拉格朗日位置 q 处取值，欧拉偏置参数为

bE1 (τ) = 1 +
D∗

D
[b∗1 − 1]

bE2 (τ) = b∗2

(
D∗

D

)2

+
8

21
(b∗1 − 1)

D∗

D

(
1− D∗

D

)
bEK2(τ) = b∗K2

(
D∗

D

)2

− 2

7
(b∗1 − 1)

D∗

D

(
1− D∗

D

)
, (2.46)

而欧拉随机项为

εEδ (τ) = ε∗δ
D∗

D
−
(
D∗

D
− 1

)
ε∗ , (2.47)

这与 Sec. 2.3独立推导的结果相同。因为场 ε∗X 定义在 τ∗，εEδ 比其他二阶欧拉量少一个 D∗/D 因子。
如上所述，这里的 δg(x, τ) 写成了在 q = x(τ = 0) 处取值的物质场和随机变量的局域函数，也就是
在固定拉格朗日位置取值的欧拉量。为了转换到欧拉位置 x，需要给 δg 加入如下二阶位移项（δ 和
θ 也类似）：

−si(1)(x, τ)∂iδg(x, τ) . (2.48)

推广到三阶，得到

δ(3)g (x, τ) = bE1 δ
(3) + bE2 δ

(1)δ(2) + 2bEK2K
(1)
ij K

(2)
ij +

1

6
bE3 (δ

(1))3 + bEK3(K
(1)
ij )3 + bδK2δ(1)(K

(1)
ij )2

+ bEtdO
(3)
td + εEδ δ

(2) + εEδ2(δ
(1))2 + εEK2(K

(1)
ij )2 , (2.49)
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其中

O
(3)
td ≡ 8

21
K

(1)
ij Dij

[
(δ(1))2 − 3

2
(K(1))2

]
. (2.50)

这里以及下文采用简记

K2 ≡ (Kij)
2 ≡ tr[KK] = KijKji 且 K3 ≡ (Kij)

3 ≡ tr[KKK] = KijKjkKki . (2.51)

再次强调，为得到标准欧拉微扰论中固定阶的密度，需要通过对宗量 xfl[q, τ ] 展开，把 δg 从固定拉
格朗日位置 q 位移到欧拉位置。具体结果见 Eq. (B.48)。由于这一坐标变换稍微偏离偏置这一主题，
这里不再重复。
三阶欧拉偏置参数为

bE3 (τ) = b∗3

(
D∗

D

)3

+

[
(b∗1 − 1)

4

1323

(
199− 35

D∗

D

)
+

13

7
b∗2
D∗

D

]
D∗

D

(
D∗

D
− 1

)
bEδK2(τ) = b∗δK2

(
D∗

D

)3

+

[
−(b∗1 − 1)

1

147

(
33 + 7

D∗

D

)
+

(
2

7
b∗2 + b∗K2

)
D∗

D

]
D∗

D

(
D∗

D
− 1

)
bEK3(τ) = b∗K3

(
D∗

D

)3

+

[
(b∗1 − 1)

2

63

(
−11 + 7

D∗

D

)
+ 2b∗K2

D∗

D

]
D∗

D

(
D∗

D
− 1

)
bEtd(τ) =

[
(b∗1 − 1)

1

6

(
D∗

D
− 23

7

)
+

5

2
b∗K2

D∗

D

]
D∗

D

(
D∗

D
− 1

)
. (2.52)

正如预期，当 D∗/D → 1（即 τ∗ → τ）时，除 O
(3)
td 外所有 bEO 都趋于 b∗O；例外是因为形成时刻的关

系［Eq. (2.44)］中没有允许 O
(3)
td 。此外，当 D∗/D → 0 时它们都趋于零，除非 b∗O 在 τ∗ → 0 极限下

发散；写拉格朗日偏置关系时通常正是这样假设。具体而言，假设拉格朗日 LIMD偏置，令 τ∗ → 0，
并令除 b∗3(D∗/D)3 = bL3 外所有三阶 b∗O = 0，即可得到 bEO 的预言：

bE3 (τ) = bL3 − 796

1323
bL1 − 13

7
bL2

bEδK2(τ) =
11

49
bL1 − 2

7
bL2

bEK3(τ) =
22

63
bL1

bEtd(τ) =
23

42
bL1 . (2.53)

第一行与 Eq. (2.16) 完全一致，因为对于球对称扰动，只有这一项保留下来，而其演化恰由球对称
坍缩解控制。
最后，三阶欧拉随机项变为

εEδ2(τ) = ε∗δ2

(
D∗

D

)2

− 4

21
(ε∗δ − ε∗)

D∗

D

(
D∗

D
− 1

)
εEK2(τ) = ε∗K2

(
D∗

D

)2

+
2

7
(ε∗δ − ε∗)

D∗

D

(
D∗

D
− 1

)
. (2.54)

类似于二阶情形，即使三阶随机项 εδ2 , εK2 在初始时不存在，引力演化也会诱导出它们。因此，按
照 Sec. 2.3末尾的讨论，一般偏置展开中应允许这些项。
现在讨论三阶演化偏置关系 Eq. (2.49) 中出现的算符 O

(3)
td 。尽管 O

(3)
td 在扰动中属于三阶，但

由 Eq. (2.50) 可见，它无法仅用线性密度和潮汐场局域地表示。因此，纳入这一算符已经超出初始
偏置关系 Eq. (2.44)：换言之，从微扰论三阶开始，只涉及局域密度和潮汐场的偏置展开并不充分。
有趣的是，O(3)

td 在三阶可以写成多种等价形式，推导见C：
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• O
(3)
td = 2KijDij [δ+(fH)−1θ]+F (δ,Klm)，其中 f ≡ d lnD/d ln a是对数线性增长率，F (δ,Klm)

表示 Eq. (2.44) 所列密度与潮汐场的三阶局域组合［精确关系见 Eqs. (C.15)–(C.16)］。因此，
O

(3)
td 与潮汐场 ∝ Dijδ 和速度剪切 ∝ −Dijθ 之间的局域差异有关。[128] 最早考虑了这类算符。

• O
(3)
td = (4/5)Kij ([Hf ]−1D/Dτ − 1)Kij +G(δ,Klm)［Eq. (C.11) 及 Eq. (C.9)］。可见，O(3)

td 正
比于沿流体流动的潮汐场（二阶）的随流时间导数。

• O
(3)
td = (8/3)[M ij − (1/3)δij trM ] ([Hf ]−1∂τ − 1)Mij［Eq. (C.14)］。这是 O

(3)
td 的拉格朗日表

达式，说明该算符与拉格朗日形变张量的时间导数有关（回忆在拉格朗日坐标中，随流时间导
数化为偏导数；见 Tab. 5）。

所有这些等价表述都说明算符 O
(3)
td 是局域可观测量。例如，与星系共动的观测者可以通过测量局域

潮汐场对固有时的导数来测量它。事实上，我们预期守恒示踪体引力演化所产生的任何量都是局域
引力可观测量。对势的每一个幂，O(3)

td 恰含两个空间导数（把 Dij 计为净导数阶数为零），因此有理
由把它归入局域偏置算符。
这里暂且停下来思考：已经推进到扰动三阶的处理应如何延伸到更高阶？特别是，在四阶和更

高阶，除了 δ 与 Kij 的简单组合外还会出现哪些项？首次遇到的这类项，即 Eq. (2.50) 中的 O
(3)
td ，

表明三阶时只出现 Dij(δ2) 和 Dij(K2) 的某个特定组合，而不是二者分别出现。于是可能会问，沿
用 [128]，是否只需在 δ, Kij 之外加入速度剪切 (∂i∂j/∇2)θ？下一节将看到答案是否定的：到四阶
时，速度剪切已不再充分。
在继续讨论一般偏置展开之前，值得考虑允许超出 EdS 的膨胀史时，上述结果如何变化。具体

地，继续假设 GR 有效，但允许非零曲率、宇宙学常数 Λ 或暗能量成分（这里忽略暗能量扰动的影
响；Sec. 8.1和 Sec. 8.3将讨论进一步推广）。如B.6所示，运动方程保持与 EdS 中相同的结构。那里
还表明，对一般膨胀史，直到三阶都不会出现新类型的偏置算符，不过守恒示踪体偏置参数的时间
演化［Eq. (2.52)］会发生改变。此外，运动方程偏离 EdS 的程度完全由 Ωm(a)/f

2(a)− 1 量化。对
于 ΛCDM 以及多数可行的暗能量膨胀史，都有 f ≈ Ω0.55

m [139]，因此该量近似为

Ωm(a)/f
2(a)− 1 ≈ −0.1 ln Ωm . (2.55)

当 Ωm0 ≥ 0.3 时，该量在所有红移都小于 0.13。这解释了为何微扰论计算中的 EdS 近似在数值上
很准确：只需在最终结果中用 D(τ) 替换 a(τ)。

2.5 一般微扰偏置展开

在上述具体二阶和三阶结果的基础上，本节将推导微扰偏置展开的一般框架。也就是说，我们
要在微扰论范围内推导出一组足以描述任意大尺度结构示踪体统计性质的偏置参数。下文继续使用
“星系”一词，但应记住这些结果更一般地适用于其他示踪体。事实上，一般偏置展开还可应用于局
域物质功率谱 [140]。
在 Sec. 2.3–2.4中，我们见到了涉及密度、潮汐场和附加算符 O

(3)
td 的具体偏置关系，以及它们的

随机对应项，例如 εδ、εK2。此前推导假设示踪体守恒；如 Sec. 2.3末尾所述，把函数 bEO(τ ; {b∗O′}, τ∗)
当作格林函数即可轻易推广。现在完全放弃数目守恒假设，允许星系任意形成与并合。一般而言，任
意星系样本的确定性偏置关系可写为

δg(x, τ) =
∑
O

bO(τ)O(x, τ) , (2.56)

其中，δg = ng/ng−1是星系密度反差，bO 是偏置参数，O是由物质密度场、引力势以及一般的其他扰
动构造的算符。于是，固定时刻的星系统计由同一时刻物质密度场、引力势等的统计量，以及有限组
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图 6: 暗晕或星系等示踪体形成所涉及时空区域的示意图，时间沿竖直方向流逝。实线表示从拉格
朗日位置 q = xfl(τ = 0) 到时刻 τ 的欧拉位置 x = xfl(τ) 的流体轨迹 xfl(τ

′)。阴影区域的共动空间
尺度约为 R∗，它表示星系及其宿主暗晕内部物质的来源区域，或反馈过程的影响区域，取两者中较
大的一个。

数值 bO 给出。注意，只有当算符集合有限、因而可在保留宇宙学信息的同时边缘化掉数量有限的偏置
参数时，这一关系才有用。文献 [113, 141]考虑过把偏置参数推广为偏置函数 bN → bN (x1, · · · ,xN )。
然而，为保留预言能力，必须把这些泛函压缩为有限组项，这正是本节的目标。
因此，在宇宙学微扰论中，需要确定直到任意给定扰动阶数，偏置关系应包含哪些算符。我们

把这样一组算符称为基。当然，基并不唯一，因为一个基中算符的任意线性无关组合都构成另一个
基。一个重要例子，是选择拉格朗日框架中给出的算符，例如用形变张量M（Tab. 5）表示（拉格
朗日偏置）；也可以选择最终观测时刻的物理量（欧拉偏置），如 Eq. (2.49)。下面将给出二者的明确
例子。
上一节已经看到，如果从时刻 τ∗ 只包含密度场和潮汐场的幂，即 O ∈ {δ, δ2, (Kij)

2, . . . } 的
偏置展开出发，那么引力下的守恒演化会在更晚时刻 τ 引入附加偏置算符，尤其是 Eq. (2.49) 中的
O

(3)
td 。从这个意义上说，限制为密度和潮汐场之幂的偏置展开并不完备，因为它无法描述例如在更
早时刻（甚至初始条件中）形成、随后按照数目守恒被动演化的星系。[113] 的引言也清楚地描述了
这一问题。
作为出发点，以下各小节采用下列假设：

• 引力由广义相对论（GR）描述。

• 可以忽略大质量中微子和暗能量扰动的影响。

• 初始条件为高斯且绝热，并且可以忽略早期宇宙物理诱导的任何等熵扰动。

Sec. 8将放宽前两个假设，Sec. 7和 Sec. 8将放宽最后一个假设（后者讨论重子与 CDM 之间的等熵
扰动）。最后一点意味着我们只考虑绝热增长模。在标准 ΛCDM 宇宙学中，这一近似达到百分比精
度（见 Sec. 8.2）。
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2.5.1 偏置与演化的时空图景

暗晕和星系等示踪体形成的关键物理特征，是它发生在很长的时间尺度上 [92]，而形成过程却
局限于相对很小的空间尺度 [142]。这里的长时间尺度是指形成过程跨越宇宙年龄中不可忽略的一部
分。另一方面，形成暗物质暗晕的物质来自共动尺度只有数 Mpc 的区域。换言之，涵盖星系形成与
演化的时空区域呈 Fig. 6所示的“意大利面”形状。这与一个熟知事实有关：分数密度扰动达到 1阶
的非线性尺度远小于哈勃视界。后一事实是所有大尺度结构微扰论方法的基础，对推导偏置关系也
同样至关重要。
假设位置 x 的星系丰度只依赖 x 周围有限区域内的物质分布，该区域的特征共动长度尺度为

R∗。我们把 R∗ 称为“非局域尺度”，并理解为定义在某个时间切片上（例如最终或初始时刻）。
Sec. 2.6将进一步讨论其物理意义。对暗物质暗晕，预计 R∗ 与拉格朗日半径同阶。现在考虑在远大
于 R∗ 的尺度上研究星系或暗晕统计。此时，可以把偏置关系近似为有效地空间局域，从而把偏置
展开从泛函展开化为 Eq. (2.56) 所示的普通泰勒展开（泛函展开见 Sec. 2.6）。用有效场论（EFT）
的语言来说（[83, 86, 88, 143]；综述见 [144]），空间局域近似给出了星系形成完整复杂动力学的低
能有效描述（Sec. 2.10）。
当把星系形成视为有效局域过程时，与星系形成相关的量只有包围星系的拉格朗日区域沿其轨

迹上的密度和潮汐场 ∂i∂jΦ(xfl(τ
′), τ ′)（[88, 131]；[125] 只考虑了沿流体轨迹的物质密度）。证明这

一点的一种方式是援引等效原理：在与轨迹 xfl(τ) 共动的自由下落参考系中，领先的局域可观测引
力效应由度规张量的二阶导数给出。此外，几乎所有大尺度结构示踪体都是非相对论性的，因此度
规张量中只有时间–时间分量相关。在亚视界尺度上，这又等价于张量 ∂i∂jΦ，其中 Φ 是 Eq. (1.2)
定义的引力势。该张量还可分解为迹 ∇2Φ 和无迹部分 Kij［Eq. (2.22)］；前者通过泊松方程直接联
系密度扰动 δ，后者量化真正的潮汐场。共形费米坐标（CFC）方法 [145, 146] 给出了同一结果的另
一种更严格推导，并澄清了密度扰动和 Kij 在相对论语境下的含义。Sec. 2.9将回到这一点。
这一论证为我们对局域偏置（Sec. 1.3）的定义提供了物理依据：一般偏置展开中所有由流体轨

迹沿途的密度和潮汐场构成、且不含更多空间导数的项都属于局域偏置；它们恰好是共动观测者的
领先局域引力可观测量。在共形牛顿规范中，这类项的特征是对势 Φ 的每个幂恰有两个空间导数。
注意，这里无需假设星系样本守恒且被动演化。在足够大的尺度上，并合等任何引力相互作用 [147]
都不依赖局域密度和潮汐场之外的性质。若一个星系样本优先处于近期大并合所形成的暗晕中，其
非局域尺度 R∗ 可能大于同质量典型暗晕的非局域尺度；尽管如此，它仍是有限尺度，并且按上述
论证，可能仍与这些暗晕的拉格朗日半径同阶。
不过，上述论证隐含假设小尺度初始条件（即尺度远小于我们所关心大尺度关联的初始条件）在

大尺度上统计不相关。本节假设的高斯初始条件满足这一点。
现在将这一论证形式化。对 δ(xfl(τ

′), τ ′) 和 Kij(xfl(τ
′), τ ′) 的依赖可以写成沿流体轨迹的多重

时间积分。例如，在最简单的情形下，对给定的、由 δ 和 Kij 构造的算符 O，时间积分可形式地展
开为 [88]

δg(x, τ) ⊃
∫ τ

dτ ′ fO(τ, τ
′)O(xfl(τ

′), τ ′)

=

[∫ τ

dτ ′ fO(τ, τ
′)

]
O(x, τ) +

[∫ τ

dτ ′ (τ ′ − τ)fO(τ, τ
′)

]
D
Dτ O(x, τ) + · · · , (2.57)

其中 D/Dτ 是沿流体流动的随流导数［Eq. (2.18)］。为了按 Eq. (2.56) 的要求给出固定时刻的算符
基，必须在算符基中纳入沿流体流动的时间导数，例如 D(∂i∂jΦ)/Dτ。于是，纳入密度场和潮汐场
各次幂的任意阶时间导数，就能给出局域偏置展开（即空间导数最低阶）的完备算符基。但这并不
令人满意：星系形成发生在很长的时间尺度上，所以 Eq. (2.57) 中未写出的高阶项未必小于已经纳
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入的项；看起来偏置展开似乎需要无穷多个算符。幸运的是，在固定微扰阶数下，只有有限个时间
导数线性无关，因而可用有限数量的算符补全这个基。物理原因是，大尺度准线性扰动在任意给定
微扰阶的时间演化都是可预言的。此外，在我们的假设下，由于线性增长因子与尺度无关，它们在
线性尺度上以完全相同的速率演化；偏离线性增长率的部分属于更高阶扰动。下面准确说明如何利
用这一事实得到有限算符集合。

2.5.2 算符的拉格朗日基

首先在初始时间切片上、拉格朗日坐标 q = xfl(τ = 0) 中工作。这样可以简化处理，因为在拉
格朗日坐标中，随流时间导数 D/Dτ［Eq. (2.18)］化为普通时间导数 ∂/∂τ。

考虑由 dO 个 ∂q,i∂q,jΦ
(1)(q) 因子（等价地，形变张量 Mij）构成的拉格朗日算符 OL(q, τ)。在

微扰论中，它可写为

OL(q, τ) = DdO(τ)O
(dO)
L (q, τ0) +DdO+1(τ)O

(dO+1)
L (q, τ0) + · · · , (2.58)

其中 D(τ) 是归一化到某个参考时刻 τ0 的线性增长因子。按照构造，dO 是 OL 领先贡献的微扰阶
数。算符 O

(n)
L (q, τ0)（n = dO, dO +1, . . .）对应 OL 在微扰论第 n 阶、参考时刻 τ0 取值的贡献。为

简单起见，这里假设第 n 阶增长因子等于线性增长因子的 n 次幂。这只在 D(τ) = a(τ) 的 EdS（平
坦、物质主导）宇宙中严格成立，不过对 ΛCDM 等其他宇宙学通常也非常准确。Sec. 2.5.3末尾将
讨论这一点。
根据一般关系 Eq. (2.58)，在微扰论第 n阶，允许偏置展开中出现 OL的时间导数［见 Eq. (2.57)］，

等价于分别纳入每一阶的贡献 O
(m)
L （m ≤ n）。这是因为，在该微扰阶数下，任意算符 OL 的时间导

数都由 O
(m)
L （m ≤ n）的线性组合给出。例如，按照 Eq. (2.58)，一个二阶拉格朗日算符可在微扰

论中写为 OL(q, τ) = D2(τ)O
(2)
L (q, τ0) +D3(τ)O

(3)
L (q, τ0) + · · ·。那么在三阶微扰论中，OL 的第 n

阶随流时间导数为(
D
Dτ

)n
OL(q, τ)

∣∣∣(3) = ∂n

∂τn
OL(q, τ)

∣∣∣(3) = ( dn

dτn
D2(τ)

)
O

(2)
L (q, τ0) +

(
dn

dτn
D3(τ)

)
O

(3)
L (q, τ0) .

(2.59)
在任意给定固定时刻，它只是 O

(2)
L (q, τ0) 与 O

(3)
L (q, τ0) 的线性组合。这在任意固定的更高微扰阶

也相应成立。若把时间坐标从 τ 换成 lnD(τ)，这一点更加明显：此时 Eq. (2.59) 右端直接变为
2nD2(τ)O(2) + 3nD3(τ)O(3)。
注意，即使从 ∂q,i∂q,jΦ 的局域组合算符 OL 出发，时间演化产生的高阶项 O

(n)
L 一般也无法表

示为 ∂q,i∂q,jΦ的局域组合。取而代之的是出现 ∂i∂j/∇2 作用于 ∂l∂mΦ各次幂的项，正如 Eq. (2.50)
中的 O

(3)
td 。从根本上说，这是引力具有长程作用的结果，因此潮汐场的引力演化不能近似为局域过

程 [148, 149]。特别地，潮汐场的不变量定义是外尔张量的某种投影 [150]；它对应黎曼张量中无法
通过爱因斯坦方程与能量–动量张量局域联系的特定部分。
不过关键在于，虽然我们假设星系形成是局域的（Sec. 2.6将放宽这一假设），却不必假设引力

是局域的。事实上，可以直接在微扰论中推导潮汐场的演化，并通过上述 O
(m)
L 项把它纳入偏置展

开。结果发现，在所有由 ∂i∂j/∇2 作用于 ∂l∂mΦ 各次幂所构造的可能算符中，潮汐场的时间导数
只包含一个很小的子集。偏置展开只应纳入这些特定算符，因为只有它们对应局域可观测量，本质
上即潮汐场沿流体流动的时间导数。
现在构造明确的偏置算符拉格朗日基。用 Sec. 2.4引入的拉格朗日形变张量表示最为方便：

Mij ≡
∂sj
∂qi

. (2.60)
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注意，在线性阶，M (1)
ij 与 ∂q,i∂q,jΦ

(1) 成正比。既然时间导数总能改写为高阶算符之和，我们只需取
每个微扰阶数贡献 M

(n)
ij 的所有标量缩并；直到二次阶的结果已经写在 Eq. (2.42) 中。不过，不必

纳入 n > 1 的 tr[M (n)] ≡ δijM
(n)
ij ，因为利用 Mij 的运动方程总能把这些项表示为低阶算符（运动

方程的明确表达式见 [80, 151]）。于是，直到四阶的基为 [131]7

一阶 tr[M (1)]

二阶 tr[(M (1))2] , (tr[M (1)])2

三阶 tr[(M (1))3] , tr[(M (1))2] tr[M (1)], (tr[M (1)])3 , tr[M (1)M (2)] (2.61)

四阶 tr[(M (1))4] , tr[(M (1))3] tr[M (1)] ,
(
tr[(M (1))2]

)2
, (tr[M (1)])4 ,

tr[M (1)] tr[M (1)M [2]] , tr[M (1)M (1)M (2)] , tr[M (1)M (3)] , tr[M (2)M (2)] .

在四阶，我们利用了这样一个事实：作为 3×3对称矩阵，M (1)
ij 由三个独立旋转不变量刻画，因此可

以消去 tr[(M (1))2](tr[M (1)])2。从三阶开始，Mij 不再对称，也就是说位移向量还具有旋度分量。不
过，在每一扰动阶，都可以利用运动方程把Mij 的反对称部分改写成对称部分M(ij) ≡ (Mij+Mji)/2

的低阶贡献组合 [80, 151]。因此，只用对称部分的贡献 M
(n)
(ij) 写偏置展开便已足够。

Eq. (2.61) 中的所有算符都很容易在拉格朗日微扰论中计算。偏置展开中随流时间导数首次在
三阶通过算符 tr[M (1)M (2)] 出现，它与 Sec. 2.4引入的算符 O

(3)
td 恰好相关（见第 31 页）。不过要注

意，尽管 M
(1)
ij 和 M

(2)
ij 可改写为引力势与速度势的二阶导数，四阶出现的 M

(3)
ij 却不再如此。幸运

的是，这一构造已经清楚显示如何把完备偏置算符集合推广到更高阶。因此，Eq. (2.61)可以直接用
于 LPT 中偏置示踪体统计量的计算。正如 Eq. (2.42) 之后已经提到的，其缺点是 Eq. (2.61) 不便
与熟知的微扰偏置展开联系，因为物质密度反差 δ 与张量M 通过 δ(q) = |1+M |−1 − 1 非线性联
系。因此，熟知的线性偏置项 b1δ(q) 会对 Eq. (2.61) 列出的许多项作贡献。下一节将推导一个与标
准微扰偏置展开更接近的等价基。

2.5.3 算符的欧拉基

类似地，可以用 ∂x,i∂x,jΦ(x, τ) 及其随流时间导数构造欧拉基。这里沿用 [131] 的定义8

Π
[1]
ij (x, τ) =

2

3ΩmH2
∂x,i∂x,jΦ(x, τ) = Kij(x, τ) +

1

3
δijδ(x, τ) , (2.62)

按照 Sec. 2.3和 Sec. 2.4的记号，它包含 δ = trΠ[1]，而 Kij 是 Π
[1]
ij 的无迹部分。注意，上标 [1] 与

(1) 不同：它表示 Π[1] 从微扰论一阶开始，但同时也包含高阶项。随后用随流时间导数递归定义高
阶张量 Π[n]：

Π
[n]
ij =

1

(n− 1)!

[
(Hf)−1 D

Dτ Π
[n−1]
ij − (n− 1)Π

[n−1]
ij

]
. (2.63)

注意，对任意 n，Π
[n]
ij 都是对称的。按照构造，Π[n] 在微扰论中的最低阶贡献位于第 n 阶，这有助

于追踪任意给定阶的所有相关项。不过，与拉格朗日情形不同，这里的 Π[n] 并不只是 Π[1] 的第 n阶
微扰贡献，因为在欧拉情形下，随流时间导数［Eq. (2.18)］不等于普通导数 ∂/∂τ。尽管如此，由
Π

[n]
ij 构造的基之所以完备，其原因与上述拉格朗日情形完全类似：在微扰论第 n 阶，包含直到第 n

阶物质密度和潮汐场的 Π
[1]
ij 只有 n 种不同的时间依赖，即 D(τ), D2(τ), · · ·Dn(τ)。因此，忽略高于

微扰第 n 阶的项后，任意 m > n 阶随流时间导数 (D/Dτ)m 都可用一阶、二阶直至第 n 阶时间导
数表示。

7我们补充了 [131] 在四阶遗漏的两个算符，即 Eq. (2.61) 最后一行最前面的两项。
8注意，该文把前因子吸收到 Φ 的定义中。
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量 tr[Π[n]] 是欧拉密度扰动 δ 的随流时间导数之线性组合。利用欧拉流体方程，在任意给定阶
都可把它们写成低阶算符的组合（例如二阶微扰论中 tr

[
Π(2)

]
= (17/21)δ2+(2/7)(Kij)

2；见C），因
此对 n > 1 可以从基中排除。这类似于拉格朗日基中的 tr[M (n)]。相应地，这些项的偏置系数可视
为把上文 Eq. (2.57) 引入的核 ftr Π[1](τ, τ ′)、f(tr Π[1])2(τ, τ

′, τ ′′) 等分别与越来越高次的增长因子积分
所得 [88]。
因此，直到四阶，与 Eq. (2.61) 在形式上完全类似，有

一阶 tr[Π[1]] (2.64)

二阶 tr[(Π[1])2] , (tr[Π[1]])2

三阶 tr[(Π[1])3] , tr[(Π[1])2] tr[Π[1]] , (tr[Π[1]])3 , tr[Π[1]Π[2]]

四阶 tr[(Π[1])4] , tr[(Π[1])3] tr[Π[1]] ,
(
tr[(Π[1])2]

)2
, (tr[Π[1]])4 ,

tr[Π[1]] tr[Π[1]Π[2]] , tr[Π[1]Π[1]Π[2]] , tr[Π[1]Π[3]] , tr[Π[2]Π[2]] .

这一基的优点是与标准欧拉偏置展开联系紧密。例如，因为在所有阶都有 tr[Π[1](x, τ)] = δ(x, τ)，项
(tr[Π[1]])n 的系数恰为 bδn = bn/n!。另一方面，项 tr[(Π[1])2] = (Kij)

2+δ2/3包含潮汐场平方。当然，
与拉格朗日情形相同，显式时间导数在三阶通过算符 tr[Π[1]Π[2]]进入偏置展开；它仍与算符 O

(3)
td 直

接相关（见第 31 页及C）。正如 Eq. (2.61) 后所述，Π
[3]
ij 的出现表明，从四阶开始，引力剪切和速

度剪切不再足以构成偏置展开。

现在讨论构造便捷基 Eq. (2.61) 和 Eq. (2.64) 时采用的关键近似：给定微扰阶数 n 的所有算
符贡献都具有相同的时间依赖 [D(τ)]n。这只在 EdS 宇宙中严格成立；在 ΛCDM 和精质宇宙学
中，每个新阶都会出现新的时间依赖。例如，二阶算符的时间依赖可以是 [D(τ)]2 或 D2(τ)，其中
D2(τ) ∝

∫
D2d lnD 是二阶增长因子。这意味着上述基中的算符一般不再充分。不过，B.6表明，偏

置展开中新项首次出现只在四阶。具体而言，Eq. (2.64) 中的 tr[Π[1]Π[3]] 项分裂为两项；如果非线
性增长因子近似满足 Dn(τ) ≃ [D(τ)]n，两项的偏置系数必定非常接近。对于标准 ΛCDM 宇宙学，
偏离这一关系的程度只有百分比量级。这意味着，为补全这里描述的算符基而加入的额外算符将满
足：(i) 属于四阶或更高阶；(ii) 相对于 Eq. (2.64) 所含项受到数值前因子 ≲ 0.1 的抑制。因此，它
们在多数实际应用中无关紧要。注意，由于 Sec. 4只工作到微扰三阶，其中给出的所有结果都适用
于 ΛCDM 和精质宇宙学。

2.6 高阶导数偏置

此前处理偏置时，我们把暗晕和星系形成近似为在空间上完全局域的过程。重新排列沿流体轨
迹的时间导数后，我们用同一位置取值的算符表示 δg(x, τ) 的偏置展开：欧拉基中是 O(x, τ)，拉格
朗日基中是 OL(q, τ)。然而，暗晕和星系形成涉及有限空间区域内物质的坍缩，因此上述局域偏置
展开不可能在所有尺度上都完全正确。本节研究空间局域近似的局限，并推导应在展开 Eq. (2.56)
中加入的附加算符集合。我们把这些算符称为高阶导数算符。它们自然出现在峰理论或游走集方法
中 [13, 152, 153]（详见 Sec. 5和 Sec. 6）。

为了纳入星系形成对完全局域性的偏离，应把 Eq. (2.56) 中的局域算符 O(x, τ) 替换为泛函
[154, 155]。例如，欧拉基中的线性阶算符 O = δ 变为

bδ(τ)δ(x, τ) →
∫
d3y Fδ(y, τ)δ(x+ y, τ) , (2.65)
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其中 Fδ(y, τ) 是一般随时间变化的核。这里利用了宇宙均匀性，即不存在优先位置，它要求 Fδ 与
x 无关。现在把 δ 在 x 附近作形式级数展开，得到

bδ(τ)δ(x, τ) →
[∫

d3y Fδ(y, τ)

]
δ(x, τ) +

[
1

6

∫
d3y |y|2 Fδ(y, τ)

]
∇2
xδ(x, τ) + · · ·

= bδ(τ)δ(x, τ) + b∇2δ(τ)∇2
xδ(x, τ) + · · · , (2.66)

其中，统计各向同性要求不存在可与导数算符缩并的任何优先方向。
因此，不存在空间导数的一次项，领先高阶导数项包含 δ(x, τ) 的拉普拉斯算符。于是，可把标

准线性偏置 bδ = b1 等同于核的“总质量”，而第二个积分，即核的“转动惯量”，定义了新的高阶导数
偏置参数 b∇2δ。该偏置参数的量纲是 [length]2；决定 |b∇2δ| ∼ R2

∗ 大小的特征尺度 R∗ 是核 Fδ(y, τ)

的空间支撑尺度，我们将其等同于示踪体的非局域尺度 R∗。注意，∇2δ 对共动观测者是局域可观测
量；按照 Sec. 2.5.1的讨论，无论如何都应纳入一般偏置展开。例如，在峰方法（Sec. 6）中，即使
没有任何显式非局域性，平滑密度场负曲率这一约束也会自然产生这类项。Eq. (2.66) 从核出发的
形式推导，为偏置参数 b∇2δ 及其与空间尺度 R∗ 的关系提供了另一种物理解释。
下面简要说明高阶导数项如何同时刻画重子效应。尽管这一说法适用于物质应力张量的一般扰

动，为简单起见，这里考虑气体压强扰动 δp 的影响。它由密度扰动提供源，因此在线性阶有

δp(1) = c2sϱbδ
(1) , (2.67)

其中 cs 是声速，ϱb 是平均物理重子密度。与动力学相关的量是压强梯度 ∇δp。因此，如果允许星
系密度依赖 ∇δp，就必须把可由 ∇δp 构造的领先标量加入偏置展开，从而得到

δg ⊃ b∇2δp∇2δp+ b(∇δp)2(∇δp)2 ∝ b∇2δp∇2δ + b(∇δp)2(∇δ)2 . (2.68)

可见这些都是高阶导数项，而且唯一对扰动为线性的项与 Eq. (2.66) 中的形式完全相同。下面将讨
论 (∇δ)2 等非线性高阶导数项。另一方面，与气体不同，辐射可以传播很远，原则上可使局域星系
密度依赖很大区域内的物质分布，也就是显著增大尺度 R∗。下文将讨论这些效应的现实估计；现在
继续基于 Eq. (2.66) 作一般讨论。
在 Eq. (2.65) 中，核 Fδ 描述星系形成如何依赖 x 附近物质的精细分布。因此，将 Fδ 的二阶

矩与 Sec. 2.5.1引入的非局域尺度 R∗ 联系起来是合理的。如果 Fδ 是典型滤波核，例如高斯核或球
形 top-hat 核［参见 Eqs. (A.26)–(A.28)］，则预计 b∇2δ > 0：若处于密度场峰的位置，平滑密度将
小于未平滑密度。另一方面，该位置有 ∇2δ < 0，所以正的 b∇2δ 给出预期行为，即平滑会抑制峰。
以 Sec. 2.1的玩具模型为例，在线性阶，原暗晕密度扰动可写为 δh,L(q) = bL1 δ

(1)
R (q)。把平滑密度场

δ
(1)
R 在未平滑线性密度 δ(1) 附近作形式展开，得到

δh,L(q, τ) = bL1 δ
(1)(q, τ) + bL∇2δ∇2

qδ
(1)(q, τ) + · · · , 其中 bL∇2δ =

1

10
bL1R

2 . (2.69)

这里具体假设了球形 top-hat 滤波核。注意，bL∇2δ 未必为正；密度场峰为 bL∇2δ < 0 提供了一个很有
启发性的例子（见 Sec. 6）。继续导数展开，Eq. (2.69) 中的下一个高阶修正按 R4∇4δ 标度。
在傅里叶空间中，正比于 b∇2δ 的项对应“尺度依赖偏置”−b∇2δk

2δ ∝ (R∗k)
2δ，高阶修正按

(R∗k)
2nδ 标度。不过再次强调，这是关于 k2 各次幂的展开，并非有时人们理解“尺度依赖偏置”时

所指的一般函数 f(k)。为明确区分，下文始终使用“高阶导数偏置”一词。
在 Eq. (2.66) 和 Eq. (2.69) 所假设的线性阶，欧拉框架与拉格朗日框架中的高阶导数项之别，

即 ∇2
xδ 与 ∇2

qδ 之别，并不重要；到扰动非线性阶则不再如此。此外，与局域偏置展开不同，速度偏
置使拉格朗日与欧拉高阶导数偏置之间的关系变得复杂，下一节将看到这一点。关键是，关于 q 与
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图 7: Sec. 2.1阈值化玩具模型中高阶导数偏置效应的示意图。为更清楚地展示对 BAO特征的影响，
图中画出乘以 r2 的二点相关函数。R = 4.21h−1 Mpc（质量尺度 2.5 · 1013 h−1M⊙）、bL1 = 1.5 和
z = 0 与 Fig. 4相同。左图：Eq. (2.7) 的线性阶贡献 (bL1 )

2ξL,R(r)（实线），以及线性 LIMD 偏置预
言 (bL1 )

2ξL(r)（点线）；注意前者包含滤波核，后者不包含。二者在小尺度、尤其是 BAO 特征附近
存在差异。把领先高阶导数偏置［Eq. (2.69)］加入 LIMD 预言（虚线）后，微扰偏置展开与平滑二
点相关函数符合得很好。右图：左图结果相对于线性 LIMD 预言的偏差。

关于 x 的导数之差涉及形变张量M［Tab. 5］，但可以被非线性高阶导数项吸收，从而使欧拉与拉
格朗日框架中的偏置展开重新等价。下文将回到这一点。
用星系二点相关函数表示时，领先贡献的形式为

ξgg(r)
∣∣∣
高阶导数

= 2b1b∇2δ∇2
rξ(r) , (2.70)

其中 ξ(r) 是物质二点相关函数。注意，这一项不仅在相关尺度 r 与 R∗ 同阶时具有观测意义；由于
BAO 特征很窄，它在远大得多的 BAO 特征尺度（r ∼ 100h−1 Mpc）上也可能重要 [152, 156]。在
Sec. 2.1的阈值化玩具模型中，Fig. 7左图对此作了说明，展示了尺度 R ≃ 4h−1 Mpc 上的平滑对二
点相关函数的影响。平滑略微抑制 BAO 特征。图中还通过 Eq. (2.70) 和 Eq. (2.69) 展示了纳入领
先高阶导数贡献的效果。Fig. 7右图清楚表明，领先高阶导数项捕获了大部分平滑效应。因此，只增
加一个偏置参数就能纳入越阈区域有限大小的领先效应，并显著提高偏置展开的精度。这里值得强
调，高阶导数项主要改变 BAO 特征的振幅。如果像 BAO 研究通常所做的那样，通过边缘化星系二
点相关函数的宽带形状来确定 BAO 尺度，那么估计的尺度对 b∇2δ 不敏感。另一方面，如果目标是
从星系二点相关函数中提取全部信息，就必须纳入这一项（Sec. 4.1）。
如上所见，高阶导数偏置在微扰偏置展开中引入了额外空间尺度 R∗；这不同于导数领先阶的局

域偏置展开，后者只涉及控制物质自身演化的同一个哈勃时间尺度。新尺度的重要意义在于，它为
星系成团的微扰方法提供了基本截断：当测量关联所用的尺度 r 接近 R∗ 时，所有高阶导数项都变
得重要，微扰描述会失去全部预言能力。在傅里叶空间，k ∼ R−1

∗ 时也发生同样情况。因此，即使
能够完美预言物质密度场的性质，星系形成的非局域性仍对可用微扰方法描述星系统计的尺度设定
基本限制。实际中，即便对暗晕，究竟是高阶局域偏置项还是高阶导数算符给出微扰理论的真正截
断，仍不清楚。对星系而言，截断很可能强烈依赖所考虑的具体星系样本。下面讨论不同示踪体的
R∗ 近似估计与限制：

• 暗物质暗晕：N 体模拟中的暗晕形成完全由引力控制，因此预计 R∗ 与暗晕的拉格朗日半径
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R(M) 相当，原因是给定暗晕内的物质来自大小为 R(M) 的区域。游走集（Sec. 5）和拉格朗
日密度场峰（Sec. 6）等暗晕形成非线性模型，以及 Sec. 2.1的玩具模型也支持这一点；在后者
中，R(M) 是定义显著度 νc = δcr/σ(R) 的滤波尺度［与 Eq. (2.69) 的发现相同］。不过如上所
述，b∇2δ 的精确数值、甚至符号都依赖所考虑模型的细节。

• 星系：如果给定样本中星系的性质完全由宿主暗晕性质决定，如暗晕占据分布和丰度匹配方法
（Sec. 9.1）所假设的那样，那么这些星系的尺度 R∗ 由宿主暗晕尺度给出，即 R(M)。另一方
面，如果局域星系形成率受到辐射场（例如电离紫外辐射通量）的显著改变，那么 R∗ 可以大
至辐射的吸收长度 [157–159]，达到数百 Mpc。高能宇宙线级联对星系际介质的热加热是另一
种可能的长程影响 [160, 161]，因为这些宇宙线也具有很大的平均自由程。这些效应继而能强
烈改变星系二点函数的形状，从而影响所测 BAO 特征的位置 [155, 162]。大尺度外流或活动
星系核发射的强喷流也有类似结论，不过这些现象的尺度预计至多为数十 Mpc [142]，显著小
于紫外光子的平均自由程。

• 弥散气体的线发射：这是一个有趣的情形，包括莱曼-α 森林和强度映射。如果忽略环境辐射
场中任何大尺度涨落的影响，气体的非局域尺度与金斯尺度同阶，即 R∗ ∼ 1/kJ；对这些渠道
观测的较冷气体，它很小（1/kJ ∼ 0.1hMpc−1 [163, 164]）。再考虑到这些示踪体在相当高的
红移处观测、非线性尺度较小，这表明星系际介质的线发射可以精确建模到很小尺度。遗憾的
是，线发射依赖介质的电离状态，后者又由环境辐射场控制 [165, 166]。如上所述，电离辐射
在星系际介质中的平均自由程很大，所以这些示踪体的 R∗ 实际上并不小。[167]非常清楚地展
示了这一效应对莱曼-α 森林大尺度统计的影响。不过，通过测量与星系、类星体等电离辐射源
的互相关并显式建模该效应，可以减少因限制在大于 R∗的极大尺度上而造成的信息损失 [168]。

最后讨论偏置展开中非线性算符的高阶导数修正。尽管技术上更加复杂，它与得到 Eq. (2.66)
的线性情形严格类比；本节余下内容对后续进展并非必要，初次阅读可以跳过。我们再次在欧拉坐
标中工作；注意，在拉格朗日基中用关于 q 的导数也可完全照搬同一论证。如 Sec. 2.5.3所述，局域
基中的每个算符都可写为

O(x, τ) = Π[i1](x, τ) · · ·Π[in](x, τ) , (2.71)

其中 Π
[n]
ij 由 Eqs. (2.62)–(2.63) 定义；张量指标与下述论证无关，因此在该式中省略。超越局域性

意味着应引入核 FO(y1,y2, · · · ,yn; τ) 来替换局域偏置展开中的项；再次省略张量指标，有

bO(τ)O(x, τ) →
∫
d3y1 · · · d3yn FO(y1, · · · ,yn; τ)Π[i1](x+ y1, τ) · · ·Π[in](x+ yn, τ) . (2.72)

注意，算符 Π
[n]
ij 是局域可观测量，暗晕形成可以依赖尺度 R∗ 内 Π

[n]
ij 的详细分布。因此，它们也构

成一般高阶导数展开的基本单元。随后可以像 Eq. (2.66) 一样，对每个因子 Π[ij ] 在 x 附近作泰勒
展开；在领先阶得到如下类型的项：

Π[i1](x, τ) · · ·
[
∇2
xΠ

[ij ](x, τ)
]
· · ·Π[in](x, τ) 且

Π[i1](x, τ) · · ·
[
∂x,kΠ

[ij ](x, τ)
]
· · ·
[
∂lxΠ

[ik](x, τ)
]
· · ·Π[in](x, τ) . (2.73)

注意，第二行的指标 k 和 l 可以彼此缩并，也可以和 Π
[n]
ij 的张量指标缩并。因此，为得到完整的高

阶导数算符集合，必须允许算符基 Eq. (2.64) 中每个 Π 因子上的导数作所有可能缩并，包括与 Π

自身张量指标的缩并。对于拉格朗日基 Eq. (2.61)，用 ∂q 作用于 M
[n]
ij 也可作类似构造。纳入完整

的高阶导数项集合，还是保证拉格朗日和欧拉偏置展开在导数高阶等价的必要且充分条件。
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明确地说，欧拉基中直到扰动二阶的领先高阶导数项 O(R2
∗) 为

O(R2
∗) : 一阶 ∇2 tr[Π] (2.74)

二阶 tr[(∇2Π)Π] , tr[(∂iΠ)(∂iΠ)] , (∇2 tr[Π]) tr[Π] , (∂i tr[Π])(∂i tr[Π]) ,

∂kΠij∂
iΠkj , Πkl∂k∂l tr[Π] , Πkl∂k∂iΠil , ∂iΠij∂j tr[Π] , ∂iΠij∂kΠjk ,

为清楚起见，这里记 Π ≡ Π[1]。注意，第二行包含在压强扰动语境中已经讨论的 (∇δ)2 项 Eq. (2.68)。
显然，随着微扰阶数升高，高阶导数算符和相应偏置系数的数量迅速增加。不过，如上所述，这里
列出的所有贡献在大尺度上相对于 Eq. (2.64) 中的领先项都受到因子 (R∗k)

2 的抑制。

2.7 速度偏置

从 Eq. (2.17) 开始，我们一直假设星系与物质沿相同流体轨迹共动。现在说明这一假设为何在
局域偏置展开中自洽。一般来说，星系受到的本动力不同于物质流体。这既因为星系受到重子物理
的强烈影响，也因为星系形成发生在大小有限的空间区域 R∗ 内（Sec. 2.6），所以其质心加速度是该
区域内局域引力加速度场的某种加权平均。用 ag 表示星系相对于物质流体的本动加速度。星系速
度场 vg 的欧拉方程为

∂

∂τ
vg +Hvg + (vg · ∇)vg = −∇Φ+ ag . (2.75)

注意，在物质流体的有效场论（EFT [83]，B.3）中，物质流体速度 v 的欧拉方程里也会出现本动
加速度 am。这里 aim = −∂jτ ij/ρm 的源是物质有效应力张量 τ ij，后者由积掉小尺度非微扰模产生
（见B.3）。严格地说，这里把 ag 定义为星系大尺度加速度场与 am 之差（[131] 记为 fg − f）。从
Eq. (2.75) 减去物质的欧拉方程，并定义 vrel ≡ vg − v，很容易证明 [131]

D
Dτ vrel +Hvrel + (vrel · ∇)vg = ag , (2.76)

其中 D/Dτ 始终相对于物质速度 v 定义。可见 ag 是星系速度偏置 vg − v 的源。若像 Sec. 2.4那样
假设示踪体守恒，连续性方程变为

D
Dτ (δg − δ) = − θ(δg − δ)−∇ · [(1 + δg)vrel] . (2.77)

不过，下面推导的速度偏置一般结果并不依赖守恒示踪体假设。
原则上，给定星系中的观测者可以测量星系质心与物质流体之间的相对加速度，因此 ag 是局

域可观测量。相应地，它的有效大尺度展开也只能涉及引力可观测量，即 ∂i∂jΦ 及其导数。把 ag 展
开为 Φ 的幂，各向同性要求每个含 n 个 Φ 场的项至少有 2n + 1 个导数。原因很简单：例如，由
(∂i∂jΦ)的 n次幂构成的任意局域可观测量具有偶数个指标。为构造向量 akg，必须再加一个导数 ∂k，
总计得到 2n + 1 个导数。唯一的领先项（n = 1）为 aig ∝ ∂i∇2Φ。在物理上，本动加速度既可以
由星系与物质局域引力势梯度的（统计）差异提供源，例如平滑或峰约束所诱导的差异；也可以由
Eqs. (2.67)–(2.68) 附近讨论的压强力等非引力效应提供源。上一节已经看到，这两类效应都产生高
阶导数项［分别见 Eq. (2.66) 和 Eq. (2.68)］。

由此证明，星系速度偏置是一种高阶导数效应；这说明为何在 Sec. 2.2–2.4中可以自洽地令 vg =

v。一般速度偏置展开由所有可从局域引力可观测量及其空间导数构造的三维向量组成，构造步骤与
上一节相同。在领先阶只有一个贡献，下面将讨论它。
注意，文献 [118, 130] 研究过不受导数抑制的速度偏置。然而，按照这里的论证，这类速度偏置

违反等效原理。另一方面，如果星系密度依赖重子和 CDM 等多种流体，那么这些流体之间的相对
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速度扰动即使不含任何导数也是局域可观测量。如果这种重子–CDM 相对速度存在于大尺度初始条
件中，也需要按 Sec. 8.2所述纳入偏置展开。

按照构造，我们的展开只包含大尺度极限下的领先项。在小尺度上，模拟已经充分证实大质量
暗物质暗晕内部的子暗晕存在速度偏置 [169–171]。这些完全非线性效应超出这里所述微扰处理的能
力。此外，尽管在局域偏置展开层面星系速度无偏，星系动量密度 jg = (1 + δg)vg 却有偏，因为它
受到星系密度加权。模拟和观测中对暗晕、星系速度的所有测量自然给出动量密度，必须仔细重新
加权才能准确估计 vg [172, 173]。[173] 从经验上验证了在 k ≤ 0.1hMpc−1 的尺度上，暗晕速度偏
置小于 2%。
现在考虑线性阶的领先高阶导数速度偏置，以及它对偏置演化的影响。为在线性阶求解 Eq. (2.76)，

需要本动加速度 ag 的表达式（严格地说，它仍是大尺度上星系与物质之间的有效相对加速度）。如
上所述，ag 至少有三个导数作用于 Φ。因此，在线性阶和导数领先阶，ag 必须正比于 ∇δ，即

ag(xfl(τ), τ) = Ag(τ)∇δ(xfl(τ), τ) . (2.78)

∇2v 等其他可能选择在线性阶与 ∇δ 等价。无量纲比例常数 Ag(τ) 本质上是量化小尺度扰动所致有
效加速度的偏置参数，一般是时间的自由函数。预计 Ag 与领先高阶导数偏置（Sec. 2.6）同阶，即
Ag = O(R2

∗H2)。注意，由于 R∗ 是空间尺度，且星系静止系中不存在优先方向，对 R∗ 的最低阶非
平凡依赖必须具有这种形式（参见一般球对称卷积核的低 k 展开 WR(k) = c1 + c2k

2R2 + · · ·）。
于是可以立即积分 Eq. (2.76) 的线性化版本，得到

vg(x, τ) = v(x, τ) +
1

a(τ)

∫ τ

0

dτ ′ a(τ ′)ag(x, τ
′) = v(x, τ) + β∇δ(τ)∇δ(x, τ) , 其中

β∇δ(τ) ≡
1

a(τ)D(τ)

∫ τ

0

dτ ′ a(τ ′)D(τ ′)Ag(τ
′) . (2.79)

因此，可以用星系速度偏置 β∇δ(τ) 取代加速度偏置 Ag(τ)。下文专用记号 βO(τ) 表示速度偏置参
数。考虑 ag(τ) 时间依赖的两个简单极限很有启发性。若 ag(τ) = 常数，意味着 Ag(τ) ∝ D−1(τ)；
为简单起见再假设 EdS 宇宙，则 Eq. (2.79) 立即给出 β∇δ(τ)∇2δ(x, τ) ∝ τ，即速度偏置项具有与
标准增长模中 v 本身相同的时间依赖。此时可写成

vg(x, τ)
ag=常数

=
[
1 + β∇2v∇2

]
v(x, τ) , (2.80)

其中 β∇2v 是常数。这种时间演化最早在峰模型语境下提出 [152, 174]（Sec. 6.9.1）。
另一方面，若 ag(τ) ∝ δD(τ −τ∗)，它对应时刻 τ∗ 星系相对于物质的速度受到瞬时推动；那么对

τ > τ∗ 有 (vg−v)(x, τ) ∝ a−1(τ)∇δ(xfl(τ∗), τ∗) ∝ a−1(τ)［等价地，β∇δ ∝ (aD)−1，见 Eq. (2.79)］。
这对应于两个由引力耦合的流体系统的衰减相对速度模 [118]，可理解为本动速度在膨胀宇宙中没有
源时的通常衰减。因此，文献对大尺度速度偏置演化得到的不同结果，源于对相对加速度 ag 时间演
化的不同假设。
最后考虑 Sec. 2.2–2.4研究的设定：在“形成时刻”τ∗ 指定偏置关系，并假设示踪体随后守恒演

化。于是可以积分连续性方程 Eq. (2.77) 得到星系密度 δg。在线性阶并纳入领先高阶导数项，初始
时刻 τ∗ 的星系密度写为

δg(x, τ∗) = b∗1δ(x, τ∗) + b∗∇2δ∇2δ(x, τ∗) . (2.81)

在某个更晚时刻 τ，δg 为

δg(x, τ) = bE1 (τ)δ(x, τ) + bE∇2δ(τ)∇2δ(x, τ)

其中 bE∇2δ(τ) = b∗∇2δ

D∗

D
−
∫ τ

τ∗

dτ ′β∇δ(τ
′)
D(τ ′)

D(τ)
. (2.82)
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这里使用了 Sec. 2.3定义的 D∗/D ≡ D(τ∗)/D(τ) 和 bE1 (τ) = 1 + (b∗1 − 1)(D∗/D)。这把 [152] 的结
果推广到随时间变化的 β∇δ。按照 Eq. (2.78) 后的论证，bE∇2δ 的两个贡献应同为 ∼ R2

∗ 阶；注意
Ag ∼ R2

∗H2，而 β∇δ ∼ R2
∗H。可见，密度中高阶导数偏置的演化依赖速度偏置的时间演化。局域偏

置展开中，只要知道守恒示踪体固定时刻的偏置参数，就能唯一确定给定阶偏置参数的演化；与之
不同，在导数高阶还需要知道整条轨迹上的速度偏置 β∇δ。这是因为高阶导数项允许非引力效应发
挥作用，而它们的演化未必与物质的引力演化相联系。需要强调，在足够大的尺度上，固定时刻的
星系偏置仍可由有限数量的偏置参数完整描述。
回到上述 Ag 的两个极限情形：当 ag = 常数时，速度偏置对 bE∇2δ(τ) 的贡献在 EdS 中也是常

数，所以在 τ ≫ τ∗ 时最终占主导，峰模型正是这种情形（[152]；见 Sec. 6.9.1）。另一方面，对初
始瞬时推动 Ag ∝ δD(τ − τ∗)，该项在 EdS 中按 τ−3 衰减（对应密度场的绝热衰减模）。此时，按
b∗∇2δD∗/D ∝ τ−2 标度的初始高阶导数偏置贡献，在晚期压过速度偏置贡献。当然，所有这些结果只
在守恒演化假设下成立。

2.8 随机性

目前为止的偏置展开刻画了长波扰动对星系密度的影响。也就是说，我们忽略了小尺度扰动对
星系形成的影响；由于小尺度初始条件在长距离上不相关（这是所假设初始条件高斯性的结果），这
种影响具有随机性。为计入它，必须像 Sec. 2.3–2.4已经做的那样，在偏置关系中引入随机场。这与
文献所谓的随机偏置有关 [154, 175, 176]。此外，Sec. 2.3–2.4已经看到，一个时间切片上的随机性会
与引力演化耦合，从而在高阶引入更多随机项，例如 Eq. (2.33) 中的 εδδ。
于是，完全一般的随机贡献集合包括确定性偏置展开的所有项 O，每一项配有独立随机参数 εO。

关键在于，由于 εO 与大尺度扰动不相关，它们在大尺度上完全由联合单点概率密度函数描述；等
价地，也可由其实空间矩 ⟨εOεO′⟩、⟨εOεO′εO′′⟩ 等描述。以 Sec. 4.1将详细讨论的星系二点函数为例，
领先随机贡献为

⟨δg(x1)δg(x2)⟩
∣∣∣
领先随机项

= ⟨ε(x1)ε(x2)⟩ = P {0}
ε δD(x1 − x2) , (2.83)

其中
P {0}
ε ≡ lim

k→0
⟨ε(k)ε(k′)⟩′ . (2.84)

是场 ε 在大尺度极限下的功率谱。这里以及下文，期望值上的撇号表示去除保证动量守恒的狄拉克
δ 函数。注意，在实空间中，随机贡献局限于零延迟处（但见下文）。
接着考虑星系三点函数，其领先随机贡献为

⟨δg(x1)δg(x2)δg(x3)⟩
∣∣∣
领先随机项

= ⟨ε(x1)ε(x2)ε(x3)⟩+ {⟨ε(x1)(εδδ)(x2)δ(x3)⟩+ 5 perm.}

= B{0}
ε δD(x1 − x2)δD(x2 − x3) +

{
2P {0}

εεδ
δD(x1 − x2)⟨δ(x2)δ(x3)⟩+ 3 perm.

}
, (2.85)

其中

B{0}
ε ≡ lim

k,k′→0
⟨ε(k)ε(k′)ε(k′′)⟩′ 且 P {0}

εεδ
≡ lim

k→0
⟨ε(k)εδ(k′)⟩′ . (2.86)

可见，使用维克定理展开相关量后，只留下 εO 彼此之间的相关量。这是因为 εO 与长波扰动不相关，
故 ⟨εOδ⟩ = 0。
由于系数 εO 本身是一阶扰动，在欧拉局域基中工作并忽略高阶导数算符时，直到三阶的完整
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随机项集合为

一阶 ε (2.87)

二阶 εδ tr[Π[1]]

三阶 εtr[Π2] tr[(Π[1])2] , ε(tr Π)2(tr[Π[1]])2 ,

拉格朗日情形也有类似展开。注意，Sec. 2.4的三阶推导已经纳入这些项。回到 Eq. (2.47)和 Eq. (2.54)
可见，引力演化会混合不同随机项。这表明还必须允许不同随机场 εO 和 εO′ 之间存在协方差（互
相关），如 Eq. (2.85) 所写。高阶导数项同样具有随机对应项，例如 ε∇2δ∇2δ。

最后还要考虑，星系密度反差对小尺度扰动的依赖预计并非严格局域，而是依赖它们在大小约
为 R∗ 的有限区域内的空间分布（与它对长波扰动的依赖类似）。这意味着必须纳入随机矩的高阶导
数。在傅里叶空间中，它转化为关于 k2 的级数展开：

⟨εO(k)εO′(k′)⟩′ = P {0}
εOεO′ + P {2}

εOεO′ k
2 + P {4}

εOεO′ k
4 + · · · , (2.88)

其中 P
{n}
εOεO′ 只是时间的函数。此外，按照上述讨论，预计高阶导数矩近似按 |P {n}

εOεO′ | ∼ Rn∗P
{0}
εOεO′ 标

度。不过要注意，随机相关量来自两个或更多小尺度（非微扰）模与一个大尺度（微扰）模的耦合。
两个区域的分界是非线性尺度 knl［Eq. (4.25)］。因此，也可能存在涉及 knl 而非 R∗、具有不同标
度的随机贡献。Sec. 4.5.3将讨论对随机相关量的观测限制。
在场论语境中，这些项称为“接触项”，因为在形式上，它们在实空间对应于对狄拉克 δ 型二点相

关函数作用 n次拉普拉斯算符。不过，推导相应的实空间结果时必须谨慎。不能简单地对 Eq. (2.88)
作傅里叶变换，因为它是低 k 展开，而傅里叶变换依赖所有 k 模的贡献。在物理上，预计随机项的
关联局限在 R∗ 或更小的尺度，即

⟨εO(x)εO′(x+ r)⟩ r≫R∗−→ 0 . (2.89)

在远大于 R∗ 的尺度上，它们可近似为有效 δ 函数 ⟨εO(x)εO′(x + r)⟩ = P
{0}
εOεO′ δD(r)，这等价于只

保留 Eq. (2.88) 的领先项。如上所述，Eq. (2.88) 中次领先项的实空间对应物是 δD(r) 的形式导数。
这反映了在 r ∼ R∗ 的尺度上任何微扰描述都必然失效，类似于 k ∼ 1/R∗ 时展开 Eq. (2.88) 失效。

为说明这些考虑，采用一个假定在所有尺度上都有效的 ε(k) 功率谱玩具模型：

Pε(k) ≡ ⟨ε(k)ε(k′)⟩′ = 1

ng

[
1− c e−k

2R2
∗

]
, (2.90)

其中 ng 是平均星系数密度，c ∈ [0, 1] 是常数。当 k ≫ 1/R∗ 时，它趋于泊松散粒噪声 1/ng；在低 k

极限下，它渐近趋于更小的值 P
{0}
ε = (1− c)/ng。在定性上，这种行为符合暗晕排斥的预期，其中

c 对应所考虑暗晕占据的拉格朗日体积分数 [127, 177–179]。对该功率谱作傅里叶变换可得到相应二
点相关函数：

ξε(r) =
1

ng

[
δD(r)− c(8π3/2R3

∗)e
−r2/4R2

∗

]
. (2.91)

显然，它满足 Eq. (2.89)。注意，看似不物理的 δ 函数在实际中总会给出有限结果，因为相关函数
不可能在严格零间距处测量，而是要在有限体积上积分。如果积分体积远大于 R3

∗，ε 的方差将与尺
度无关，正如有效白噪声分布所预期的。因此，尽管随机项在所有尺度上都对星系的傅里叶空间统
计作贡献，但在实空间中，它们只在小间距 r ∼ R∗ 处以及涉及零延迟相关量的统计量中有贡献。
最后，星系速度也存在随机贡献。与 Sec. 2.7一样，考虑星系与物质之间的有效相对速度。除领

先阶确定性速度偏置 β∇2v 外，现在加入随机贡献：[
vig − vi

]
(x, τ) = β∇2v(τ)∇2vi(x, τ) + εiv(x, τ) , (2.92)



从局域物质密度偏置到一般微扰偏置展开 45

向量 εiv 与星系密度中的随机贡献具有相同性质：它与大尺度算符不相关，并完全由其零延迟矩描
述。相比于星系密度中的领先随机场 ε，等效原理还对这些矩施加了额外限制。其原因与 Sec. 2.7对
确定性速度偏置 β∇2v 的讨论相同：vg−v 的随机贡献必须由密度和潮汐场等局域可观测量构造；无
论 vg − v 的源是引力还是非引力，这一点都成立。因此，在大尺度上，相对速度总能写成密度和潮
汐场某个非线性函数的全导数：[vig − vi](x) = ∂iF (δ(x),Klm(x))。这一事实意味着，星系与物质之
间随机相对速度的功率谱在大尺度上满足如下标度：

lim
k→0

⟨εiv(k)εjv(k′)⟩′ = kikjP {2}
εv

, (2.93)

其中 P
{2}
εv 是正常数。也就是说，与 ε 不同，这里不存在白噪声项 P

{0}
εv 。类似地，它与 ε 的互相关

满足 limk→0⟨εjv(k)ε(k′)⟩′ = ikjP
{1}
εεv。随机速度偏置对红移空间中的星系统计具有重要作用 [180]。

上文论证过，如果星系数密度的随机性接近泊松分布，则 P
{2}
ε ∼ R2

∗P
{0}
ε ∼ R2

∗/ng。现在粗略
估计速度随机振幅的量级。首先，对 P

{1}
εεv，沿用 Eq. (2.82) 之后的论证，可以粗略估计该项不应大

于 R2
∗HP

{0}
εε 阶；类似地，P {2}

εv ≲ R4
∗H2P

{0}
εε 。采用具体物理模型可给出更严格的估计。假设给定星

系样本的随机速度贡献来自这些星系质量为 M、欧拉半径为 RE 的宿主暗晕内部的位力速度。位力
速度方差为 σ2

v,vir ≈ GM/RE。将该方差与 Eq. (2.93) 匹配，得到

σ2
v,vir =

∫
k

Pεv(k) ∼
1

2π2

∫ 1/RE

0

k4dk P {2}
εv

⇒ P {2}
εv

∼ GM

RE
R5
E . (2.94)

这里在 k ∼ 1/RE 截断积分，并因估计十分粗略而忽略所有前因子。由于 Φ ∼ GM/RE 近似与质量
无关，得到 P

{2}
εv 按 R5

E 或 M5/3 标度。这与基于速度统计的动力学质量估计具有相同标度（例如
[181]）。
加入这里列出的随机项后，在 Sec. 2.5开头所列假设–广义相对论、非相对论物质流体和绝热高

斯初始条件–下，偏置的参数化就完整了。一般偏置展开汇总于 Sec. 2.11。

2.9 相对论语境下的星系偏置

本章此前把星系偏置的讨论限制在亚视界尺度 k ≫ aH，因为大尺度结构的大部分信息都位于
这些尺度。原因是大多数被测模都是小尺度模，而共动体积约为 H−3

0 的巡天只能测量少量 k ∼ H0

的模。不过，未来大尺度星系巡天将拥有足够大的体积来探测这些尺度。现在考虑如何把偏置推广
到描述任意大尺度上的星系密度反差。
需要注意，描述静止系星系密度的亚视界偏置处理之领先修正按 (aH/k)2 标度，因此除非考虑

极大尺度，否则非常小。在这些大尺度上，线性微扰论是极好的近似。所以对多数实际目的，只考虑
线性阶相对论效应便已足够。事实上，要使偏置展开在线性阶相对论语境下自洽，唯一要求是：执
行偏置展开时选择的时间切片（等时超曲面）必须对应共动观测者的恒定固有时。这可以通过在同
步共动规范中工作实现 [95, 96, 182]（[183, 184] 说明了如何推广到相对论扰动二阶）。原因在于，除
局域密度外，星系密度还依赖宇宙的局域年龄，或沿流体轨迹直至观测时刻的固有时。换言之，在
固定固有时，星系处于固定演化阶段，此时用星系密度写出的偏置展开在线性阶已经充分。

[145, 146]引入的共形费米坐标（CFC）为相对论语境下定义偏置算符提供了有用方法。CFC是
生活在给定星系中的宇宙学家自然会使用的坐标。简言之，CFC 的构造从一条类时测地线开始，即
以固有时 tF 参数化的流体轨迹 xµfl(tF )，其切向量为 Uµ ≡ ∂xµfl(tF )/∂tF。只要所考虑测地线的邻域
内存在测地线丛，就能对任意时空局域地构造这一参考系，因此它不局限于受扰 FRW 时空的假设。
不过，在所有尺度都有扰动的真实宇宙中，我们在粗粒化度规上执行这一构造，该度规只包含某个截
断以下的傅里叶模 k < Λ。随后，沿流体的四维速度散度 ϑ ≡ ∇µU

µ 定义局域哈勃率 HF (tF ) ≡ ϑ/3。
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对哈勃率积分可得到局域尺度因子 aF (tF )（差一个任意整体归一化）。然后可以构造以 aFdτF = dtF

定义时间坐标 τF 的坐标系，使度规变为

gFµν(xF ) = a2F (τF )
[
ηµν +Aµν,kl(τF )x

k
Fx

l
F +O(x3

F )
]
. (2.95)

也就是说，沿整条轨迹 xµfl(τ)，所有大尺度宇宙学扰动（k < Λ）都被吸收到局域尺度因子 aF 和修
正 ∝ x2

F、Aµν,kl 中。注意，A00,kl 关于 kl 无迹，即 A00,klδ
kl = 0。

对星系等非相对论示踪体，度规的空间分量在动力学上无关，CFC时空完全由局域膨胀率HF (τF )

和度规时间–时间分量的纯潮汐扰动 Kij
F ≡ A00,ij 刻画。这正是前述准牛顿描述中得到的 6 个自由

度。因此，完全相对论性的偏置算符基由 HF 和 Kij
F 的所有标量组合，以及它们关于 τF 和 xiF 的

导数组成。与前文一样，后一类导数受到空间尺度 R∗ 的抑制。
为说明这一点，考虑线性阶绝热扰动；如上所述，这是最相关的情形。[185] 表明，扰动的各向

同性部分被吸收到 aF 中，后者满足弗里德曼方程

H2
F =

8πG

3
ϱF +

KF

a2F
, (2.96)

其中使用 CFC 参考系中的局域物理（而非共动）物质密度 ϱF 和曲率 KF = 常数。也就是说，局域
物质密度与初始条件（曲率）一起，完全确定整条流体轨迹沿途时空的各向同性部分。因此，CFC
方法为独立宇宙猜想提供了一个证明 [95, 186–189]。此外，KF 与同步共动规范中的物质密度扰动
δsc 直接满足 [95, 185]

KF

H2
0

=
5

3
Ωm0

δsc(τ)

Dmd(τ)
, (2.97)

其中 Dmd(τ) 是在物质主导时期（a(τ) ≪ 1）归一化为 a(τ) 的线性增长因子。反过来，δsc 在共形牛
顿规范中正比于 ∇2Φ。这表明在线性阶，星系发生偏置所相对于的物理变量是 δsc，等价地是 ∇2Φ

[95, 96, 190]。注意，对各向同性扰动，独立宇宙图景在完全非线性层面也成立。对这类位形，完整
偏置展开由 KF 或等价地 ϱF 的幂（及其空间导数）组成。这从另一角度解释了偏置展开中无需纳
入 δ 的随流时间导数。另一方面，各向异性部分编码在无迹扰动 A00,kl = Kkl

F 和 Aij,kl = δijK
kl
F 中，

而 A0i,kl = 0。
超出线性阶后，会出现非平凡的相对论效应。首先，星系运动引起的相对论效应在 (v/c)2 ∼

10−5(v/[1000 km s−1])2 阶进入。其次，星系密度与矢量和张量度规扰动耦合；后两者由大尺度结构
在非线性阶产生 [191–193]（张量模也可以是原初的）。可以证明 [150]，在 CFC 参考系中，非线性
产生的矢量模和张量模直到扰动三阶才开始作贡献。9大尺度结构中这些“真正的”相对论效应虽然
有趣，但很可能太小，对当前和即将开展的巡天没有观测意义。
除这些真正的相对论效应外，本节结果还在一个特定参考系–CFC–中，给出了相对论微扰论下

星系成团的严格描述。为与观测联系，必须把 CFC 中的星系密度变换到观测坐标。这很直接，因为
星系数密度按四维向量的第 0 分量变换，该四维向量就是星系流矢量 jµg。坐标变换由从星系位置到
观测者追踪光子测地线确定，Sec. 9.3将作说明。

2.10 重整化：裸偏置参数与物理偏置参数 *

9对星系形状而言，原初张量模实际上在线性阶就产生效应，并可能在大尺度上变得重要 [194, 195]。
* 本节技术性较强，并非阅读综述余下部分所必需。不过，我们建议读者阅读其中非技术性的引言 Sec. 2.10.1。
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2.10.1 动机

到目前为止，Sec. 2已经列举为将星系密度表示为下列形式的展开，应纳入哪些偏置项：

δg(x, τ) =
∑
O

[bO(τ) + εO(x, τ)]O(x, τ) + ε(x, τ) . (2.98)

不过，把这一偏置展开与星系统计联系起来时存在一个细节。为理解这一问题，暂时忽略非线性引
力演化，回到 Sec. 2.1所考虑的拉格朗日空间 LIMD 偏置。从 LIMD 偏置展开 Eq. (2.10) 出发，现
将其写为

δLg (q) = c1δR(q) +
1

2
c2
(
δ2R(q)− σ2(R)

)
+

1

6
c3δ

3
R(q) + · · · , (2.99)

为清楚起见，这里省略物质密度 δR 上的上标 (1)，并用 ci 表示拉格朗日偏置参数；这样做的原因
很快就会清楚。由于 δR = δ

(1)
R 是高斯场，根据 Eq. (2.99) 可以容易地算出拉格朗日空间中 δLg 的二

点函数：
ξLg (r) =

[
c21 + c1c3σ

2(R)
]
ξL,R(r) +

1

2
c22[ξL,R(r)]

2 + · · · . (2.100)

立刻可以看出，它与展开 Eq. (2.7)不同；后者来自 Sec. 2.1对成对概率的显式计算：在 Eq. (2.7)中，
领先项 ξL,R(r) 的系数为 (bL1 )

2，而这里的系数是 c1(c1 + c3σ
2(R))。此外，若继续把 Eq. (2.99) 展

开到更高阶，会得到正比于 c1c2n+1σ
2n(R)ξL,R(r) 的 ξLg (r) 附加贡献，因此它们在大尺度上属于领

先阶。这显然违背微扰偏置展开的基本思想，即高阶偏置项的贡献在大尺度上受到抑制。而且，如
果选择较小的平滑尺度 R，使 σ(R) 不远小于 1，那么这些高阶贡献会以 1 阶量改变 ξLg (r) 的振幅。
这与 Sec. 2.6的论证矛盾，那里指出所涉及的任何平滑尺度都应在大尺度上变得无关。

另一方面，Eq. (2.7) 恰好表现出所需行为：高阶偏置项（以及平滑效应）在大尺度上受到抑制。
解决 Eq. (2.100) 不良情形的方法，是认识到偏置展开 Eq. (2.99) 中的系数 cn 并非物理参数，而是
“裸”偏置参数。物理偏置参数应作为重整化算符的系数引入。在当前情形下，

c1δR → bL1 [δR] ≡ bL1 δR ; c3δ
3
R → bL3 [δ

3
R] ≡ bL3 (δ

3
R − 3σ2(R)δR) . (2.101)

把这些关系代入 Eq. (2.99)可以看到，它消除了 ξLg (r)中不需要的贡献，并在大尺度极限恢复 ξLg (r) =

(bL1 )
2ξL,R(r)。一种等价方法是像 [76] 那样定义 bL1 ≡ c1 + c3σ

2(R)/2。这里，尺度 R 实际上应视为
任意平滑尺度（下文记为 Λ−1），其数值最终变得无关。因此，重整化是联系偏置展开与星系统计的
关键部分。
对高斯密度场，任意阶重整化 LIMD 算符都直接由埃尔米特多项式给出 [99]：

[δN ] = σN (R)HN

(
δR
σ(R)

)
. (2.102)

也可以为 (∇δ)2 等其他算符定义适当的正交多项式 [196]。Sec. 6.6.1在峰理论语境下讨论这一方法，
但它适用于任意拉格朗日偏置方案。不过，演化后的欧拉密度场在小尺度上高度非高斯，因此不能
直接应用该方法。尽管如此，即使在这种情形下，仍可在微扰论中逐阶系统推导重整化算符。再次
强调，关于偏置参数数值的所有物理陈述，例如稀有天体具有大偏置，所指的都是物理的重整化偏
置参数，即重整化算符的系数。
本节旨在详细说明重整化过程，它把目前为演化后星系密度场推导的偏置展开与可观测的大尺

度星系统计联系起来。推导过程中，我们将前几节的物理论证形式化、严格化，并与 EFT语言建立联
系（[83, 88, 143]；综述见 [144]）。星系偏置语境下的重整化最早由 [76]讨论，后来由 [88, 100, 131, 197]
扩展。
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2.10.2 等效原理与局域引力可观测量

本质上，微扰偏置展开试图把时刻 τ、位置 x 的星系固有静止系密度与时刻 τ = 0 的初始条件
（例如由暴胀产生）联系起来。完全一般地，固有共动密度 ng 可写为

ng(x, τ) = Fg[Φ
(1)(y)](x, τ) , (2.103)

其中 Fg 是初始势扰动 Φ(1)(y) = Φ(y, τ = 0) 的非线性泛函。宇宙统计均匀性要求该泛函在常数空
间坐标平移 x → x+ ξ 下不变。这意味着 Fg 只涉及组合 y − x。更一般地，作为流矢量 jµg 的第 0
分量，ng 在一般坐标（或规范）变换下具有特定变换性质。特别地，在固定时间切片上的坐标旋转
下，它按三维标量变换；我们从一开始就使用了这一性质（例如 Sec. 2.3引入项 (Kij)

2 时）。
一种特定的广义伽利略坐标变换，即随时间变化但空间均匀的坐标平移，对大尺度结构尤为重

要 [198–200]。广义相对论满足等效原理，这意味着可以转到共动观测者的自由下落参考系，消去
纯梯度度规扰动；这些观测者沿 τ ′ ∈ [0, τ ] 的轨迹 xfl(τ

′) 运动。具体而言，对共形牛顿规范度规
Eq. (1.2)，纯梯度势扰动

Φ(x, τ) = Ψ(x, τ) = A(τ) · x , (2.104)

可通过空间均匀但随时间变化的空间平移消去：

x → x+ ξ(τ); v → v + ∂τξ(τ) . (2.105)

在这一平移下，度规的 00 分量变换为

Φ → Φ− (∂2
τξ +H∂τξ) · x . (2.106)

因此，如果要求 ξ(τ) 满足
∂

∂τ 2
ξ +H ∂

∂τ
ξ = ∇Φ(τ) = A(τ) , (2.107)

那么 ∇Φ 在变换后的坐标中始终为零。可以认出，Eq. (2.107) 正是拉格朗日位移的负值 ξ = −s 所
满足的方程 Eq. (2.25)。也就是说，在存在长波（纯梯度）模时，x+ ξ(τ) 对应一条流体轨迹的拉格
朗日坐标。与该轨迹共动的观测者不会受到引力，因为 ∇Φ = 0。显然，我们只能消去势的一阶空
间导数，而二阶空间导数会产生局域可观测的引力效应。这就是大尺度结构中熟知的一致性关系的
物理内容 [200–205]；它把局域物理必须在随时间变化的平移下不变这一要求，表述为联系 N 点函
数某些极限与 (N − 1) 点函数的条件。按照上述讨论，在远大于 R∗ 的尺度上，一致性关系对偏置
示踪体也成立 [206, 207]。
在流体坐标中工作，可以把 Fg 完全一般地写为

ng(x, τ) = Fg

[
∂i∂jΦ(x

′
fl(τ

′), τ ′)
]
(x, τ) , (2.108)

此时 Fg 只涉及各时刻 τ ′（0 ≤ τ ′ ≤ τ）的差 x′
fl−xfl。也可以等价地用 ∂q,i∂q,jΦ(q, τ)写 Eq. (2.108)。

这个 ∂i∂jΦ 的非线性泛函比完整泛函 Fg[Φ] 受到的限制强得多。此外，由于 ∂i∂jΦ 对应引力场领先
的局域可观测效应，这种写法分离出了长波扰动对星系密度的真实物理影响。相比之下，Fg[Φ(1)(y)]

包含大量非物理规范模。减少自由度的代价，是必须纳入沿整条流体轨迹对 ∂i∂jΦ 的依赖。在物理
上这很合理，因为正如 Sec. 2.5.1所论证，暗晕和星系形成不是瞬时过程，因而依赖整个宇宙时间中
的局域环境。还可以看到，现在依赖的是完整势 Φ，而不是初始势 Φ(1)；下文将回到这一点。

只允许 ∂i∂jΦ各因子中的所有指标全部缩并，便能满足 ng 是空间标量这一要求。再次强调，对
物质密度、速度剪切等其他局域可观测量及其时间导数的任何依赖，都已隐含在 Eq. (2.108) 列出的
宗量中，因为通过运动方程，它们本身可表示为对 ∂i∂jΦ(x

′
fl)的积分。人们可能会问，关系 Eq. (2.108)
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是否依赖在何时取空间导数，例如在欧拉框架中取 ∂x,i∂x,j，还是在拉格朗日框架中取 ∂q,i∂q,j。然
而，不同空间导数可以相互转换（见 Tab. 5），且变换本身只依赖沿流体轨迹的 ∂i∂jΦ。因此，该展
开与选择在哪个时间切片上取空间导数无关。
此外，按照 Sec. 2.5.1的物理论证，存在一个空间尺度 R∗，使得当 |x′

fl − xfl| ≫ R∗ 时，Fg
中的泛函核变得可以忽略。一般而言，R∗ 是时间 τ ′ 的函数；此时我们所说的 R∗ 应始终理解为
maxτ ′ [R∗(τ

′)]。
现在对 Eq. (2.108) 中的泛函作时间展开。为此，考虑由 ∂i∂jΦ(x

′
fl(τ

′), τ ′) 的任意非线性组合构
成的算符 O(x′

fl(τ
′), τ ′)（下文再处理对 x′

fl 的泛函依赖）。时间依赖在形式上为［类似于 Eq. (2.57)］∫
dτ ′ FO(τ ; τ

′)O(x′
fl(τ

′), τ ′) =

∞∑
n=0

1

n!

[∫
dτ ′(τ ′ − τ)nFO(τ ; τ

′)

](
D
Dτ

)n
O(x′

fl(τ), τ) , (2.109)

这里在 τ ′ = τ 附近把 O 展开为随流时间导数，而 x′
fl(τ) 表示 xfl(τ) 邻近的一条流体轨迹。当然，

也可以等价地在 τ = 0 附近展开。方括号中的因子是只依赖 τ 的系数。这样，通过纳入 ∂i∂jΦ 所有
组合的随流导数，就可把泛函 Eq. (2.108) 写在单个时间切片上：

ng(x, τ) = Fg

[
∂i∂jΦ(x

′, τ),D∂i∂jΦ(x′, τ)/Dτ, . . . ; τ
]
(x) , (2.110)

其中还应理解为包含 (∂k∂lΦ)D(∂k∂lΦ)/Dτ 等非线性混合项［纳入这些项即可刻画涉及算符乘积的
泛函，例如

∫
dτ ′
∫
dτ ′′F (τ ; τ ′, τ ′′)O1(τ

′)O2(τ
′′)］。Eq. (2.110) 关于空间依赖 x′ 仍是泛函，但在时

间上局域。仍然可以选择任意参考时刻 τ̃ ̸= τ 对右端作展开，只需把 x 替换为 xfl(τ̃)。

2.10.3 粗粒化与裸偏置展开

在微扰偏置展开的语境中，我们的目标是分离出 ng(x, τ) 对大尺度扰动的依赖，最终推导某个
大尺度 r（或傅里叶波数 k ∝ 1/r）上的 ng 统计量。理论应用于测量后，会自行告诉我们这里的“大
尺度”究竟意味着什么。
在远小于 r 的空间尺度 Λ−1 上对 Eq. (2.110)作粗粒化或滤波；等价地，对所有感兴趣的波数 k

都有 Λ ≫ k（见 Fig. 8）。这是关键步骤，因此这里仔细说明。用 WΛ(|x|) 表示滤波核，假设它各向
同性并归一化为 1（这是自然假设，因为任何各向异性都相当于引入优先方向）。任意滤波后的量都
用下标 Λ 表示，例如 ΦΛ。用 EFT 语言，Λ 是紫外（高能或小尺度）截断，引入它是为了使圈积分
有限。可以把 δΛ(x) ∝ ∇2ΦΛ 视为以 x 为中心、大小为 Λ−1 的区域 U 内的平均密度扰动（Fig. 8中
的点线区域）。与 ΦΛ 互补，定义小尺度势扰动为

Φs(x, τ) ≡ Φ(x, τ)− ΦΛ(x, τ) . (2.111)

注意，截断 Λ只是一个可自由选值的计算工具；任何可观测量，包括星系统计和物理偏置参数，都必
须与 Λ的数值无关。事实上，这可作为任何可观测量预言的合理性检查。因此，Λ−1必须与 Sec. 2.6讨
论的物理尺度 R∗ 区分开；后者控制高阶导数偏置参数的振幅，对暗晕通常与拉格朗日半径同阶。事
实上，要求星系统计与 Λ 无关，会迫使我们恰好引入这些具有物理重整化系数的高阶导数项，见
Sec. 2.10.5。不过，我们仍按步骤推进，先从忽略高阶导数项开始；此时隐含假设 Λ−1 大于 R∗。
也可以等价地选择用初始势扰动 Φ(1) 作粗粒化。欧拉坐标中的非线性引力势 Φ(x, τ)与 Φ(1)(q)

非线性联系，不过二者的关系可以用偏置展开将纳入的同一组算符展开。由于粗粒化（卷积）与乘
法不对易，用 Φ(1) 作粗粒化所得结果存在差异；但这些差异属于空间导数高阶，将被高阶导数算符
吸收（Sec. 2.10.5）。
若令 Λ 足够小（即平滑尺度足够大），则 Eq. (2.110) 中对 ∂i∂jΦ 的泛函依赖会分离为：对变量

∂i∂jΦΛ(x) 的普通依赖［如 Eq. (2.56) 的局域展开］，以及只涉及 ∂i∂jΦs(x
′) 的泛函依赖：

ng,Λ(x) = Fg,Λ [∂i∂jΦΛ(x), D∂i∂jΦΛ(x)/Dτ, . . . ; ∂i∂jΦs(x′), D∂i∂jΦs(x′)/Dτ, . . . ] , (2.112)
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图 8: 推导偏置重整化时所用设定和物理量的示意图。与 Fig. 6一样，时间沿竖直方向流逝。观测
星系位于欧拉位置 x1, x2，每个星系都在以通往相应位置的流体轨迹为中心的时空区域内形成，如
Fig. 6所示。图顶对应观测历元，图底表示初始条件（拉格朗日位置 q1, q2）。底部附近的蓝线表示
完整初始（线性）密度场。在尺度 Λ−1（点线区域）上对星系场和物质场作粗粒化，得到红色实线
所示的平滑大尺度密度场 δΛ。底部黑线表示初始条件中的小尺度密度场，它在统计上处处相同。为
清楚起见，图中只表示密度场；实际上，星系密度是 ∂i∂jΦ 所有分量及其随流时间导数的函数。

为清楚起见，这里以及下文省略时间宗量 τ，因为 Eq. (2.112) 两端的时间相同。现在证明这一陈
述。首先，当且仅当 Λ−1 远大于 R∗ 时，Eq. (2.112) 成立；后者是 Eq. (2.110) 中泛函具有显著支
撑的空间尺度。现在把 Eq. (2.110) 展开为线性、二次和更高阶泛函的级数，类似于泛函的时间展开
Eq. (2.109)。代入 Φ = ΦΛ +Φs［Eq. (2.111)］后，展开中任何不含时间导数的项都可写为[
n∏
i=1

∫
d3xi

]
F

(n)
i1j1···injn(x1, · · · ,xn)∂i1∂j1Φ(xfl + x1) · · · ∂in∂jnΦ(xfl + xn) (2.113)

≃
n∑
k=0

n!

(n− k)!
∂i1∂j1ΦΛ(xfl) · · · ∂ik∂jkΦΛ(xfl)

{[
n∏
i=1

∫
d3xi

]
F

(n)
i1j1···injn(x1, · · ·xn)

× ∂ik+1
∂jk+1

Φs(xfl + xk+1) · · · ∂in∂jnΦs(xfl + xn)

}
,

条件 Λ−1 ≫ R∗意味着，可以在核 F (n)非零的区域内把 ΦΛ(xfl[τ ])近似为常数，从而将因子 ΦΛ(xfl+

xi) 提到积分号外。Sec. 2.10.5将说明，超出这一近似会产生 Sec. 2.6讨论的高阶导数项。此外，不
失一般性地假设核 F

(n)
i1j1···injn 已对指标 ikjk 和相应空间位置 xk 对称化。对含时间导数的项也可作

相同论证。如果把空间导数理解为关于 q 的导数，即拉格朗日导数，则 D/Dτ 与 ∂i 对易。对欧拉
空间导数则并非如此；不过，随流导数中的项 vi∂i 会通过势 Φ 所有实例的空间宗量 xfl(τ) 中出现
的时间依赖抵消。

Eq. (2.113) 花括号中的项对应小尺度涨落的加权积分。于是显然可把 Eq. (2.112) 写为

ng,Λ(x) =
∑
1, OΛ

cO,Λ [∂i∂jΦs, D∂i∂jΦs/Dτ, . . . ]OΛ(x) , (2.114)

其中系数 cO,Λ[∂i∂jΦs, · · · ] 仍是小尺度模 ∂i∂jΦs 的泛函。求和遍历 1 以及由 ∂i∂jΦΛ 及其时间导数
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构造的所有标量算符，即恰好是 Sec. 2.5.1所述集合；其中还有一个与星系平均密度相关的零阶常
数。不过，这里的算符由粗粒化量 ∂i∂jΦΛ 构造，我们用下标 Λ 明确标出这一点。
按照构造，短模在傅里叶空间低 k处没有支撑。具体地，Φs(k) = [1−WΛ(k)]Φ(k)

k→0−→ O(k2Λ2)Φ(k)。
对高斯初始条件，初始条件中的小尺度模 Φ

(1)
s 因而与长波模 Φ

(1)
Λ 独立（见 Fig. 8下图）。在有限时

刻，它们确实会通过后者的引力影响依赖长波模。不过，长波模对小尺度模演化的引力效应，也恰好
由 ∂i∂jΦΛ 及其随流时间导数，即 Eq. (2.114) 求和中出现的算符 OΛ 刻画。例如，考察物质密度场
的拉格朗日演化方程即可证明这一点（[131] 第 4 节）。于是，在任意给定时刻，可以用 Eq. (2.114)
中的长波算符 OΛ 和初始小尺度模 Φ

(1)
s 展开演化后的小尺度统计量及其时间导数。最后重新排列求

和，把系数 cO,Λ 写成初始条件中小尺度模的泛函：

cO,Λ [∂i∂jΦs, D∂i∂jΦs/Dτ, . . . ] → cO,Λ[∂i∂jΦ
(1)
s ] . (2.115)

注意，只有当基包含直到给定微扰阶的小尺度模 Φs 引力演化解中出现的所有算符时，才能自洽地
作这种重排。只有这时，算符基才在重整化下封闭；下文将讨论这一点。在大尺度上，小尺度初始
条件 Φ

(1)
s 彼此不相关，也与粗粒化算符不相关，因此 cO,Λ 对 ∂i∂jΦ

(1)
s 的依赖可完全由随机场 εΛ,O

描述，即完全由单点概率密度函数刻画的场。当然，这只在远大于 Λ−1 的尺度上成立。于是得到

ng,Λ(x) = n0,Λ

[
1 + εΛ(x) +

∑
O

{
cO,Λ + εO,Λ(x)

}
OΛ(x)

]
, (2.116)

其中求和遍历 Sec. 2.5所述算符，而 εO,Λ 是期望值为零的随机场；它们与任何其他粗粒化场（尤其
是 OΛ）不相关，彼此之间也只存在零延迟关联。Eq. (2.116) 中提出了整体因子 n0,Λ，使方括号内
的量无量纲。注意，Eq. (2.114) 中的项 c1,Λ[· · · ] 现在对应于 εΛ。

2.10.4 偏置参数的重整化

可见，Eq. (2.116)中的偏置展开恰好包含 Sec. 2.5所述一般局域偏置展开的算符。不过，Eq. (2.116)
中的所有项现在都依赖粗粒化尺度 Λ，它是计算中任意引入的截断。尽管如此，如果偏置展开已经
纳入直到给定微扰阶的所有必要算符，就应能在不引用非物理平滑尺度 Λ 的情况下描述直到该阶的
ng 统计。重整化的目标是重新排列 Eq. (2.116) 中的求和，把它写成与 Λ 无关的算符乘以与 Λ 无关
的参数之和：

ng(x) = ng

[
1 + [ε] +

∑
O

{
bO + [εO]

}
[O]

]
, (2.117)

其中 [O] 是下文将讨论的重整化算符，bO, [εO] 是物理重整化偏置系数和随机场。显然，Eq. (2.117)
并不唯一，因为算符 [O] 的不同线性组合会给出具有不同偏置参数的等价表达式。不过，任意一个
Eq. (2.117) 形式的完备重整化偏置展开都能与另一个无歧义地联系起来（见C）。下文聚焦于算符
[O] 和偏置 bO，不再进一步考虑随机贡献；它们的重整化可以类比推导。
需要重整化偏置系数的原因是：若使用“裸”偏置展开 Eq. (2.116) 计算 ng 的大尺度统计，会

得到强烈依赖人造粗粒化尺度 Λ 的结果。对 Eq. (2.116) 取系综平均时，这一点已经显现；该平均
应给出观测星系平均密度 ⟨ng,Λ⟩ = ng。得到

ng = ⟨ng,Λ⟩ = n0,Λ

[
1 +

∑
O

cO,Λ⟨OΛ⟩

]
= n0,Λ

[
1 + cδ2,Λ⟨δ2Λ⟩+ cK2,Λ⟨(Kij

Λ )2⟩+ · · ·
]
, (2.118)

这里使用了 ⟨εΛ⟩ = 0 = ⟨εO,Λ⟩，并写出二阶的领先项。因此，这些项重整化了“裸”平均数密度 n0,Λ；
由于它依赖 Λ，物理上没有意义。由这一关系以及 Eq. (2.117) 相应的系综平均，可以推断算符的第
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一个重整化条件：⟨[O]⟩ = 0。以 O = δ2 为例，可定义

[δ2] = δ2Λ − σ2(Λ) + · · · , 其中 σ2(Λ) ≡
〈(

δ
(1)
Λ

)2〉
, (2.119)

省略号表示高阶贡献。显然，最低阶有 ⟨[δ2]⟩ = 0，正如所需。这一平凡重整化也可对所有其他算符
执行。
接着考虑星系–物质互功率谱，这是估计线性偏置 bδ 的最简单方法（Sec. 4.1）。为作说明，在

裸偏置展开中同时纳入领先项和贡献 ∝ δ2Λ：

⟨δg(k)δ(k′)⟩ = cδ,Λ⟨δΛ(k)δ(k′)⟩+ cδ2,Λ⟨(δ2Λ)(k)δ(k′)⟩+ · · · , (2.120)

这里代入了 Eq. (2.116)，点号表示其余二阶项及高阶项。目标是通过下式在极大尺度 k → 0 上识别
偏置 bδ：

⟨δg(k)δ(k′)⟩ k→0
= bδ⟨δ(1)(k)δ(1)(k′)⟩ . (2.121)

对固定 Λ，δΛ 和 δ 在大尺度极限下都渐近趋于线性密度场 δ(1)，因此 Eq. (2.120) 第一项已经表现
出所需行为。也就是说，在这一阶无需重整化 O = δ，有 [δ] = δ（不过这并不意味着 bδ = cδ,Λ，下
文将看到；只有在 Λ → 0 即无限大平滑尺度的极限下，裸偏置参数才渐近趋于重整化参数）。

但事情并未结束。考虑 Eq. (2.120) 中的第二个贡献。注意，(δ2Λ)(k) 在傅里叶空间中涉及卷积；
也就是说，无论 k 多么小，小尺度（高波数）模都会对此项作贡献。在所假设的高斯初始条件下，
⟨(δ2Λ)δ⟩ 的领先贡献出现在微扰论二阶，它通过把 δΛ 的每个实例依次替换为 δ

(2)
Λ 得到（第三种可能

贡献为零）。结果为

⟨(δ2Λ)(k)δ(k′)⟩′
∣∣∣
lo

= 2
〈(
δ
(1)
Λ δ

(2)
Λ

)
(k)δ(1)(k′)

〉′
= 2

∫
p1

∫
p2

∫
p3

(2π)3δD(k − p123)WΛ(p1)WΛ(|p23|)F2(p2,p3)

× ⟨δ(1)(p1)δ
(1)(p2)δ

(1)(p3)δ
(1)(k′)⟩′

=

[
4

∫
p

WΛ(p)WΛ(|p+ k|)F2(p,k)PL(p)

]
PL(k)

p≫k
=

[
4
17

21

∫
p

[WΛ(p)]
2PL(p)

]
PL(k) =

68

21
σ2(Λ)PL(k) , (2.122)

其中 F2 是二阶微扰论核［Eq. (B.13)］。下标“LO”表示相关量的最低阶表达式，即微扰论中最低
的非零阶。最后一行假设大尺度极限 k → 0。由于动量积分的主导贡献来自 p ∼ Λ ≫ k 的模，假设
p ≫ k 是适当的；在此极限下，F2 的角平均为 17/21。因此，二阶裸偏置算符 δ2Λ 在大尺度上产生
与线性偏置项形状完全相同的贡献，即 ∝ PL(k)，但它依赖截断尺度处密度场的方差 σ2(Λ)。这显
然不能令人满意，与 Sec. 2.10.1中三次偏置项的问题十分相似。幸运的是，补救方法很简单：把 δΛ

作为 [δ2] 的抵消项加入，将 Eq. (2.119) 扩展为

[δ2] = δ2Λ − σ2(Λ)

[
1 +

68

21
δΛ

]
+ · · · . (2.123)

随后可对其他裸偏置算符执行同样步骤，确保 Eq. (2.121) 确实成立。
不过，二点函数的大尺度极限 Eq. (2.121) 并非唯一约束。以星系–物质–物质三点函数为例，它

允许在大尺度上测量两个物理重整化二阶偏置 bδ2 , bK2，Sec. 4.1将作详细说明。具体地，三点函数
所需的大尺度极限为

⟨δg(k)δ(k1)δ(k2)⟩
k1,k2→0

= bδ⟨δ(k)δ(k1)δ(k2)⟩lo + bδ2⟨(δ2)(k)δ(k1)δ(k2)⟩lo

+ bK2⟨(Kij)
2(k)δ(k1)δ(k2)⟩lo , (2.124)
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这里下标“LO”仍表示微扰论领先阶表达式。特别注意，该式中没有粗粒化尺度 Λ；在技术上，这
是因为右端不包含任何圈积分。
在裸偏置展开中，Eq. (2.124) 涉及 cδ,Λ⟨δΛ(k)δ(k1)δ(k2)⟩。与二点函数情形相同，它在大尺度

极限下已经渐近趋于 Eq. (2.124) 的领先阶表达式。因此，仍然无需重整化算符 δ。事实上，这在微
扰论所有阶都成立（但只在排除高阶导数算符的局域偏置展开层面），并与 Sec. 2.5的偏置展开无需
纳入 trΠ[n] 有关。另一方面，此时表达式 Eq. (2.123) 不足以重整化 δ2Λ，因为将其代入 Eq. (2.124)
后，会在次领先（NLO，或单圈）阶，即扰动四阶，给出依赖截断的结果。这种情况下，可以加入
(δΛ)

2 和 (Kij
Λ )2 作为抵消项，消除不物理行为。具体地，[197] 推导出

[δ2] = δ2Λ − σ2(Λ)

[
1 +

68

21
δΛ +

24032

6615
δ2Λ +

254

2205
(Kij,Λ)

2

]
. (2.125)

当然，推进到更高微扰阶需要加入更多抵消项，例如 σ2(Λ)δ3Λ，也要加入对低阶抵消项的修正，例如
σ4(Λ)δΛ；每一项都乘以由重整化条件确定的系数。类似地，(Kij

Λ )2 也需要重整化。不过关键在于，
推导大尺度星系统计并不需要这些具体关系：重整化保证领先阶出现的偏置参数总是物理参数。纳
入次领先贡献即圈项时，可以直接舍去被低阶算符抵消项抵消的那些项。它们很容易识别：尺度依
赖与低阶算符的贡献相同，但振幅依赖截断（参见 Eq. (2.122)；Sec. 4.1.4将作说明）。

在这些具体例子之后，可以系统定义重整化算符需要满足的条件。偏置展开中的算符 O 要得到
恰当重整化，一个必要条件是星系密度的所有 N 点自相关和互相关在大尺度上渐近趋于其领先阶表
达式。这一点至关重要，因为它确保同一组物理偏置参数能够描述给定星系样本的所有统计量。实现
这一结果看似艰巨，但许多自相关和互相关是冗余的。由于微扰偏置展开中的所有算符都由 ∂i∂jΦ

(1)

构造，等价地，在傅里叶空间由 (kikj/k
2)δ(1)(k) 构造，所以只需对偏置展开中的每个算符施加下列

重整化条件 [197]：

lim
ki→0

⟨[O](k)δ(1)(k1) · · · δ(1)(kn)⟩ = ⟨O(k)δ(1)(k1) · · · δ(1)(kn)⟩lo , (2.126)

其中 n = 0, 1, 2, ...。n = 0 条件就是 ⟨[O](x)⟩ = 0，这正是 Eq. (2.118) 之后得到的结果。在微扰
论任意阶，这些条件中只有有限个会增加新约束。注意，约束 Eq. (2.126) 足以保证 [O] 在领先阶
作贡献的所有统计量，例如 O = δ2 时的三点函数，在大尺度上趋于领先阶结果。这是因为可以把
Eq. (2.126) 作为基本单元，构造重整化集合中任意算符之间的所有其他自相关和互相关。当 [O] 出
现在圈积分中时，它仍可能在低 k 处产生依赖小尺度模的显著贡献。不过，这些贡献可以展开为 k2

的幂（它们是解析的），因此会被重整化随机场 [ε], [εO] 的抵消项吸收；后者恰好具有相同的大尺度
行为［参见 Eq. (2.88)］。Sec. 4.1.4将在 O = δ2 的情形下遇到这类例子。

一般而言，重整化算符可写成裸算符之和，各裸算符的系数依赖 Λ：

[O] =
∑
O′

ZOO′(Λ)O′ . (2.127)

随后通过匹配展开 Eq. (2.116) 和 Eq. (2.117) 各自的系数，可得裸偏置参数 cO,Λ 与其重整化对应参
数 bO 的关系（另见C）：

bO =
∑
O′

(Z−1)O′O(Λ)cO′,Λ , (2.128)

其中涉及系数矩阵 ZOO′ 之逆的转置。也就是说，要得到重整化偏置 bO 的表达式，需要知道哪些重
整化算符 [O′] 包含 O 作为抵消项。因此，尽管 δ 本身不被重整化，即对任意 O′ ̸= δ 有 ZδO′ = 0，
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bδ 却并非如此，因为 δ 作为许多其他算符的抵消项出现（包括上文所见的 δ2）。实际有 [197]10

bδ = cδ,Λ + σ2(Λ)

[
68

21

(
cδ2,Λ +

2

3
cK2,Λ

)
+ 3cδ3,Λ +

2

3
cδK2,Λ +

32

63
ctd,Λ

]
, (2.129)

其中 ctd,Λ 是乘在 O
(3)
td 前的裸偏置系数。我们将从 Eqs. (2.116)–(2.117) 重新推导这一表达式，并在

Sec. 3.4采用峰–背景分裂方法。
通过 Eq. (2.126) 和 Eq. (2.128) 定义的重整化算符与偏置参数描述大尺度极限下的星系 n 点函

数，因此与实际观测（例如星系红移巡天）尤其相关。不过，也完全可以构造对应其他可观测量的
重整化偏置算符。考虑物理尺度 Rℓ 上平滑暗晕密度场与物质密度场的联合矩 ⟨[δh,ℓ(x)]n[δℓ(x)]m⟩。
正如 Sec. 4.2–4.3将详细说明的，这些矩可用来推导偏置参数，例如通过所谓层级拟设或“散点图”
方法（注意，这些矩不足以无歧义地测量所有偏置系数，并且主要局限于 LIMD 偏置 bδn）。利用这
些测量推断的重整化偏置参数与上文引入的参数并不相同，因为这些矩是相对于特定尺度 Rℓ 和滤
波核 WRℓ(k) 定义的。从矩推断的偏置 bm

O(Rℓ) 与 bO(Rℓ) 类似，是重整化偏置参数，即重整化算符
[O]mℓ 的系数。不过，后者由不同的重整化条件定义，具体为

⟨[O]mℓ ⟩ = 0 且 ⟨[O]mℓ (x)[δ
(1)
ℓ (x)]n⟩ = ⟨O[δℓ, · · · δℓ](x)[δ(1)ℓ (x)]n⟩lo , (2.130)

其中 O[δℓ, · · · δℓ] 表示由平滑密度场构造的算符 O；也就是说，对 O = δn，它代表 O[δℓ, · · · δℓ](x) =
(δℓ(x))

n。另一方面，左端是在取密度场的非线性泛函之后再平滑 O。可以直接验证，[O]mℓ 的抵消
项与 [O] 的抵消项具有相同的截断标度；换言之，[O]mℓ 和 [O] 只相差依赖 Rℓ 的有限修正。bm

O(Rℓ)

与 bO 也相应如此。在微扰论任意给定阶都可推导两组偏置参数之间的关系（Sec. 4.2）。注意，与直
觉不同，当 Rℓ → ∞ 时，bm

O(Rℓ) 与 bO 的有限差异未必消失，因为有限项涉及对线性功率谱的不同
积分。它们依赖功率谱的局域谱指数，后者又会诱导对数式 Rℓ 依赖，见 Sec. 4.2。

2.10.5 高阶导数算符

此前考虑仅限于局域基中的算符。这可追溯到 Eq. (2.113)，其中在卷积核非零的尺度范围内，
把 ∂i∂jΦΛ 近似为常数。这对应泰勒级数的最低阶项：

∂i∂jΦΛ(x1) = ∂i∂jΦΛ(x)+∂i∂j∂kΦΛ(x)(x1−x)k+
1

2
∂i∂j∂k∂lΦΛ(x)(x1−x)k(x1−x)l+· · · , (2.131)

为清楚起见，这里记 x ≡ xfl(τ)。现在可以把这些次领先项纳入 Eq. (2.113)。Eq. (2.113) 的领先修
正为

n∏
i=1

∫
d3xi F

(n)
i1j1···injn(x1, · · · ,xn)∂i1∂j1Φ(x1) · · · ∂in∂jnΦ(xn) = [Eq. (2.113) 的右端]

+
n∑
k=0

n!

(n− k)!
∂l∂m∂i1∂j1ΦΛ(x) · · · ∂ik∂jkΦΛ(x)

n∏
i=1

∫
d3xi (x1 − x)l(x1 − x)m F

(n)
i1j1···injn(x1, · · ·xn)

× ∂ik+1
∂jk+1

Φs(xk+1) · · · ∂in∂jnΦs(xn)

+ · · · . (2.132)

这里仅写出两个导数都作用于 ∂i1∂j1ΦΛ(x1) 的一项；最后一行的省略号代表其他项，其中 ∂l 和 ∂m

分别作用于 ∂ik∂jkΦΛ 的某个实例（不一定是同一个），并与某个 ik, jk 或彼此缩并。原因在于，除长
波模本身诱导的方向外，核 F (n) 和小尺度模 Φs 都没有任何优先方向。出于同一原因，领先高阶导
数修正涉及两次间距因子 (xi − x)(xj − x)。

10注意该文的偏置系数归一化略有不同；在本文记号下，G2 = (Kij)
2 − (2/3)δ2（见C）。



从局域物质密度偏置到一般微扰偏置展开 55

可见，高阶导数项与最低阶项 Eq. (2.113) 具有相同结构，但有两点差异：第一，长波模上多作
用了两个导数；第二，对小尺度模的卷积现在涉及修正后的核

(xi − x)l(xj − x)mF
(n)
i1j1···injn . (2.133)

根据对 F (n) 非零尺度的假设，这个修正核等于 Eq. (2.113) 中的核乘以 R2
∗ 标度因子。由此产生同

样按 R2
∗ 标度的裸偏置参数，它们恰好乘在 Sec. 2.6详细描述的高阶导数算符上。随后可令平滑尺度

Λ → 0，得到按 R2
∗ 标度的重整化高阶导数偏置。这一论证可相应推广到更高阶。
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2.11 小结

本章描述了任意大尺度结构示踪体的一般微扰偏置展开。显然，这一展开虽然定义明确且具有
系统性，却并不简单，而是由一组复杂项构成。因此，在进入后续章节之前，先作简要总结。一般
偏置展开可分为三个组成部分：

• 确定性局域展开，即导数领先阶（Sec. 2.5）：这一系列项形如 bO O，其中 O 是算符，bO 是
相应偏置参数。算符包括密度与潮汐场的幂，以及潮汐场的随流时间导数；欧拉空间和拉格朗
日空间中的汇总分别见 Eq. (2.64) 和 Eq. (2.61)。在每个算符 O 中，对引力势 Φ 的每次出现
都恰有两个空间导数（其中把微分算符 ∂i∂j/∇2 计作净导数阶数为零）。

• 随机贡献（Sec. 2.8）：除领先随机场 ε 外，偏置展开中的每个算符 O 都有一个相应的附加随
机场 εO。这可以解释为确定性偏置参数 bO 的“散布”。

• 高阶导数项（Sec. 2.6）：对局域偏置展开中的每个算符 O，都存在 b∇2O∇2O 等高阶空间导
数项（以及其他项；精确列表见 Sec. 2.6）。在物理上，这些项计入星系形成并非完全局域这一
事实。它们的偏置系数以长度的某次幂为单位，例如 b∇2O 的单位为 Mpc2。决定这些系数数
值的长度尺度，是星系形成的物理“非局域尺度”R∗；在与 R∗ 同阶的尺度上，这些项不受抑
制，任何星系偏置的微扰描述都必然失效。注意，随机场也有相应的高阶导数贡献，它们有效
刻画随机场预计在尺度 R∗ 上相关这一事实（例子见 Sec. 2.8）。

另一个重要结果涉及星系速度场与物质速度之间的关系（速度偏置，Sec. 2.7）：速度偏置必定是高
阶导数效应。也就是说，在扰动和导数最低阶可以写为

vg = v + β∇2v∇2v + εv(x, τ) , (2.134)

其中 β∇2v ∼ R2
∗ 与星系形成的非局域尺度有关（∝ ∇δ 等其他可能项在线性阶与 ∇2v 等价），εv 是

随机速度贡献，其大尺度功率谱按 k2 标度（Sec. 2.8）。
上述各节给出了在任意所需阶数写下一般偏置展开的全部要素。具体地，一般星系样本直到三

阶的完整偏置展开汇总为

δg = b1[δ] + b∇2δ[∇2δ] + [ε]

+
1

2
b2
[
δ2
]
+ bK2

[
(Kij)

2
]
+
[
εδδ
]

+
1

6
b3
[
δ3
]
+ bδK2

[
δ(Kij)

2
]
+ bK3

[
(Kij)

3
]
+ btd

[
O

(3)
td
]
+
[
εδ2δ

2
]
+
[
εK2(Kij)

2
]

+O(δ4) +O
[
R2

∗∇2(δ2), R4
∗∇4δ

]
. (2.135)

方括号表示 Sec. 2.10.4定义的重整化算符。如最后一行所示，这里忽略的项或者属于微扰论四阶，或
者涉及非线性算符的更高阶导数，或者含四次空间导数（所有这些也都包括随机贡献）。注意，应保
留的高阶导数项数量取决于尺度 R∗（回忆 b∇2δ ∝ R2

∗）。这里假设 R∗ 与物质密度场变为非线性的尺
度同阶；此时把扰动推进到三阶时，只保留领先高阶导数项 b∇2δ∇2δ 便已足够（见 Sec. 4.1.4）。在
这种情况下，Eq. (2.134) 也给出了该阶星系速度的完整关系。实际分析星系样本时，应尽可能纳入
数据能够限制的高阶导数项（见 [128] 的讨论）。

Sec. 4将说明 Eq. (2.135) 如何预言星系（或暗晕）统计量。取决于所选具体统计量，通常只有
一般偏置展开中的一部分项在给定阶作贡献。不过在此之前，下一章（Sec. 3）将讨论 Eq. (2.135)
中若干偏置参数的物理解释，即星系数密度对长波扰动的响应；这一论证在历史上称为“峰–背景分
裂”。
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3 峰–背景分裂：严格形式体系及近似

本章目录
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上一章已经推导出，为描述一般的大尺度结构示踪体，在微扰偏置展开的任意给定阶需要纳入
哪些偏置参数。现在转向物理论证；利用这些论证，可以推导偏置参数的实际取值，以及它们之间
的层级和关系。我们先讨论适用于星系等一般示踪体的物理论证，随后再作主要适用于暗物质暗晕
的简化假设。为此，我们将在比通常理解更一般的意义下使用峰–背景分裂（PBS）方法；它将为从
星系相关函数测得的偏置参数，即重整化偏置参数，给出定义明确的物理解释。
将密度场分解为具有大相干长度的低振幅信号 δℓ（背景）与具有小相干长度的高振幅含噪分量

δs = δ− δℓ（峰）之和，这一做法最早由 [12] 引入，而“峰–背景分裂”一词则由 [13] 提出。PBS 的
基本表述是：在暗晕和星系形成问题中，长波密度扰动的作用等同于对背景密度作局域修正，因为
在示踪体形成所涉及的空间尺度上，可以把它视为常数；该尺度就是 Sec. 2.5引入的 R∗。我们测量
相关性的尺度上的长波扰动，与直接参与示踪体形成的小尺度扰动之间的这种尺度分离，恰好就是
Sec. 2.5.1推导一般偏置展开时使用的物理论证。

PBS 论证最初是针对长波密度扰动提出的，因而当时只能推导 LIMD 参数 bN（例如 [12, 14–
16, 110]）。不过，对其他偏置项也可以作类似论证：

• 相对于潮汐场的偏置（见 Sec. 5.9）；

• ∇2δ 或 (∇δ)2 等高阶导数算符（见 Sec. 6.6.1）；

• 原初非高斯性诱导的偏置贡献（见 Sec. 7）。

本章其余部分将聚焦于相对于密度各次幂的偏置 bN。
自 [12]首次提出之后，长波模与短波模尺度分离的物理论证逐渐与游走集（Sec. 5）和峰（Sec. 6）

等理论方法联系起来；这些方法都是解析上可处理的大尺度结构玩具模型。不过，正如 Sec. 3.1–3.2所
述，PBS 论证并非这些模型所特有，而且实际上是精确的。也就是说，只要定义恰当，PBS 就能预
言暗晕和星系的精确偏置参数。Sec. 3.2给出精确实现 PBS 的一个例子，Sec. 4.4则将在后文介绍用
N 体模拟实现这一方法所得的结果。Sec. 3.3将专门考虑示踪体服从所谓普适质量函数的情形，由此
得到通常称为“峰–背景分裂偏置”的著名表达式。

3.1 作为响应的偏置参数

在 Sec. 2中，我们得到如下形式的星系数密度扰动偏置展开：

δg(x, τ) =
∑
O

bO(τ)[O](x, τ) , (3.1)

这里忽略了随机项，因为它们在本章不起作用。正如 Sec. 2.10所述，具有物理意义且可测量的偏置，
其实是重整化算符 [O] 的系数。Sec. 3.1–3.3只讨论重整化偏置参数 bO；Sec. 3.4将给出它们与裸偏
置参数及重整化之间一个有趣的联系。
现在要问的是：Eq. (3.1)中偏置系数的物理解释是什么？我们聚焦于算符 δN 的系数 bN ≡ N ! bδN

［在欧拉基 Eq. (2.64) 中，它对应
(
trΠ[1]

)N］。考虑一个大区域，其尺度远大于所考察星系样本的非
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局域尺度 R∗；在任意给定时刻，该区域由平均分数超密度 ∆ 刻画。按照峰–背景分裂论证，该区域
内物理星系密度 ng 的期望值，等于一个虚构 FRW时空中示踪体的平均丰度；这个时空的物理背景
密度被修正为

ϱ̃m = (1 +∆) ϱm , (3.2)

其中 ϱm 是基准背景密度。Sec. 3.2将进一步说明这个“虚构时空”究竟是什么。Eq. (3.2) 等价于在
物质密度中加入均匀分量 ϱm∆。于是，对该区域内密度为 ϱm(x) = ϱm[1 + δ(x)] 的给定位置（这里
δ 不必很小），物质密度变为

ϱm(x) → ϱm(x) + ϱm∆ = ϱm(1 + δ(x) + ∆) , 即 δ(x) → δ(x) + ∆ . (3.3)

也就是说，我们把所有密度扰动统一平移 ∆。注意，这里是在各处加入固定大小的均匀物质密度，而
不是用 1 + ∆ 重标度局域物质密度 ϱm；后者还会放大涨落 δ。
现在严格定义峰–背景分裂偏置参数 bN（N ≥ 1）：它是星系平均物理数密度 ng 对 ∆ 的导数，

bN ≡ 1

ng|∆=0

∂Nng|∆
∂∆N

∣∣∣
∆=0

. (3.4)

利用 Eq. (3.2)，还可写成

bN =
ϱNm
ng

∂Nng
∂ϱ̃Nm

∣∣∣
ϱm

, (3.5)

其中导数在 ϱm 的基准值处计算。这些关系表明，若能在固定时刻 t 预言星系丰度随修正后背景密
度 ϱ̃m 的变化，就能预言 LIMD 偏置参数 bN。下一节将详细讨论这一偏置测量方法，尤其是它对暗
物质暗晕的应用；在计算过程中，我们也会澄清变换 Eq. (3.3) 的物理含义。

3.2 PBS 的精确实现：分离宇宙方法

首先更仔细地定义变换 Eqs. (3.2)–(3.3) 的含义。FRW 背景上的均匀绝热密度扰动，等价于另
一个具有曲率的 FRW 背景；这一点最早由 [186] 证明（本章仍假设高斯初始条件）。这一思想通
常称为“独立宇宙”方法。此后，它被用于许多计算和 N 体模拟：最初只处理扰动 ∆ 的线性阶
[95, 187–189, 208–213]，最近则推广到完全非线性阶 [185, 214]。下面的简要介绍遵循 [214] 的表述，
并始终假设 ΛCDM 宇宙学。

考虑 Eq. (3.3) 中的长波超密度 ∆(t)；那里已将它与小尺度扰动 δ 区分开。下文允许 ∆ 完全非
线性；正如 [185] 所强调的，独立宇宙方法并不限于密度扰动的线性阶。此外，t 始终表示共动观测
者的固有时。我们把超密度 ∆ 吸收到修正后宇宙学的物理背景物质密度 ϱ̃m(t) 中：

ϱm(t) [1 + ∆(t)] = ϱ̃m(t) . (3.6)

这样，不再把含超密度 ∆ 的区域嵌入基准背景宇宙，而是把它视为具有不同宇宙学参数的独立宇
宙。现在推导这一修正宇宙学的参数与 ∆ 的关系；具体采用线性外推到今天的超密度

∆
(1)
0 ≡ ∆(ti)

D(t0)

D(ti)
, (3.7)

其中 D 是基准宇宙学的线性增长函数，t0 表示今天，ti 是 ∆(ti) 仍然很小的早期时刻。我们同样不
假设 ∆

(1)
0 很小，不过大多数实际应用会选择 |∆(1)

0 | ≲ 1。
用标准宇宙学参数表示，即 ϱm(a = 1) = ρm = Ωm0

3H2
0

8πG
和 H0 = 100h km s−1Mpc−1，Eq. (3.6)

变为

Ωm0h
2

a3(t)
[1 + ∆(t)] =

Ω̃m0h̃
2

ã3(t)
, (3.8)
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其中波浪号表示修正宇宙学中的物理量。对基准宇宙学，我们采用尺度因子的标准约定 a(t0) = 1。
相比之下，对修正宇宙学，选择满足 limt→0 ã(t)/a(t) = 1 的归一化更为方便。由于 ∆(t → 0) = 0，
这些约定给出

Ωm0h
2 = Ω̃m0h̃

2 , ΩΛ0h
2 = Ω̃Λ0h̃

2 . (3.9)

注意，这一关系意味着，分别用各自尺度因子定义的共动物质密度相同：ρ̃m ≡ ã3ϱ̃m = ρm。通过
ã(t) = [1 + δa(t)]a(t) 引入 δa(t)，由 Eq. (3.6) 得到

1 + ∆(t) = [1 + δa(t)]
−3 . (3.10)

这正是质量守恒的表述。为简单起见，假设基准宇宙学平坦，则 a(t) 的弗里德曼方程为

H2(t) =

(
ȧ

a

)2

=
8πG

3
ϱm(t) +

1

3
Λ , (3.11)

其中 Λ 表示宇宙学常数。对 ã(t)，相同方程还需纳入曲率 K̃ 并修正物质密度：

H̃2(t) =

( ˙̃a

ã

)2

=
8πG

3
ϱ̃m(t) +

1

3
Λ− K̃

ã2(t)
. (3.12)

将 Eqs. (3.11)–(3.12) 与相应的第二弗里德曼方程联立即可得到 ∆ 的演化方程：

∆̈ + 2H∆̇− 4

3

∆̇2

1 + ∆
= 4πGϱm (1 + ∆)∆ . (3.13)

把该方程关于 ∆ 线性化，就恢复线性增长因子的方程（Eq. (B.9) 以 τ 而非 t 为时间变量给出）。超
出线性阶后，Eq. (3.13) 恰好是 ΛCDM 宇宙中球形 top-hat 扰动内部密度的方程（见 Sec. 5.2.1和
[215] 的附录 A）。Eq. (3.11) 与 Eq. (3.12) 之差给出曲率 K̃ 的关系。可以验证，K̃ 守恒 [214]；这是
Eq. (3.12) 描述物理 FRW 解的必要条件 [185]。
还可以把独立宇宙图景推广到用暗能量组分取代宇宙学常数的情形。此时还必须考虑暗能量扰

动，并且只有在暗能量组分的声学视界之外曲率才守恒。最近，[216] 把独立宇宙方法推广为可有效
纳入压强和各向异性应力扰动，不过严格来说，这只在追踪重子和 CDM等非相对论流体的演化时成
立。Sec. 8.3将回到这一问题；在 Sec. 3其余部分，我们假设位于所有流体组分的声学视界之外。此时
可以在早期时刻 ti计算曲率；在那里扰动 δa无穷小，宇宙处于物质主导时期。于是H2 = H2

0Ωm0a
−3、

δ̇a = Hδa 且 δa = −∆/3，由此可推导

K̃
H2

0

=
5

3

Ωm0

a(ti)
∆(ti) . (3.14)

或者，采用归一化为 Dmd(ti) = a(ti) 的线性增长因子 Dmd，可写成

K̃
H2

0

=
5

3

Ωm0

Dmd(t0)
∆

(1)
0 . (3.15)

这样便恢复了 Sec. 2.9［Eq. (2.97)］所给同步共动规范中曲率与物质密度的关系。现在推导修正宇
宙学的参数。它们由 ã(t̃0) = 1 时刻 t̃0 的弗里德曼方程定义。通过 H̃(t̃0) = H0[1 + δH ] 定义哈勃参
数的分数扰动 δH，并使用 Eq. (3.9)，得到

Ω̃m0 = Ωm0[1 + δH ]
−2; Ω̃Λ0 = ΩΛ0[1 + δH ]

−2 . (3.16)

最后，为推导 δH，可利用 t̃0 时刻的弗里德曼方程；对平坦基准宇宙学，它给出

Ω̃K0 = − K̃
H̃2

0

= 1− Ω̃m0 − Ω̃Λ0 = 1− (1 + δH)
−2 . (3.17)
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由于 K̃ 已由 Eq. (3.15) 给出，可用这一关系解得 δH：

δH =

(
1− K̃

H2
0

)1/2

− 1 . (3.18)

因此，当 K̃ < 0，即区域欠密（∆
(1)
0 < 0）时，有 δH > 0。若 K̃/H2

0 ≥ 1，等价地 ∆
(1)
0 ≥

3Dmd(t0)/(5Ωm0)，则不存在解。这是因为在如此大的正曲率下，宇宙会在 ã = 1 或更早时达到
转向点。这并非物理问题，只是无法用标准约定参数化这种宇宙学。无论如何，实际应用中较小的
∆

(1)
0 已经足够。
利用这些关系，可以直接开展实现 Eqs. (3.2)–(3.3) 中均匀密度扰动的 N 体模拟。除背景 ã(t)

中线性增长因子的修正外，用于生成初始条件的功率谱在形状和振幅上都不改变。余下的一个细节
是，我们希望在固定物理时刻 tout 输出数据，而 N 体程序通常通过尺度因子 a(tout) = aout 指定
这一时刻。因此需要确定修正宇宙学中相应的尺度因子 ã(tout) = aout [1 + δa(tout)]；对任意给定的
∆

(1)
0 ，这都可容易地数值求得。
现在可以给出一个可操作流程，为任何能够模拟其形成过程的示踪体推导精确 PBS偏置 Eq. (3.4)：

采用上述方案，用不同参数实现多个 ∆(t)，把具有足够体积、能容纳所研究示踪体统计样本的模拟
演化到给定固定固有时 t。由此可以测量 ng(t,∆(t))。示踪体的欧拉 LIMD 偏置就是其物理密度 ng
对 ∆ 的导数：

bEN (t) = N ! bEδN (t) =
1

ng(t, 0)
∂Nng(t,∆(t))

∂[∆(t)]N

∣∣∣∣
∆=0

, (3.19)

这正对应 Eq. (3.4) 的严格定义。注意，若要推导从 b2 开始的高阶偏置，必须非线性地实现独立宇
宙重标度；也就是说，实现过程必须正确计入长波模的非线性演化。
现在专门考虑最常见的固定质量暗物质暗晕情形。定义 nh(M, t) 为每个对数质量区间内暗晕

的平均共动数密度。由于共动密度与物理密度满足 nh = a3nh，相应地在修正宇宙学中有 nh(∆) =

ã3nh(∆)，所以 nh(∆)/nh(0)−1是长波密度扰动 ∆诱导的暗晕分数拉格朗日超密度［见 Eq. (3.10)］。
于是，暗晕的拉格朗日 LIMD 偏置 bLN 是 nh(M, t) 对 ∆

(1)
0 的导数，即

bLN (M, t) = N ! bLδN (M, t) =
1

nh(M, t, 0)

∂Nnh(M, t,∆(t))

∂[∆
(1)
0 ]N

∣∣∣∣∣
∆

(1)
0 =0

. (3.20)

由于这里考虑纯密度扰动，即不诱导真正潮汐场（Kij = 0）的球对称长波扰动，bLN 与欧拉 LIMD
偏置 bEN 之间的映射恰好由 Sec. 2.1，特别是 Eq. (2.16) 所述映射给出。需要强调的是，在独立宇宙
模拟中必须相对于基准宇宙学中固定的物理密度判据识别暗晕；特别地，传给暗晕识别器的超密度
或连接长度（见D）必须作相应调整。Sec. 4.4将讨论这些测量结果。

3.3 普适质量函数的 PBS 偏置

严格定义峰–背景分裂偏置之后，现在介绍一个可以解析计算 Eq. (3.20) 的著名情形。受游走集
论证（将在 Sec. 5介绍）启发，暗晕质量函数，即每个对数质量区间内暗物质暗晕的平均共动数密
度，通常参数化为

nh(M) ≡ ∂2N̄h

∂V ∂ lnM =
ρm
M
νc(M) f [νc(M)] J(M) (3.21)

νc(M) ≡ δcr

σ(M)
; J(M) ≡

∣∣∣∣d lnσ(M)

d lnM

∣∣∣∣ = d ln νc(M)

d lnM , (3.22)

其中，σ(M) ≡ σ[R(M)] 是在拉格朗日半径 R 上平滑后的线性物质密度场方差；R 与质量 M 通过
M = (4π/3)ρmR

3(M) 联系。δcr 是线性外推的初始球形超密度，它会在计算 Eq. (3.21) 的时刻坍缩
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（见 Sec. 5.2.1）。与尺度无关的坍缩阈值 δcr 可以推广为依赖质量的势垒 B(M)；Sec. 5.9将讨论不同
的势垒选择。所谓重数函数 f(νc) 一般是 νc 的任意函数。最后，引入雅可比行列式 J 是为了把方
差 σ(M) 的区间转换为质量区间。

Eq. (3.21)称为“普适质量函数”，最早由 [217]引入。更一般地，具有纯幂律物质功率谱 PL(k) ∝
kn 的 EdS 宇宙满足标度对称性（例如 [218]）。此时，作为 M 和 z 函数的暗晕质量函数可以精确写
成 Eq. (3.21) 的形式，因为 νc 在标度对称性下不变，且物质密度的所有矩都与 σ(M) 直接成正比
[16]。标准 ΛCDM 宇宙学的线性物质功率谱在一定尺度范围内可较好地近似为幂律，因而近似满足
标度对称性；这是 Eq. (3.21) 在 ΛCDM 中相当准确的主要原因之一。事实上，这一近似对称性可
用于把模拟从一种宇宙学重标度到另一种 [219]。不过，要精确估计暗晕偏置，就必须计入 ΛCDM
相对于幂律 EdS 宇宙的偏离。
为通过 Eq. (3.20) 推导偏置参数，需要知道宇宙背景密度按 Eq. (3.2) 改变时 nh 如何变化。由

于共动密度 ρ̃m ≡ ã3ϱ̃m 不变［见 Eq. (3.8) 后的讨论］，LIMD 偏置唯一非平凡的贡献来自势垒对背
景密度变化的响应。11[15] 指出，在长波密度扰动 ∆

(1)
0 下，坍缩阈值平移为

δcr → δcr −∆
(1)
0 (t0) . (3.23)

现在在 Sec. 3.2所述精确独立宇宙图景下推导这一关系为何以及何时成立。阈值 δcr 定义为在给定
固有时 t0 坍缩区域的线性外推初始密度反差。广义相对论无特征尺度，因此除非物质组分中存在额
外尺度，例如某个流体组分的声学视界（这里忽略），否则这一阈值与扰动的大小及其包围质量无
关。在 EdS 宇宙中，今日线性分数超密度为 δcr ≈ 1.686 的球形扰动在 a = 1 时坍缩（这一数值见
Sec. 5.2.1的推导）。相同论证也适用于更一般的膨胀历史，只是 δcr 取其他数值（例如 [220]）。由
Birkhoff 定理，球形扰动的演化与外部宇宙无关；因此在背景密度按 Eq. (3.2) 修正的宇宙中，具有
相同物理密度 ϱcr ≡ ϱm(1 + δcr) 的扰动仍在同一固有时坍缩。

现在推导这对显著度 νc = δcr/σ(M) = (ϱcr − ϱm)/δϱRMS 意味着什么。在给定均方根涨落振幅
δϱRMS = σ(M)ϱm 时，该量刻画线性外推的初始密度场中超过物理密度阈值 ϱcr 的涨落有多稀有。
按照 Sec. 3.2的讨论，在线性密度场中加入均匀物质密度分量 ∆

(1)
0 ϱm，则临界超密度变为

ϱcr − ϱ̃m = (1 + δcr)ϱm − (1 + ∆
(1)
0 )ϱm = (δcr −∆

(1)
0 )ϱm . (3.24)

因此，显著度被修正为

ν̃c =
ϱcr − ϱ̃m
σ(M)ϱm

=
δcr −∆

(1)
0

σ(M)
. (3.25)

所以，对 Eq. (3.21) 形式的质量函数，改变背景密度等价于作 δcr → δcr −∆
(1)
0 。把 Eq. (3.20) 应用

于 Eq. (3.21)，立即得到

bLN (M) =
(−1)N

[σ(M)]N
1

νcf(νc)

dN [νcf(νc)]

dνNc
. (3.26)

这就是广为人知的峰–背景分裂拉格朗日偏置参数表达式；它实际上是 Eq. (3.20) 的特例。此外，只
要其他变量与 δcr 无关，即使 f(νc) 由对其他变量（例如峰曲率）的积分给出，Eq. (3.26) 仍然成立
[100, 152, 221]。具体而言，若 f(νc) 依赖谱矩之比，例如 σ1(M)/σ(M)，结果仍然有效，因为长波
密度扰动不会改变这些比值。人们已广泛利用 Eq. (3.26) 从重数函数的解析方案计算拉格朗日和欧
拉 LIMD 偏置参数；仅举数例可见 [14–16]。Sec. 5和 Sec. 6将回顾其中一些方案。
这类计算中最著名的或许是从 Press–Schechter（PS，[217]）和 Sheth–Tormen（ST，[16]）质量函

数推导 LIMD偏置参数。Press–Schechter重数函数可从简单物理假设出发解析推导（见 Sec. 5.2.2），
11注意，这里研究的是无限波长扰动，因此它不贡献于方差 σ(M)；有限波长扰动的效应由高阶导数偏置刻画。
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其形式为

νcfPS(νc) =

√
2

π
νce

−ν2
c/2 . (3.27)

把 Eq. (3.26) 应用于此，立即得到线性和二阶拉格朗日 LIMD 偏置参数：

(bL1 )PS =
ν2c − 1

δcr

(bL2 )PS =
ν2c
δ2cr

(
ν2c − 3

)
. (3.28)

Sec. 5.6.2将用游走集形式体系重新推导这些著名结果。现在通过 Eq. (2.16) 把它们映射为欧拉偏置，
得到

(bE1 )PS = 1 +
ν2c − 1

δcr

(bE2 )PS =
8

21

(
ν2c − 1

δcr

)
+
ν2c
δ2cr

(
ν2c − 3

)
. (3.29)

然而，Press–Schechter质量函数与 N 体模拟中的暗晕丰度符合得并不好，这从 Fig. 9左图可以清楚
看出。将模拟暗晕的线性偏置参数 bE1 与 Eq. (3.29)比较时也是如此（Fig. 9右图）。[222]提出，这一偏
差主要来自 Press–Schechter模型的局限，而非峰–背景分裂论证本身。随后 Sheth和 Tormen [16]推
导了重数函数的经验表达式；后来证明，其函数形式正是某种椭球坍缩模型所预期的形式（[223, 224]；
见 Sec. 5.9）：

νcfST(νc) =

√
2

π

[
1 +

1

2p
√
π
Γ

(
1

2
− p

)]−1 [
1 + (qν2c )

−p]√q νce−qν2
c/2 , (3.30)

其中 p = 0.3 和 q = 0.707 通过拟合测得的暗晕质量函数确定。因此，这些参数通常依赖模拟分析
采用的暗晕精确定义；常用暗晕识别算法见D。PS 质量函数对应 Eq. (3.30) 中 p = 0、q = 1 的特
例。注意，Eq. (3.30) 已归一化为满足约束

∫
Mnhd lnM = ρm［Eq. (3.27) 亦如此］。对重数函数

Eq. (3.30) 采用与 PS 质量函数相同的步骤，即 Eq. (3.26) 和 Eq. (2.16)，推得欧拉 PBS 偏置参数
bE1 和 bE2：

(bE1 )ST = 1 +
qν2c − 1

δcr
+

2p/δcr

1 + (qν2c )
p

(3.31)

(bE2 )ST =
8

21

(
qν2c − 1

δcr
+

2p/δcr

1 + (qν2)p

)
+
qν2c
δ2cr

(
qν2c − 3

)
(3.32)

+
2p

δ2cr

(
−1 + 2p+ 2qν2c

) 1

1 + (qν2c )
p
.

[16] 发现，与 Press–Schechter 预言相比，Eqs. (3.30)–(3.31) 能更好地拟合暗晕质量函数和线性偏
置。Fig. 9给出在红移 zobs = 0、1、2 和 4 识别的暗晕的重数函数 νcf(νc)（左图）和重标度后的线
性拉格朗日偏置 bL1（右图）。显然，Sheth–Tormen质量函数在所有质量和红移上都更好地拟合数据，
基于该质量函数的 PBS 偏置预言亦然。正如 [16] 所强调的，这说明通过峰–背景分裂，知道质量函
数也就意味着知道成团性质。

[226, 227] 进一步量化了 Eq. (3.26) 的精度；他们经验标定了模拟中识别出的暗晕的重数函数，
并发现通过 Eq. (3.26) 从该重数函数推导的偏置参数精度为 10–20%。按照本节的讨论，这一有限
精度来自普适质量函数方案［Eq. (3.21)］的局限，而非峰–背景分裂论证本身；后者在严格定义时
是精确的。

Eq. (3.26) 基于与质量无关的临界密度或势垒 δcr。可以把它推广为一般势垒 B(M)，使 νc ≡
B(M)/σ(M)；这样旨在刻画其他物理效应，例如椭球坍缩，以及小尺度初始条件具体实现所引起的
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图 9: 利用 FoF 暗晕识别器在输出红移 zobs = 0（实三角）、1（空方块）、2（实圆）和 4（空圆）识别
的暗晕的重数函数 f(ν) ≡ νcf(νc)（左图），以及重标度后的线性拉格朗日 LIMD 偏置 b(ν)− 1 ≡ bL1

（右图）。注意，在本文记号下 ν ≡ (νc)
2。暗晕偏置由暗晕功率谱测量（Sec. 4.1）。bL1 按坐标轴标签

所示作了重标度，以说明对普适质量函数而言，PBS偏置参数对宇宙学的依赖只通过 νc 进入。实线
（红色，标作“GIF”）表示 Sheth–Tormen质量函数预言的关系［分别为 Eq. (3.30)和 Eq. (3.31)］，点
线（蓝色，标作“PS”）表示 Press–Schechter质量函数给出的关系［分别为 Eq. (3.27)和 Eq. (3.29)］。
最后，点划线（绿色，标作“Zel”）是 Zel’dovich 近似中的质量函数 [225]。From [16].

散布（见 Sec. 5.9）。现在可以假设 Eq. (3.25) 对一般势垒也类似成立，从而得到

ν̃c =
B(M)−∆

(1)
0

σ(M)
. (3.33)

于是，即使势垒依赖质量，Eq. (3.26)仍然有效。下面总结 Eq. (3.21)和 Eq. (3.26)中的两个假设：（i）
暗晕丰度对物质功率谱振幅的依赖只通过单个矩 σ(M) 进入；（ii）长波密度扰动的存在不改变势垒
B(M)，因此可以从质量函数推导偏置参数。Birkhoff 定理保证第二个假设对球对称设定成立。然而
真实暗晕并非球对称，潮汐场也不可忽略，因此第二个假设只是近似。
注意，对一般势垒，我们有两个自由函数：f(νc) 和 B(M)。例如，可以由质量函数 nh(M) 和

线性偏置 b1(M) 估计它们。此时可以精确匹配 b1(M) 的测量，PBS 偏置只在 N = 2, 3, · · · 的 bN

上具有预言性。Sec. 4.4将详细讨论与 N 体模拟的比较。
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3.4 重整化偏置与 PBS*

现在把作为变换 Eq. (3.3) 响应而定义的 PBS 偏置参数，与 Sec. 2.10定义的重整化偏置参数联
系起来。从以粗粒化场 δΛ,Kij,Λ, ... 表示的展开 Eq. (2.118) 出发，可以形式上求得背景密度修正为
ϱ̃m = (1 +∆)ϱm 的宇宙中的星系平均数密度 ng = ⟨ng⟩。为此，假设粗粒化尺度 Λ−1 足够大，使次
领先阶（NLO，单圈）微扰论适用。作这一假设只是为了联系裸偏置参数与重整化偏置参数之间的
微扰关系。把 Eq. (2.118) 展开到三阶并保留依赖 ∆ 的项，得到

⟨ng⟩|∆ = n0,Λ

[
1 + cδ,Λ⟨δΛ⟩∆ + cδ2,Λ⟨δ2Λ⟩∆ + cK2,Λ⟨(Kij,Λ)

2⟩∆ + cδ3,Λ⟨δ3Λ⟩∆ + cδK2,Λ⟨δΛ(Kij,Λ)
2⟩∆

+ ctd,Λ⟨Otd,Λ⟩∆ + · · ·
]
. (3.34)

注意，当 ∆存在时，超密度的期望值 ⟨δΛ⟩∆ 不再为零。这里 n0,Λ 和 cO,Λ 都指在背景密度为 ρm，即
∆ = 0 的宇宙中定义的量。现在围绕 ∆ = 0 把该表达式展开到 ∆ 的线性阶。右端各期望值很容易
在三阶微扰论中计算。对线性项，显然有 ⟨δΛ⟩∆ = ∆。对三次项，也可直接代入 δΛ → δΛ +∆，得到

⟨δ3Λ⟩∆ = ⟨δ3Λ⟩+ 3⟨δ2Λ⟩∆+O(∆2)

⟨δΛ(Kij,Λ)
2⟩∆ = ⟨δΛ(Kij,Λ)

2⟩+ ⟨(Kij,Λ)
2⟩∆+O(∆2)

⟨Otd,Λ⟩∆ =
16

21
⟨(Kij,Λ)

2⟩∆+O(∆2) , (3.35)

不带下标的期望值表示基准宇宙学（∆ = 0）中的期望值，并且 ⟨(Kij,Λ)
2⟩ = (2/3)⟨δ2Λ⟩。最后一行

可由 Otd 的定义 Eq. (2.50) 得到：把 δΛ(x) 替换为 δΛ(x) + ∆ 后，Dij [(δΛ)
2 − 3/2(Kij,Λ)

2] 变为
Dij [(δΛ)

2 − 3/2(Kij,Λ)
2] + 2(Kij,Λ + δΛδij/3)∆。

为推导二次算符的真空期望值 ⟨δ2Λ⟩∆, ⟨(Kij,Λ)
2⟩∆，需要计入长波模存在时小尺度功率谱振幅的

变化。可以在二阶微扰论中直接计算这一变化：或者使用 Eq. (B.14)，取领先阶双谱的角平均挤压
极限；或者计算修正背景宇宙学（Sec. 3.2）中的增长因子 [228]。这些计算都会得到

⟨δ2Λ⟩∆ = ⟨δ2Λ⟩
(
1 +

68

21
∆

)
+O(∆2) 且 ⟨K2

ij,Λ⟩∆ = ⟨K2
ij,Λ⟩

(
1 +

68

21
∆

)
+O(∆2) . (3.36)

综合以上结果，得到

⟨ng⟩|∆ = ⟨ng⟩
[
1 + cδ,Λ∆+∆σ2(Λ)

{
68

21

(
cδ2,Λ +

2

3
cK2,Λ

)
+ 3cδ3,Λ +

2

3
cδK2,Λ +

32

63
ctd,Λ

}
+O(∆2)

]
,

(3.37)
其中 σ2(Λ) ≡ ⟨δ2Λ⟩，并已把与 ∆ 无关的项吸收到 ⟨ng⟩ 中；这在当前计算阶数上是自洽的。

按照 Eq. (3.4)，现在把 PBS偏置参数 bN（N ≥ 1）严格定义为 ⟨ng⟩对 ∆的导数。对 Eq. (3.37)
求导，立刻可见由 Eq. (3.4) 定义的 b1 为

b1 = cδ,Λ + σ2(Λ)

{
68

21

(
cδ2,Λ +

2

3
cK2,Λ

)
+ 3cδ3,Λ +

2

3
cδK2,Λ +

32

63
ctd,Λ

}
. (3.38)

这与上一章 Eq. (2.129) 给出的重整化偏置参数完全一致。因此，在 Eq. (3.4) 意义下理解的峰–背景
分裂偏置参数，恰好就是描述示踪体大尺度相关性的重整化偏置系数 [79, 100]。这一证明可以直接
推广到 b2, b3, · · ·；此时需要 δ、Kij 等量的更高阶微扰解。忽略引力演化并完全在拉格朗日空间中
进行重整化时，[100] 证明这一结果对所有阶、所有偏置参数 bN 都成立。此外，同一组重整化偏置

* 本节技术性较强，并非理解综述其余部分所必需。
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既描述示踪体的自相关与互相关，也描述双谱等更高 N 点函数；下一章 Sec. 4将详细讨论这一点。
这由 Sec. 2.10施加的重整化条件保证。
值得再次强调 PBS 偏置参数 bN 与裸参数 cδN ,Λ 的差别：bN 刻画示踪体宇宙平均丰度对宇宙

背景密度变化的响应，特别是它们不涉及尺度 Λ。另一方面，cδN ,Λ 刻画大小为 Λ−1 的区域内，示
踪体丰度对该区域平均密度 δΛ 变化的平均响应，并在 δΛ = 0 处取值；因此它们必然依赖截断，即
滤波核 WΛ 和尺度 Λ−1。重整化之后，为计算 LIMD 偏置参数 bN，我们只需预言 ⟨ng⟩ 如何随背景
密度 ϱm 变化。还要注意，bN 与 [113] 定义的重求和偏置传播子密切相关［见该文式（83）–（84）］，
而裸偏置参数 cn 对应裸传播子［该文式（1）–（2）］。
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4 星系与暗晕偏置的测量
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4.5.2 星系偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
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在介绍了偏置展开的一般框架（Sec. 2）以及峰–背景分裂论证赋予偏置参数的物理解释（Sec. 3）
之后，现在转向偏置参数与成团统计量及其实际测量之间的联系。我们将讨论各种含偏置参数并可
用于测量它们的可观测量，包括星系自相关函数、星系与物质之间的互相关，以及基于矩和“散点
图”的方法。对每种方法，我们都会定义微扰偏置展开适用的尺度范围，并推导该方法得到的参数
与 Sec. 2定义的偏置参数之间的精确关系。
这一点十分重要，因而再次强调：在微扰论适用的尺度上，并且测量不存在系统误差时，各种

偏置估计方法都会恢复 Sec. 2定义的唯一大尺度偏置参数 bO。当然，在给定阶，对偏置参数作何种
线性组合取决于基的选择；不同常用选择之间的关系见C。从这个意义上说，偏置参数是物理量，而
不是依赖可观测量的拟合参数。例如，对某个基准宇宙学模型，在星系功率谱与物质功率谱之间构
造现象学拟合关系时，情况则并非如此［例如 [25] 的“Q 模型”］。本文不讨论这些拟合函数。

偏置展开的最终目标，自然是在给定一组偏置参数和一个能预言物质统计量的宇宙学模型后，预
言观测星系统计量。本章将忽略一些虽对实际观测星系统计十分重要、却不直接属于偏置问题的复
杂因素，其中最主要的是红移空间畸变。这些效应及其他影响观测星系统计的问题将在 Sec. 9讨论。
因此，下文给出的理想化关系严格来说只适用于从数值模拟中提取、且可以获得实空间成团性质的
示踪体，例如暗物质暗晕。相应地，本章用 δh 表示示踪体超密度，并主要回顾暗晕偏置的测量。这
些内容也为后续 Sec. 5–6讨论的暗晕偏置模型提供背景。再次强调，一旦纳入 Sec. 9所述效应，所
有结果同样适用于星系统计量。
此外，本章继续限制在高斯初始条件情形；原初非高斯性下的星系成团见 Sec. 7。我们聚焦于

直到三阶的偏置参数，即 Sec. 2.4推导并在 Sec. 2.11总结的参数。这基本代表了已发表星系与暗晕
偏置文献的当前前沿。最低阶偏置在现象学上最为重要：线性项和二阶项分别足以描述领先阶星系
功率谱与双谱（三点函数），而三次项则贡献于星系功率谱的次领先阶（单圈）修正。
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在这一阶，星系和暗晕密度反差均可写成

δh = b1δ + b∇2δ∇2δ + ε

+
1

2
b2δ

2 + bK2(Kij)
2 + εδδ

+
1

6
b3δ

3 + bδK2δ(Kij)
2 + bK3(Kij)

3 + btdO
(3)
td + εδ2δ

2 + εK2(Kij)
2

+O(δ4) +O[R2
∗∇2(δ2), R4

∗∇4δ] , (4.1)

其中 ε 和 εO 是与 δ, Kij 不相关的随机场（见 Sec. 2.8），最后一行列出了该表达式所忽略高阶项的
例子。尽管这里未显式写出，Eq. (4.1) 中的算符严格来说都是重整化算符，因此 bO 是重整化偏置
参数。事实上，由于下文讨论偏置的测量与物理模型，本综述其余部分出现的偏置参数全都是重整
化参数；唯一例外是 Sec. 7.1.2，那里为推导目的会出现裸偏置参数。
注意，所有可观测量、场和偏置参数都依赖观测时刻 τ。不过为清楚起见，本章始终省略时间

宗量。我们把偏置参数的各种测量流程分为四类：

1. n 点相关函数：二点与三点相关函数，或傅里叶空间中的功率谱与双谱（A）；

2. 矩：在大尺度 Rℓ 上平滑后的暗晕与物质密度的一点统计量；

3. 暗晕密度随局域物质密度变化的散点图；

4. 响应：Sec. 3.2所述独立宇宙方法（或精确 PBS）的实现。

Sec. 4.1–4.4将依次介绍每种方法。随后，Sec. 4.5将简要回顾用这些方法对模拟中的暗物质暗晕和观
测星系得到的偏置参数（及随机振幅）测量结果。最后，Sec. 4.6讨论暗物质暗晕特有的组装偏置现
象，即暗晕偏置参数除质量外还依赖其他暗晕性质。

4.1 n 点相关函数

我们首先讨论如何由暗晕的 n 点相关函数测量偏置参数。这种方法与 Sec. 2的讨论联系最为直
接。能够分别无歧义测量一阶和二阶偏置参数的最低阶统计量，是二点函数和三点函数。我们既考
虑暗晕自相关，也考虑暗晕与物质的互相关。纳入投影效应之后，利用实际巡天数据即可直接测量
星系的自相关。此外，测量星系周围的叠加弱引力透镜（星系–星系透镜），还可得到沿视线方向投
影的星系–物质互相关函数 [229]；下文将对此作简要讨论。

除与测量联系紧密外，n 点函数方法还有一个优点：只要把所有尺度 ri 限制在某个最小尺度
rmin 以上，或在傅里叶空间把所有波矢 ki 限制在给定的 kmax 以下，就能完全控制非线性修正与高
阶导数修正。此外，如 Sec. 4.1.4所示，对函数形式已知的领先非线性修正进行边缘化，还可以进一
步提高测量的稳健性。
另一方面，这种方法在实践中的主要缺点是：要在 rmin 以上和（或）kmax 以下的尺度上获得高

信噪比的 n 点统计量测量，需要很大的观测体积或模拟体积，因为必须拥有足够多的独立模才能降
低样本方差。此外，测量三阶及更高阶偏置参数会越来越困难，因为这需要测量更高阶统计量；例
如，测量三阶偏置参数需要三谱。高阶统计量的实现方式及其所需计算资源也会迅速变得更加苛刻。
由于本小节篇幅较长，这里先给出简要提纲。我们首先讨论欧拉空间中领先阶的二点函数与三

点函数，包括其傅里叶空间和实空间表示（Sec. 4.1.1）。随后简要讨论拉格朗日空间中的相应结果
（Sec. 4.1.2）；这些结果与从 N 体模拟中识别出的暗晕估计偏置参数有关。接着，Sec. 4.1.3利用
Sec. 4.1.1的结果，对当前及未来星系巡天测量偏置参数与物质功率谱振幅的能力作定量预测，尽管
这一预测经过了简化且较为理想化。最后，我们在 Sec. 4.1.4推导星系二点函数的次领先阶修正（单
圈功率谱），借此说明如何把 Sec. 4.1.1的预言推进到更高阶，以及高阶项遵循怎样的标度关系。
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4.1.1 领先阶二点函数和三点函数

我们从暗晕功率谱与双谱——即傅里叶空间中的二点与三点相关函数——的领先阶（LO），亦
即树图级预言开始。计算暗晕功率谱和双谱的领先阶，分别需要线性微扰论和二阶微扰论（见B）。
这些领先阶预言在足够大的尺度上是准确的；在 z = 0 的傅里叶空间中，对 k ≲ 0.03hMpc−1，精
度大致可达 10%（更精确的计算是 Sec. 4.1.4的主题），而在更高红移处适用范围会增大 [101]。本节
末尾将给出相应的实空间结果，即相关函数。
暗晕自功率谱以及暗晕–物质互功率谱为

P lo
hh(k) ≡ ⟨δh(k)δh(k′)⟩′lo = b21PL(k) + P {0}

ε

P lo
hm(k) ≡ ⟨δh(k)δm(k′)⟩′lo = b1PL(k) , (4.2)

这里以及下文中，期望值上的撇号表示去掉保证动量守恒的 Dirac delta函数；对 Eq. (4.2)而言，该
因子为 (2π)3δD(k + k′)（见 Tab. 2）。如引言所述，为清楚起见，本节始终省略时间宗量。再次指
出，如果能够在真实物理位置测量星系在其固有静止系中的密度，也就是不存在红移空间畸变和其
他投影效应，那么星系同样满足上述关系。P {0}

ε = limk→0⟨ε(k)ε(k′)⟩′ 是与尺度无关的大尺度随机
贡献［见 Eq. (2.83)，位于 Sec. 2.8］。注意，这是一个重整化后的随机项，它吸收了更高圈积分中
与尺度无关的项（见 Sec. 4.1.4）。我们将在 Sec. 4.5.3更详细地讨论 P

{0}
ε 。由物质与偏置的非线性演

化以及高阶导数偏置所导致的 Phh(k) 和 Phm(k) 次领先阶修正，将在 Sec. 4.1.4介绍。
由于暗晕随机性会贡献于暗晕自功率谱 Phh(k)，却不贡献于暗晕–物质互功率谱 Phm(k)，后者

为测量暗晕线性偏置参数 b1 提供了最简单、最干净的方法（例如见 [127, 230, 231]）。这项技术也可
用于星系：借助弱引力透镜测量物质分布，具体而言，就是测量投影星系密度与更高红移源星系切
向剪切之间的互相关（“星系–星系透镜”）[94, 232–236]（近期综述见 [237]）。简言之，若透镜星系
位于已知共动距离 χL，源星系遵循归一化红移分布 p(z)，那么角多极空间中星系周围的叠加切向剪
切，就对应于实空间星系–物质功率谱的一个投影；在领先阶 Pgm = b1Pmm，Limber 近似 [238] 给
出

Cgγ(l) =
3

2
Ωm0H

2
0

[∫
dz p(z)

χ(z)− χL
χ(z)

]
1 + z(χL)

χL
Pgm

(
k =

√
l(l + 1)

χL
, z(χL)

)
. (4.3)

单独使用这一可观测量时，b1 与物质功率谱归一化之间存在简并。加入星系投影自相关 Cgg(l) 和
（或）宇宙剪切功率谱 Cγγ(l)，便可打破这一简并；近期应用见 [31, 239]。

另一种打破偏置与涨落振幅之间简并的方法，是测量三点相关函数（实空间；[240, 241]）或双
谱（傅里叶空间；[242]）。统计均匀性与各向同性要求双谱依赖三个描述三角形形状与尺度的参数。
因此，双谱所编码的信息远多于只依赖单一尺度的二点函数。此外，偏置的领先非线性（二阶）效
应会在双谱中显现。最后，双谱本身也包含有趣的宇宙学信息 [61]。物质–物质–暗晕、物质–暗晕–暗
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晕及暗晕–暗晕–暗晕双谱的领先阶（树图级）表达式依次为

Blo
mmh(k1, k2, k3) ≡ ⟨δ(k1)δ(k2)δh(k3)⟩′lo

= b1B
lo
mmm(k1, k2, k3) +

[
b2 + 2bK2

([
k̂1 · k̂2

]2
− 1

3

)]
PL(k1)PL(k2)

Blo
mhh(k1, k2, k3) ≡ ⟨δ(k1)δh(k2)δh(k3)⟩′lo

= b21B
lo
mmm(k1, k2, k3) + 2PL(k1)P

{0}
εεδ

+

{
b1

[
b2 + 2bK2

([
k̂1 · k̂2

]2
− 1

3

)]
PL(k1)PL(k2) + (k2 ↔ k3)

}
Blo
hhh(k1, k2, k3) ≡ ⟨δh(k1)δh(k2)δh(k3)⟩′lo

= b31B
lo
mmm(k1, k2, k3) +B{0}

ε (4.4)

+

{
b21

[
b2 + 2bK2

([
k̂1 · k̂2

]2
− 1

3

)]
PL(k1)PL(k2) + 2 b1P

{0}
εεδ

PL(k2)

}
+ 2 perm. .

在前两行中，我们分别选择 k3 以及 k2, k3 对应暗晕超密度。注意，双谱 Bmmh 和 Bmhh 分别在交
换 k1, k2 与交换 k2, k3 下对称，而 Bhhh 在任意 ki 交换下都对称。Eq. (4.4) 中出现的领先阶物质
双谱为

Blo
mmm(k1, k2, k3) = 2F2(k1,k2)PL(k1)PL(k2) + 2 perm. , (4.5)

其中 F2 核定义于 Eq. (B.13)。Eq. (4.4) 包含 Sec. 2.8所讨论的领先随机项［比较 Eq. (2.85)］，其中

P {0}
εεδ

≡ lim
k→0

⟨ε(k)εδ(k)⟩′ 以及 B{0}
ε ≡ lim

k1,k2→0
⟨ε(k1)ε(k2)ε(k3)⟩′ (4.6)

二者分别为领先随机场 ε 与次领先随机场 εδ 的互功率谱，以及 ε 的双谱；在大尺度极限下，它们
都与尺度无关。εδ 的重要性已在 Sec. 2.3讨论，下文 Sec. 4.5.3还会回到这些随机贡献。与 Phm 类
似，Bmmh 没有随机贡献，因此它是测量暗晕 b1, b2 与 bK2 最干净的统计量。对于星系，若有透镜
数据，则可以通过构造星系–剪切–剪切互相关，测量投影后的实空间物质–物质–星系双谱 Bmmg。
暗晕双谱对尺度与三角形构型的依赖，使我们能够打破偏置与涨落振幅之间的简并。Fig. 10展

示了 Blo
hhh 各项对 (k1, k2, k3) 的依赖。每个面板的填色区域由三角不等式 k1 ≤ k2 + k3 决定，同时

不失一般性地施加 k1 ≥ k2 ≥ k3。图中还标出了若干特殊三角形构型的常用名称；在 Sec. 7讨论原
初非高斯性时，它们还会再次出现。从上到下，我们在两个不同尺度上依次绘出 Eq. (4.4) 中正比于
b31、b21b2、b21bK2 和 b1P

{0}
εεδ 的贡献：左列固定 k1 = 0.01hMpc−1，对应于比功率谱物质–辐射相等转

折尺度更大的尺度；右列固定 k1 = 0.05hMpc−1，展示较小尺度（k1 > keq）上的形状依赖。为突出
这种形状依赖，各面板都把双谱归一化为最大值 1。关于 Blo

mmm 形状依赖的详细解释见 [243]。不同
的形状依赖肉眼即可清楚分辨。因此，原则上精确测量 Blo

hhh，便可得到不依赖功率谱归一化的 b1、
b2、bK2 与 P

{0}
εεδ 的干净测量。我们将在 Sec. 4.1.3定量说明这些结论。

[244] 提出了另一种测量并拟合 Eqs. (4.2)–(4.4) 的方法，[245] 对此进行了应用。该方法考察
δh(k) 与平滑场平方 (δ2Rℓ)(k)、[(Kij

Rℓ
)2](k) 的傅里叶变换之间的互功率谱；其中平滑尺度 Rℓ 足够

大，因而能够压低更高阶非线性贡献。这种方法是分析 CMB 温度与偏振场时所用高效高阶相关函
数估计量 [246, 247]的推广。其优点是可以避开对双谱所有三角形构型的直接测量，12而且还能推广
到提取三谱等更高阶统计量中的信息。其缺点是，相比完整的 n 点方法，非线性修正及尺度依赖修
正更难控制；这是因为实空间中的非线性操作（取平方）在傅里叶空间对应卷积，会带来额外的高
k 贡献，尽管平滑会对它们有所抑制。

12若采用蛮力方法，这一过程可能非常耗时。高效双谱估计量见 [248–250]。
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图 10: Blo
hhh 各项［Eq. (4.4)］对三角形构型依赖的示意图，其中 k1 ≥ k2 ≥ k3。色标表示固定

k1 = 0.01hMpc−1（左列）与 k1 = 0.05hMpc−1（右列）时各项的大小；每项振幅都除以其所能达到
的最大值。第一行标出了若干三角形构型的常用名称。从上到下依次为：(i) Blo

mmm [Eq. (4.5)], (ii)
Bδ2(k1, k2, k3) ≡ PL(k1)PL(k2) + 2 perm., (iii) BK2(k1, k2, k3) ≡ ([k̂1 · k̂2]

2 − 1/3)PL(k1)PL(k2) +

2 perm.，以及 (iv) Bεεδ ≡ P
{0}
εεδ [PL(k2) + 2 perm.]. 在这种表示中，前置因子 P

{0}
εεδ 无关紧要。第三

行的虚线表示 BK2 的过零位置；BK2 在虚线左（右）侧分别为正（负）。

最后，也可以等价地从实空间统计量测量偏置参数。暗晕领先阶二点自相关函数及暗晕–物质互
相关函数，可由 Eq. (4.2) 作傅里叶变换得到，也可直接从偏置展开 Eq. (4.1) 得到：

ξlo
hh(r) = b21ξL(r), ξlo

hm(r) = b1ξL(r), (4.7)

其中线性物质二点相关函数为

ξL(r) =

∫
k

PL(k)e
ik·r =

1

2π2

∫
k2dkPL(k)j0(kr). (4.8)
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这里以及下文中，我们采用简写
∫
k
≡
∫
d3k/(2π)3（见 Tab. 4）。注意，功率谱 Eq. (4.2)中的常数随

机贡献 P
{0}
ε 会给二点相关函数带来一项 P

{0}
ε δD(r)。这里没有写出该项，因为它只在间距为零或很

小时才有贡献（详细讨论见 Sec. 2.8）。不过，在计算 ξhh 的协方差时，这一贡献十分重要；该协方差
会进入为求得最佳拟合 b1 及其测量不确定度而必须计算的似然。它也会进入暗晕的矩（Sec. 4.2）。类
似地，三点函数可由偏置展开 Eq. (4.1)得到，或由 Eq. (4.4)作傅里叶变换得到，其结果为 [251–254]

ξ
(3),lo
mmh (r1, r2, r3) ≡ ⟨δ(x)δ(x+ r1)δh(x+ r2)⟩lo

= b1ξ
(3),lo
m (r1, r2, r3) + b2ξL(r2)ξL(r3) + 2bK2ξ

(0)
2 (r2)ξ

(0)
2 (r3)

[
µ2
23 −

1

3

]
ξ
(3),lo
mhh (r1, r2, r3) ≡ ⟨δ(x)δh(x+ r1)δh(x+ r2)⟩lo

= b21ξ
(3),lo
m (r1, r2, r3) + b1b2

{
ξL(r1)ξL(r3) + ξL(r2)ξL(r3)

}
+ 2b1bK2

{
ξ
(0)
2 (r1)ξ

(0)
2 (r3)

[
µ2
13 −

1

3

]
+ ξ

(0)
2 (r2)ξ

(0)
2 (r3)

[
µ2
23 −

1

3

]}
ξ
(3),lo
hhh (r1, r2, r3) ≡ ⟨δh(x)δh(x+ r1)δh(x+ r2)⟩lo

= b31ξ
(3),lo
m (r1, r2, r3) + b21b2ξ

(3)
δ2 (r1, r2, r3) + 2b21bK2ξ

(3)
K2(r1, r2, r3) ,

其中 r1 = |r1| , r2 = |r2| , r3 = |r1 − r2| , 并且

ξ
(3)
δ2 (r1, r2, r3) = ξL(r1)ξL(r2) + 2 perm.

ξ
(3)
K2(r1, r2, r3) = ξ

(0)
2 (r1)ξ

(0)
2 (r2)

[
µ2
12 −

1

3

]
+ 2 perm. , (4.9)

其中 µij ≡ r̂i · r̂j 是两个矢量 ri 与 rj 夹角的余弦；ξ
(0)
2 (r) ≡

∫
k
PL(k)j2(kr) 是无平滑（R→ 0）时

Eq. (6.4) 的一个特例；此外

ξ(3),lo
m (r1, r2, r3) =

{
34

21
ξL(r1)ξL(r2) +

4

7

[
µ2
12 −

1

3

]
ξ
(0)
2 (r1)ξ

(0)
2 (r2)

− 1

3
µ12

[(
ξL(r1) + ξ

(0)
2 (r1)

)
r1
dξL(r2)

dr2
+ (1 ↔ 2)

]}
+ 2 perm. (4.10)

是物质密度场的领先阶三点相关函数（例如见 [254]附录 A；这里使用了 j1(x)/x = [j0(x)+j2(x)]/3）。
与双谱情形类似，统计均匀性和各向同性要求三点相关函数只依赖三个间距 ri。这里同样没有包括
仅当至少一个 ri 很小（即处于非微扰尺度）时才非零的随机项。
为展示形状依赖，我们定义约化暗晕三点函数Qhhh(r1, r2, r3) ≡ ξhhh(r1, r2, r3)/ξ

(3)
δ2 ，并对 Eqs. (4.9)–

(4.10) 定义的各项作类似处理。进一步定义

Qm(r1, r2, r3) ≡
ξ
(3,lo)
m (r1, r2, r3)

ξL(r1)ξL(r2) + 2 perm. =
ξ
(3,lo)
m (r1, r2, r3)

ξ
(3)
δ2 (r1, r2, r3)

. (4.11)

Fig. 11展示了其中非平凡的贡献。这里施加 r2 ≤ r1，并绘出满足三角形条件的全部区域。与傅里叶
空间类似，各项的构型依赖明显不同。不过，三点函数的协方差并非对角的，不同三角形之间存在
显著相关，因此 Fig. 11的解释较为复杂。相比之下，Fig. 10中的不同双谱构型在领先阶相互独立。
在此有必要再次强调，功率谱与双谱的表达式 Eqs. (4.2)–(4.4) 严格来说只在大尺度上成立。有

些文献（例如 [255, 256]）把经 N 体模拟校准的非线性物质功率谱和双谱代入其中，以将这些表达
式推广到小尺度；这种做法并不自洽，因为它隐式地把许多高阶及高阶导数偏置参数设为了零。尽
管这可能在经验上很好地拟合模拟中的暗晕，却不能保证准确描述星系统计量。此外，用不同统计
量（如功率谱和双谱）测量时，这种流程通常会得到彼此不一致的偏置参数，因而无法利用不同统
计量之间的协同作用。
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图 11: 约化暗晕三点相关函数中两项的形状依赖：Qm［Eq. (4.11)］ （上排）以及 QK2 =

ξ
(3)
K2(r1, r2, r3)/ξ

(3)
δ2 (r1, r2, r3)（下排）。图中给出两个尺度：r1 = 20 [Mpc/h]（左列）与 r1 = 100 [Mpc/h]

（右列）。对给定 r1，展示满足 r2 ≤ r1 的所有可能三角形构型。为突出形状依赖，每个面板都除以
其最大值。在 r1 = 20 [Mpc/h] 的 ξ

(3),lo
m 图中沿 r2/r1 ≡ const. 水平截取，可见三点函数著名的“U

形”曲线。右上面板（r1 = 100 [Mpc/h]）中的结构来自线性相关函数的 BAO 特征。

最后，尽管这里限于二点与三点函数，领先阶四点函数（三谱）同样允许测量 Eq. (4.1) 中的三
阶偏置参数。遗憾的是，计入其与二点函数的协方差以及巡天几何后，三谱在大尺度上的信噪比较
低 [60]；迄今尚未发表针对星系或暗晕的完整测量，因此这里不再深入讨论。

4.1.2 拉格朗日空间中的二点函数和三点函数

对于在 N 体模拟中识别出的暗物质暗晕，可以把暗晕追溯到初始条件，从而测量其拉格朗日空
间中的 n 点函数。此时，Eqs. (4.2)–(4.4) 中由密度场非线性演化产生的贡献消失，n 点函数的表达
式随之简化。具体而言，领先阶二点与三点函数变为

PL,lo
hh (k) ≡ ⟨δLh (k)δLh (k′)⟩′lo = (bL1 )

2PL(k) + P
{0}
εL

PL,lo
hm (k) ≡ ⟨δLh (k)δ(1)(k′)⟩′lo = bL1PL(k)

BL,lo
mmh(k1, k2, k3) =

[
bL2 + 2bLK2

([
k̂1 · k̂2

]2
− 1

3

)]
PL(k1)PL(k2) (4.12)

BL,lo
mhh(k1, k2, k3) = bL1

[
bL2 + 2bLK2

([
k̂1 · k̂2

]2
− 1

3

)]
PL(k1)PL(k2) + P

{0}
εLεLδ

PL(k1) + (k2 ↔ k3)

BL,lo
hhh (k1, k2, k3) = (bL1 )

2

[
bL2 + 2bLK2

([
k̂1 · k̂2

]2
− 1

3

)]
PL(k1)PL(k2)

+ 2bL1P
{0}
εLεLδ

PL(k1) + 2 perm.+B
{0}
εL ,

其中上标 L 表示拉格朗日统计量；P {0}
εL 、P

{0}
εLεLδ

与 B
{0}
εL 是 Eq. (4.6) 所定义随机振幅的拉格朗日对

应量，它们在大尺度上同样为常数。此外，对原暗晕这类守恒示踪体，它们与欧拉空间中的对应量
P

{0}
ε , P

{0}
εεδ , B

{0}
ε 相同。在这种情况下，Eq. (4.12) 与 Eqs. (4.2)–(4.4) 也可通过 Sec. 2.3给出的欧拉
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与拉格朗日偏置参数之间的关系直接一一对应。因此，在微扰论每一阶（不计高阶导数项），只要知
道一组偏置参数（欧拉或拉格朗日），就能确定另一组，并同时描述晚期欧拉统计量与初始条件中原
暗晕的拉格朗日统计量；如上所述，这也包括随机项。还值得注意的是，在拉格朗日空间中，暗晕–物
质互功率谱 PL,lo

hm (k) 与暗晕–物质–物质双谱 BL,lo
hmm(k) 的修正只来自高阶导数项 [13, 257, 258]。因

此，PLhm(k) 与 BL
hmm(k) 是测量原暗晕拉格朗日高阶导数偏置的便捷工具（例如见 [174, 259]）。

4.1.3 示例：由领先阶功率谱与双谱约束偏置

如上一节所述，暗晕双谱对尺度和三角形构型的依赖［Eq. (4.4)与 Fig. 10］，为从观测暗晕样本
本身提取偏置参数提供了丰富信息。因此，双谱能够打破领先阶暗晕功率谱中线性偏置 b1 与 PL(k)

归一化之间的简并。纳入投影效应后，预期星系也同样如此。下面使用 Fisher 信息矩阵形式 [260]
并将其应用于未来星系巡天，在一个理想化设定中定量研究这一信息增益。由于我们忽略了红移空
间畸变（RSD，Sec. 9.3.2），这显然并非现实而完整的预测；下文还会进一步讨论这一点。

在领先阶，即微扰论二阶，星系功率谱与双谱在统计上相互独立。此外，不同波数彼此不相关，
也就是说，功率谱与双谱的协方差矩阵都是对角的。因此，完整 Fisher 信息矩阵为

Fij = F
(P )
ij + F

(B)
ij , (4.13)

其中功率谱与双谱的 Fisher 矩阵分别为

F
(P )
ij =

∑
k

1

Var [Pgg(k)]
∂Pgg(k)

∂θi

∂Pgg(k)

∂θj
(4.14)

F
(B)
ij =

∑
(k1,k2,k3)

1

Var [Bggg(k1, k2, k3)]
∂Bggg(k1, k2, k3)

∂θi

∂Bggg(k1, k2, k3)

∂θj
. (4.15)

这里的求和遍历下文指定的波数区间；Var [Pgg(k)] 与 Var [Bggg(k1, k2, k3)] 分别表示分箱功率谱与
双谱估计量的方差。在这个例子中，除原初功率谱振幅 As（Tab. 1）外，参数向量 θ⃗ 还包括所有一
阶、二阶偏置参数以及随机振幅：

θ⃗ =
{
b1, b2, bK2 , lnAs, P

{0}
ε , P {0}

εεδ
, B{0}

ε

}
. (4.16)

偏置 bO 的基准值取 Tab. 6所示数值；随机振幅的基准值则取泊松统计的预言，即 P
{0}
ε = (ng)

−1、
P

{0}
εεδ = b1/(2ng) 与 B

{0}
ε = (ng)

−2，推导见 Sec. 4.5.3。
这里简要讨论高阶非线性修正与 RSD的影响。两者都会引入额外自由参数，因而可能削弱上述

理想化偏置约束。另一方面，RSD 会在成团统计量中产生各向异性，从而打破参数简并。此外，纳
入非线性修正后，还可把更小尺度及由此增加的大量模加入分析。这些效应反过来也可能使约束优
于这里给出的理想化结果。
分箱星系功率谱估计量 P̂gg(k) 的领先阶方差为 [261]

Var [Pgg(k)] =
1

Nk

[Pgg(k)]
2
, (4.17)

其中 Nk 是估计功率谱 Pgg(k)所用波数区间内独立傅里叶模的数目。注意，在我们的记号中，Pgg(k)
包括随机（散粒噪声）贡献［Eq. (4.2)］。这里不考虑巡天几何的影响，并假定 Nk 等于体积为 Vsurvey

的立方盒中的模数。此时

Nk =
1

2

4πk2∆k

(kF )3
=
Vsurvey

4π2
k2∆k , (4.18)

其中 kF ≡ 2π/V
1/3

survey 是巡天的基波数。δg(x) 为实场这一约束会减少独立傅里叶模的数目，因此计
算 Nk 时只计入整个傅里叶体积的一半。
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表 6: 在理想化设定下，按所列规格由当前及未来星系巡天预测得到的确定性偏置参数 b1、b2、bK2

及线性功率谱振幅 lnAs 的不确定度。所有情形均取 b1 = 1.5；b2 与 bK2 分别由 Tab. 7的关系（b2 ≃
−0.69）和拉格朗日 LIMD（bK2 ≃ −0.14）计算。随机振幅的基准值取泊松抽样预言：P {0}

ε = 1/ng、
P

{0}
εεδ = b1/(2ng)、B

{0}
ε = 1/n2

g。

巡天
红移

z̄

Vsurvey

[h−3Gpc3]

104 ng

[h−3Mpc3]

kmax = 0.1h/Mpc kmax = 0.2h/Mpc

100σ(bO)
σln As

100σ(bO)
σln As

b1 b2 bK2 b1 b2 bK2

eBOSS (LRG) 0.8 6.1 4.4 32 45 30 0.43 7.0 4.5 5.9 0.093

eBOSS (QSO) 1.4 39 1.5 38 51 36 0.51 11 6.5 9.2 0.15

HETDEX 2.7 2.7 3.6 190 260 180 2.6 59 35 49 0.79

PFS 1.5 8.7 4.6 47 66 44 0.62 11 6.7 8.9 0.14

DESI 1.1 40 3.3 18 25 17 0.25 4.4 2.7 3.7 0.059

WFIRST 1.9 13 12 35 49 32 0.46 6.8 4.4 5.6 0.091

Euclid 1.4 63 5.2 15 20 14 0.20 3.3 2.1 2.7 0.044

星系双谱估计量 B̂ggg(k1, k2, k3) 的领先阶方差为 [61, 62, 250]

Var [Bggg(k1, k2, k3)] = sB
Vsurvey

Nt

Pgg(k1)Pgg(k2)Pgg(k3) , (4.19)

其中 sB 是对称因子（等边三角形为 6，等腰三角形为 2，其他三角形为 1），Nt 是所考虑区间内三
角形构型的数目。为简单起见，我们采用 Nt 很大时成立的连续极限表达式：

Nt ≃
1

k6F

∫
|k1−p1|<∆k1/2

d3p1

∫
|k2−p2|<∆k2/2

d3p2

∫
|k3−p3|<∆k3/2

d3p3 δD(p1 + p2 + p3)

=

(
3∏
i=1

ki∆ki
k2F

)
×

 4π2 , ki = kj + kk

8π2 , 其他情形
, (4.20)

其中 i, j, k ∈ cyclic(1, 2, 3)。本计算以 ∆ki = kF 为分箱宽度。我们考虑以下六项星系巡天：HET-
DEX [50]、eBOSS [49]、DESI [53]、PFS [57]、Euclid [54] 与 WFIRST [58]。预测所采用的平均红
移 z̄、体积和平均星系数密度列于 Tab. 6。
在对随机参数 P

{0}
ε 、P {0}

εεδ 和 B
{0}
ε 边缘化之后，偏置参数 b1、b2、bK2 及线性功率谱振幅 lnAs

的预测 1σ（68% 置信水平）不确定度列于 Tab. 6。首先，如前所述，双谱打破了 b1 与 lnAs 之间
著名的简并；结合功率谱与双谱，即可同时测量这两个参数。因此，当纳入 k < kmax = 0.1h/Mpc
的傅里叶模时，未来星系巡天可在百分之几十的水平约束 b1、b2 和 bK2。不过必须强调，约束对所
纳入的波数范围非常敏感：把 kmax 从 0.1hMpc−1 提高到 0.2hMpc−1，可将约束改善数倍，使其
达到百分之几的水平。这凸显了为 Pgg、Bggg 的非线性修正及其协方差矩阵建立精确理论模型的重
要性。能为宇宙学参数和 bO 给出最优无偏约束的 kmax 精确数值，高度依赖具体巡天，尤其依赖其
红移范围及目标星系样本。这里不尝试估计每项巡天各自的 kmax；因此，Tab. 6给出的约束只能视
为示意性数值。
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4.1.4 二点函数的次领先阶修正

到目前为止，我们已经推导了大尺度上星系与暗晕二点、三点函数的领先贡献。为说明如何推
导上述结果的高阶修正，这里还给出二点函数的次领先阶（NLO，即单圈）修正。我们只讨论不含任
何投影效应的实空间预言，因此表达式主要适用于暗晕；不过，即使纳入投影效应，微扰展开的结构
也保持不变。推导二点函数的非线性修正需要把微扰论计算到三阶，因为对任意算符 O，⟨O(1)O′(3)⟩
型贡献与 ⟨O(2)O′(2)⟩ 型贡献处于同一阶 [128, 197, 262]。因此，Eq. (4.1) 中的偏置展开是推导这一
修正的必要且充分条件。写成

Phm(k) = P lo
hm(k) + P nlo

hm (k) + · · ·

Phh(k) = P lo
hh(k) + P nlo

hh (k) + · · · , (4.21)

并沿用 [197] 的记号，暗晕–物质与暗晕–暗晕功率谱的 NLO 贡献分别为13

P nlo
hm (k) = b1

[
P nlo
mm(k)− 2C2

s,effk
2PL(k)

]
+ P̂ nlo

hm (k)

P̂ nlo
hm (k) ≡ bδ2I [δ(2),δ2](k) + bK2I [δ(2),K2](k) +

(
bK2 +

2

5
btd

)
fnlo(k)PL(k)

− b∇2δk
2PL(k) + k2P {2}

εεm
(4.22)

P nlo
hh (k) = (b1)

2
[
P nlo
mm(k)− 2C2

s,effk
2PL(k)

]
+ 2b1P̂

nlo
hm (k) +

∑
O,O′∈{δ2,K2}

bObO′I [O,O′](k) + k2P {2}
ε ,

其中 P nlo
mm(k) 是物质功率谱的 NLO 修正［Eq. (B.18)］，C2

s,eff ≡ (2π)c2s,eff/k
2
nl 是物质流体经尺度化

的有效声速 [83, 84]［比较 Eq. (B.28)］，knl 定义于 Eq. (4.25)，而 εm 是物质密度的有效随机贡献
（B.3）。此外，

fnlo(k) = 4

∫
p

[
[p · (k − p)]2

p2|k − p|2
− 1

]
F2(k,−p)PL(p)

I [O,O′](k) = 2

[∫
p

SO(k − p,p)SO′(k − p,p)PL(p)PL(|k − p|)

−
∫
p

SO(−p,p)SO′(−p,p)PL(p)PL(p)

]
, (4.23)

其中 SO(k1,k2) =


F2(k1,k2), O = δ(2)

1, O = δ2

(k̂1 · k̂2)
2 − 1/3, O = K2

. (4.24)

可以看到，除同样进入领先阶暗晕三点函数的14bδ2 = b2/2 与 bK2 外，NLO 暗晕功率谱中还出现
一个新的局域偏置项，即 Eq. (2.50) 定义的 O

(3)
td ，其对应偏置参数为 btd。因此，四个三阶局域偏

置参数中只有一个会贡献于次领先阶暗晕功率谱。我们还在 Eq. (4.22) 中加入了领先高阶导数偏置
b∇2δ ∝ R2

∗，其中 R∗ 是所考虑暗晕或星系的非局域尺度。
相应地，我们还纳入了 P nlo

hm 与 P nlo
hh (k) 中依赖尺度的随机贡献。后者依照 Eq. (2.88) 展开，预

期具有标度 |P {2}
ε | ∼ R2

∗P
{0}
ε [127, 177–179]。Sec. 4.5.3将再次讨论这一点。人们常假定暗晕–物质互

功率谱没有随机贡献，但这只在最低阶成立。密度场的非线性小尺度模既产生暗晕随机性 ε，也产
生物质密度场中的随机贡献 εm；如B.3所述，后者来自非线性物质涨落的有效压强，并在低 k 极限

13我们加入了 [197] 未考虑的相关随机项。
14这里使用偏置参数 bδ2，以使 Eqs. (4.22)–(4.24) 中的记号更紧凑。
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图 12: 左图：z = 0 时暗晕自功率谱（红色，最上方曲线）、暗晕–物质互功率谱（绿色，中间曲线）
及物质功率谱（蓝色，最下方曲线）的示意图。实线表示 LO 加 NLO 的总结果，虚线仅表示 LO
（线性）预言。所用偏置参数与 Tab. 6相同：b1 = 1.50、b2 = −0.69、bK2 = −0.14；另取 b∇2δ = R2

∗，
其中 R∗ = 2.61h−1 Mpc。btd = 23/42(b1 − 1) 取自拉格朗日 LIMD 预言（Sec. 2.4）。随机振幅取
泊松期望：P {0}

ε = 1/nh、P
{2}
ε = −R2

∗/nh，其中 nh = 1.41 · 10−4(h−1 Mpc)−3。在 P nlo
hm (k) 中设

P
{2}
εεm = 0。右图：z = 0 时物质功率谱与暗晕–物质互功率谱的 NLO 贡献所占比例。红色虚线表示
采用上述基准偏置参数得到的 Phm(k)。P nlo

hm 周围的不同阴影区域表示将各偏置参数乘以 [0.5, 2] 范
围内因子所产生的影响。显然，不同偏置参数的贡献对 k 有相似依赖，通常很难只利用功率谱将其
区分开来。预期当 k ≳ 0.25hMpc−1、P nlo

mm(k) 与 LO 预言 PL(k) 一样大时，微扰描述将失效。

下按 k2 标度。因此，必须允许两个随机场之间存在相关，从而在 P nlo
hm 中产生 k2P

{2}
εεm 项；它与其

他 NLO 贡献量级相当，并且可正可负。
Fig. 12展示了暗晕与物质功率谱 NLO 修正的大小和尺度依赖。正如预期，尺度越小（k 越高），

修正越重要。Phh(k) 受到特别陡峭的压低；对我们的基准参数，这由高阶导数随机贡献 k2P
{2}
ε 主

导。Fig. 12右图给出 Pmm(k) 与 Phm(k) 的 NLO 修正所占比例。取决于各偏置参数和随机参数的数
值，NLO 修正可正可负（阴影区域），不同 NLO 贡献之间还可能相互抵消。无论如何，一旦 NLO
修正的相对大小接近一，预期未纳入的更高圈贡献也将与 P nlo

hm (k) 相当，此时微扰展开不再收敛。
相较于领先阶已有的 b1、P

{0}
ε ，NLO 暗晕–物质功率谱又增加了五个自由参数。原则上，各项

不同的尺度依赖可以把这些参数区分开来。然而，正如 Fig. 12所示，这些尺度依赖彼此相当相似，
因而实践中很难区分不同高阶偏置参数；还要注意，由于更高圈和导数修正的存在（见下文），可用
于参数估计的波数范围十分有限。不过，可用领先阶双谱确定 b2 和 bK2，这样就只剩 btd、b∇2δ 与
P

{2}
εεm 需要由暗晕–物质互功率谱的 NLO 修正约束。
为更细致地理解 Eq. (4.22) 中各修正的大小，我们用幂律近似物质功率谱：

PL(k) ≈
2π2

k3nl

(
k

knl

)n
, (4.25)

其中 knl 是无量纲物质功率谱 ∆2(k) = k3PL(k)/(2π
2) 达到一时的非线性尺度。例如可得

I [δ2,δ2]

PL(k)
= 2

(
k

knl

)3+n ∫ 1

−1

dµ

2

∫ ∞

0

x2dx
[(
x
√
1 + x2 − 2xµ

)n
− x2n

]
. (4.26)
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虽然其他 NLO 圈积分项具有不同的角向被积函数，但都遵循 ∝ (k/knl)
3+n 的标度（另见 Fig. 12）。

注意，取决于 n 的数值，对 x 的积分可能需要在 UV（紫外、小尺度或积分的大 x 极限）作正
规化；而由于 Eq. (4.23) 中的减除项，该积分在 IR（红外、大尺度或积分的小 x 极限）不会发
散。无论如何，这都不影响其对 k/knl 的标度。利用这一标度可以估计高阶项的重要性。例如，对
无标度功率谱，双圈修正相应地按 (k/knl)

2(3+n) 标度 [218]。对我们的参考 ΛCDM 宇宙学，近似
有15knl(z = 0) = 0.25hMpc−1，且 n = d lnPL/d ln k|knl = −1.7，因而单圈项近似按 (k/knl)

1.3 标
度。当然，这只是粗略近似，因为在整个相关尺度范围内都不能把 PL(k) 近似为同一个幂律。特别
是，当 k ≲ 0.02hMpc−1 时 n 变为正，因此在足够小的 k 处，NLO 项最终按 k2 标度。不过，这类
估计仍然很重要，因为它允许我们对更高圈修正边缘化，并严格计入 Eq. (4.22) 预言中的不确定性
[263]。
正比于 b∇2δ 的高阶导数项对 k 的标度（∝ k2）通常不同于 NLO 修正（∝ k3+n），并且前者还

涉及额外尺度 R∗。因此，我们有两个独立的展开参数：

ϵloop ≡
(
k

knl

)3+n

≈
(

k

0.25hMpc−1

)1.3

, 以及 ϵderiv. ≡ k2R2
∗ . (4.27)

因此，取决于具体暗晕或星系样本，在所关心的尺度（例如 0.01 ≲ k [hMpc−1] ≲ 0.2）上，领先高阶
导数项相较于 NLO 修正可能可以忽略，也可能显著更大。如果在所考虑尺度上 ϵderiv. 与 ϵloop 相当，
就应同时纳入 NLO修正和领先高阶导数修正；Eq. (4.22)采用的正是这一假设。更一般地，推进到更
高阶时，应纳入在 ϵloop 与 ϵderiv. 上具有相同总幂次的项。例如在双圈阶，它们分别是 ϵ2loop、ϵloopϵderiv.

与 ϵ2deriv. 阶的项。另一方面，若两个展开参数相差很大，则必须保留较大参数的更高阶项。例如，若
ϵderiv. ≫ ϵloop，就应允许额外的高阶导数项，从而在 Eq. (4.22)中产生 ∝ {k4R4

∗, k
6R6

∗, · · · }PL(k)的
贡献 [128, 264, 265]。此时微扰方法的截断位于 k ≈ 1/R∗。这些结论同样适用于双谱和更高阶 n 点
函数。
最后，高阶导数随机贡献按 k2 标度（不同于高阶导数偏置贡献的 k2PL(k)），因而从 k 标度看

属于更高阶；但对非常稀有的高质量暗晕，其振幅可能很大。注意，在 I [O,O′] 的定义［Eq. (4.23)］
中，我们减去了 k → 0 极限下所有可能的常数项，因为这类常数会被重整化随机项 P

{0}
ε 吸收。这

对应于 [266] 中的 P0 ≡ b22
∫
q
|PL(q)|2；对于 ΛCDM 功率谱，它具有有限但不可忽略的数值。原则

上还应减去 k2∂2I [O,O′]/∂k2|k=0（及相应更高阶项），因为它会被高阶导数随机项吸收。不过，只要
允许 P

{2}
ε 的振幅自由变化，它就可以吸收局域偏置圈积分的贡献（注意，每个更高圈阶都会出现具

有相同标度的新项）。
Eq. (4.22) 对 P nlo

hm、P
nlo
hh 的预言是无歧义的，但各项贡献可以用多种不同方式拆分 [128, 137,

267]，Eq. (4.22) 只是其中一种。此外，把 Eq. (4.22) 与 Eq. (4.2) 结合起来拟合数据时，严格来说
应在 Phh 和 Phm 的协方差中加入领先连通四点函数（三谱），因为它在微扰论中也是三阶贡献。实
践中，这只会给推断偏置参数的不确定度带来较小修正 [268]。
最后，Eq. (4.22) 给出的标准 NLO 结果不能很好地描述 BAO 特征附近尺度（0.05hMpc−1 ≲

k ≲ 0.2hMpc−1）上的功率谱与相关函数。这是因为大尺度模会产生位移，从而显著抹平 BAO 特
征。对这些位移项作重求和可以改善这一缺陷 [269–272]。这种重求和对偏置示踪体与物质的适用方
式相同，B.4对此作了简要介绍。
早先的一些推导得到了 Eq. (4.22) 中部分项。例如，[79] 在 LPT 中对 LIMD 拉格朗日偏置推

导了类似结果，其中初始时刻设 bK2 = btd = 0（见 Sec. 2.4）。[266, 273] 则假定 LIMD 欧拉偏
置，在末时刻令 bK2 与 btd 为零。[255] 使用了重整化偏置参数，但同样取 bK2 = 0 = btd，并把
b1(PL +P nlo

mm) 替换为 b1 乘以闭合理论方案 [274] 给出的物质功率谱；在 z = 0，由此得到的 Phm(k)

15这是在 k ∈ [0.1, 0.25]hMpc−1 范围内用幂律拟合 PL(k) 得到的。
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与模拟测量在 k = 0.3hMpc−1 以内相当一致。不过，这并不能证明 bK2 与 btd 为零。正如上文强
调的，要对全部暗晕统计量（包括自相关与互相关、二点与三点函数）作出自洽预言，必须为所有
偏置参数采用正确数值。[141] 在 LPT 中使用一般拉格朗日偏置函数 cLN (k1, · · · ,kN ) 推导了单圈功
率谱。这种方法与 Sec. 2讨论并导向 Eq. (4.22) 的重整化微扰偏置展开略有不同，因为它需要为自
由函数 cLN (k1, · · · ,kN ) 指定一个“微观”模型。例如，插入一个乘以滤波核 WR(k) 的 N 次幂的
偏置参数，相当于在圈积分中引入有限物理截断尺度 Λ ∼ R−1。这又不同于显式不依赖任何截断的
Eq. (4.22)（更详细比较见 Sec. 6.9.3）。更一般地，值得注意的是，欧拉 SPT 与拉格朗日 LPT 的预
言虽然按定义在大尺度上一致，但一旦外推到各自适用范围以外，就会开始出现分歧。

4.2 矩

历史上，最早的偏置研究考察固定大小 Rℓ 的体积内偏置示踪体的一点分布矩，也就是计数；这
种方法又称元胞计数。具体而言，矩定义为 ⟨[δg,ℓ(x)]n[δℓ(x)]m⟩，其中 n,m = 0, 1, · · ·，δg,ℓ 与 δℓ 分
别表示都在尺度 Rℓ 上平滑后的星系和物质密度场。早在 20 世纪 70 年代，人们就已经从低红移星
系星表估计这些矩 [5, 275–281]。通过适当重标度，可用滤波后星系密度场 δg,ℓ 的偏度、峰度及更高
阶约化矩定义层级振幅：

⟨δ3g,ℓ⟩c
⟨δ2g,ℓ⟩2

,
⟨δ4g,ℓ⟩c
⟨δ2g,ℓ⟩3

, (4.28)

依此类推，其中下标 c 表示矩的连通部分。偏度刻画星系密度场中欠密区与过密区体积分数的不对
称性。Eq. (4.28) 最初的定义动机在于：在成团的“层级模型”中，振幅 ⟨δNg,ℓ⟩c/⟨δ2g,ℓ⟩N−1 与时间及
尺度 Rℓ 无关 [6, 282, 283]；具有幂律初始条件的纯引力模拟证实了这一点 [284–288]。不过，对真
实的 CDM 功率谱，结果会偏离层级成团预言，从而给 ⟨δNg,ℓ⟩c/⟨δ2g,ℓ⟩N−1 带来显著依赖 Rℓ 的修正
[286, 289, 290]。作为 Eq. (4.28) 中矩的一种推广，二点矩 [102, 291] 使用 δg,ℓ、δℓ 在两个不同位置
的幂次之联合期望值。[292, 293] 考察了平滑密度场中的稀有偏离；它们与矩有关，并适于使用解析
统计方法处理。
对 LIMD 偏置展开并假定层级成团，可以结合二阶与三阶矩构造 b1 和 b2 的估计量 [294]。由

于分子与分母都含有非零噪声，在构造层级振幅的无偏估计量时必须谨慎 [295]。这种方法在模拟上
的早期应用见 [110, 296–298]，较近期分析见 [299]。[300] 提出利用弱透镜会聚与投影星系密度的矩
估计线性偏置；它在矩方法中对应于星系–星系透镜角功率谱 Eq. (4.3)。

用矩测量偏置的优点是很容易在星系星表或模拟输出上实现：只需在模拟体积中随机放置球体，
或把模拟体积划分为网格，再计算密度反差。缺点是，为确保非线性修正可控，必须选择较大的平
滑尺度（≳ 30h−1 Mpc，[254, 301]；另见下文）；而且为了区分同一阶的不同偏置参数，例如 b2 和
bK2，分析中必须加入比 Eq. (4.28) 更复杂的矩。上述文献忽略了暗晕双谱 Eq. (4.4) 中出现并因而
贡献于偏度的潮汐偏置 bK2 以及 εδ 等随机贡献。最后，将该方法用于观测数据时，还会受到通常并
不简单的巡天几何与掩膜的进一步影响。
下文仍忽略红移空间畸变及其他投影效应，讨论从 N 体模拟中提取的平滑暗晕密度场 δh,ℓ 的

矩。我们将在一般微扰偏置展开中推导矩的领先阶预言，并说明用这种方法估计的偏置参数与大尺
度暗晕 n 点函数所得参数之间的关系。为此，引入一个与 Eq. (4.1) 略有不同的偏置展开：

δh,ℓ(x) = bm
1 (Rℓ)δℓ(x) +

1

2
bm
2 (Rℓ)

(
[δℓ(x)]

2 − σ2(Rℓ)
)
+ bm

K2(Rℓ)
(
K2
ℓ (x)− ⟨K2

ℓ ⟩
)

+ εm
ℓ (x) + εm

δ,ℓ(x)δℓ(x) + · · · , (4.29)

其中 Oℓ 表示在尺度 Rℓ 上平滑的算符 O，且 K2
ℓ ≡ Kij,ℓK

ij
ℓ 。注意，这与直接平滑 Eq. (4.1) 所得

表达式不同：后者会给出 [δ2]ℓ，这里则是 [δℓ]
2。相应地，我们引入了一组不同的偏置参数，即依赖
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尺度 Rℓ 的矩偏置 bm
O(Rℓ)。bm

O、矩以及 Eq. (4.1) 中的 bO 之间的关系很快就会清楚。我们先从方差
开始：

σ2
hm(Rℓ) ≡ ⟨δℓ(x)δh,ℓ(x)⟩

lo
= bm

1 (Rℓ)σ
2(Rℓ)

lo
= b1σ

2(Rℓ)

σ2
hh(Rℓ) ≡ ⟨δh,ℓ(x)δh,ℓ(x)⟩

lo
= [bm

1 (Rℓ)]
2σ2(Rℓ) + ⟨(εm

ℓ )
2⟩ lo

= b21σ
2(Rℓ) + ⟨ε2ℓ⟩ , (4.30)

其中每一行在 lo极限下的第一个关系都来自矩偏置展开 Eq. (4.29)，第二个关系则来自大尺度偏置
展开 Eq. (4.1)。此外，

⟨(εm
ℓ )

2⟩ = ⟨ε2ℓ⟩ = P {0}
ε V −1

ℓ , (4.31)

其中 V −1
ℓ = [

∫
d3xW 2

ℓ (x)] 是滤波核 Wℓ ≡ WRℓ 体积的倒数。正如 Eq. (4.30) 所强调，这些结果只
在平滑尺度足够大、非线性与高阶导数修正均不重要时成立；二者分别按 σ4(Rℓ)与 R2

∗σ
2
1(Rℓ)标度，

其中 σn(Rℓ) 定义于 Tab. 4。
Eq. (4.30) 表明，在这一阶有 bm

1 (Rℓ) = b1，随机性的方差也一致。注意，这两个关系还分别会
受到 R2

∗σ
2
1(Rℓ) 阶和 R2

∗
∫
k
k2W 2

ℓ (k) 阶修正。这些修正不仅依赖滤波尺度 Rℓ，还依赖滤波器的形状，
特别是它在高 k 处的行为。
现在考虑三阶矩。我们特别关注暗晕–物质–物质矩，因为它们在领先阶不受随机贡献影响，因

而便于单独提取确定性偏置参数；更一般地，所有只含一次暗晕场的矩都具有这一性质。接下来可
以看出，Sec. 4.1的 n 点函数中出现的（重整化）偏置参数，与 Eq. (4.29) 定义的偏置参数之间的差
异在此显现。利用 Eq. (4.29)，暗晕–物质–物质矩在领先阶变为

⟨δ2ℓ (x)δh,ℓ(x)⟩
lo
= bm

1 (Rℓ)⟨δ3ℓ ⟩+
1

2
bm
2 (Rℓ)

〈
δ2ℓ
[
δ2ℓ − σ2(Rℓ)

] 〉
+ bm

K2(Rℓ)
〈
δ2ℓ
[
K2
ℓ − ⟨K2

ℓ ⟩
] 〉

= bm
1 (Rℓ)⟨δ3ℓ ⟩+ bm

2 (Rℓ)σ
4(Rℓ) . (4.32)

注意，在我们选择的偏置展开 Eq. (4.29)中，bm
K2(Rℓ)不贡献于 ⟨δ2ℓ δh,ℓ⟩。若例如用 G2 ≡ K2−(2/3)δ2

替换算符 K2，这一点就会改变 [254]。为了同时测量 bm
2 与 bm

K2，还需测量一个独立的三阶矩，特别
是一个包含平滑潮汐场的矩 [118, 245]：

⟨K2
ℓ (x)δh,ℓ(x)⟩

lo
= bm

1 (Rℓ)⟨K2
ℓ δℓ⟩+

1

2
bm
2 (Rℓ)

〈 [
δ2ℓ − σ2(Rℓ)

]
K2
ℓ

〉
+ bm

K2(Rℓ)
〈 [
K2
ℓ − ⟨K2

ℓ ⟩
]
K2
ℓ

〉
= bm

1 (Rℓ)⟨K2
ℓ δℓ⟩+

8

45
bm
K2(Rℓ)σ

4(Rℓ) , (4.33)

由此即可估计 bm
K2(Rℓ)。这里使用了 ⟨K2

ℓ ⟩ = (2/3)σ2(Rℓ)。对于 n 点函数，微扰论高阶项带来
(k/knl)

3+n 阶修正；与此类似，矩的高阶修正以 σ2(Rℓ) 的更高次幂进入，特别地，对 Eqs. (4.32)–
(4.33) 是 σ6(Rℓ) 阶。下面将说明，存在一个明确定义的流程，可把 bm

2 (Rℓ)、bm
K2(Rℓ) 映射到大尺度

极限下由 n 点函数测得的 b2、bK2；但二者并不相等。几乎所有关于偏置示踪体矩的文献都忽略了
这一事实（例如 [226, 254, 299]；值得一提的例外是 [245]）。其精确关系取决于物质功率谱的形状、
尺度 Rℓ 以及所用平滑滤波器的类型。
先简要说明一个技术细节。与 Sec. 4.1讨论的 n 点函数一样，偏置示踪体在某个物理尺度 Rℓ

上的矩也是可观测量。因此，Eqs. (4.32)–(4.33) 中的矩偏置同样是物理的重整化偏置参数，只是
其定义使用了与 n 点相关函数定义的偏置 bO 不同的重整化条件，如 Sec. 2.10.4所述。严格来说，
Eq. (4.29) 应写成重整化算符 [δ2]m(Rℓ)、[K2]m(Rℓ) 等；它们由 Eq. (2.130) 的重整化条件定义，而
不是由 Eq. (2.126) 定义；后者定义了 Sec. 4.1中使用的 [δ2]、[K2]。这意味着，在给定微扰论阶数
上，可以通过可计算的变换把两组偏置参数互相映射。
为得到 bm

O(Rℓ) 与 bO 之间的关系，我们把 Eqs. (4.32)–(4.33) 写成对领先阶暗晕–物质–物质双
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图 13: 对两种滤波器，偏置变换矩阵 MOO′［Eq. (4.36)］的矩阵元随 σ(Rℓ) 的变化：实空间球形顶
帽滤波器（下方粗线组）与高斯滤波器（上方细线组）。图中具体展示线性映射对单位映射的偏离。
上轴给出顶帽滤波器对应的平滑尺度 RTH

ℓ 。虚线表示高阶修正 ∝ σ2(Rℓ) 的数量级。

谱 Blo
mmh 的积分：

⟨δ2ℓ (x)δh,ℓ(x)⟩ = b1⟨δ3ℓ ⟩+
1

2
b2⟨δ2ℓ [δ2]ℓ⟩+ bK2⟨δ2ℓ [K2]ℓ⟩+ · · ·

lo
=

∫
k1

∫
k2

Wℓ(k1)Wℓ(k2)Wℓ(k12) (4.34)

×
{
b1B

lo
mmm(k1, k2, k12) +

[
b2 + 2bK2

([
k̂1 · k̂2

]2
− 1

3

)]
PL(k1)PL(k2)

}
.

对 ⟨K2
ℓ (x)δh,ℓ(x)⟩也可类似处理。现在可以看出 n点偏置 bO 与矩偏置 bm

O(Rℓ)之间差异的来源：前
者的定义不涉及任何尺度 Rℓ；该尺度只在偏置展开完成之后、对暗晕密度场作 δh → δh,ℓ 平滑时才
进入，因此相关函数包含 [O]ℓ。另一方面，与 bm

O(Rℓ) 对应的算符 [O]m(Rℓ) 涉及平滑后的线性密度
场与潮汐场［Eqs. (4.32)–(4.33)］，因而显式依赖尺度 Rℓ。若考虑拉格朗日空间中原暗晕密度场的
矩，可得到完全类似的结果，只需作 bO → bLO；在这种情况下，δℓ 的偏度为零。
比较 Eq. (4.32) 与 Eq. (4.34)，即可读出微扰论领先阶下不同偏置定义之间的关系。对线性偏

置参数，简单得到

bm
1 (Rℓ)

lo
= b1 , (4.35)

这与 Eq. (4.30) 一致。因此，只要可以忽略 σ2(Rℓ) 阶与 R2
∗σ

2
1(Rℓ) 阶的 NLO 修正，线性矩偏置就

严格等于由大尺度二点或三点函数推断的线性偏置。对二阶偏置，即使在领先阶也存在非平凡映射：

bm
O(Rℓ)

lo
=

∑
O′=δ2,K2

MOO′(Rℓ)bO′ , 其中 O,O′ ∈ {δ2, K2} 且

MOO′(Rℓ) = σ−4(Rℓ)

 1
2
⟨[δ2]ℓδ2ℓ ⟩ 1

2
⟨[K2]ℓδ

2
ℓ ⟩

45
8
⟨[δ2]ℓK2

ℓ ⟩ 45
8
⟨[K2]ℓK

2
ℓ ⟩


lo

. (4.36)
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注意 bδ2 = b2/2，且在领先阶 ⟨[δ2]ℓK2
ℓ ⟩ = ⟨[K2]ℓδ

2
ℓ ⟩。Fig. 13对两种不同滤波器，给出 MOO′(Rℓ) 的

三个独立矩阵元随 σ(Rℓ) 的变化；第四个矩阵元 MK2δ2 只是正比于 Mδ2K2。更具体地，图中展示
它们对单位矩阵的偏离。显然，通过 Eq. (4.32) 由矩推断的偏置，通常以强烈依赖 Rℓ 的方式显著
不同于由三点函数推断的偏置。Fig. 13中明显可见的 MOO′(Rℓ) 对 Rℓ 的依赖，是因为 PL(k) 并非
纯幂律（若是纯幂律，系数将与 Rℓ 无关），其有效幂律指数反而依赖平滑尺度 Rℓ。这些结果对拉格
朗日空间中的原暗晕矩同样成立。

尽管如此，两种偏置定义之间仍存在无歧义的变换。为得到正确变换后的偏置，关键是必须包
括给定阶上所有相关的偏置参数（二阶只有 2 个，但例如三阶有 4 个）。此外，若 σ2(Rℓ) 不够小，
关系 Eq. (4.36) 会受到显著非线性修正。高阶贡献的数量级，即 σ2(Rℓ)，由 Fig. 13中的虚线表示；
若该量不小，就无法在微扰论框架内把 bm

O(Rℓ) 与大尺度偏置 bO 联系起来。
对实空间球形顶帽滤波器，偏置变换矩阵 MOO′ 在数值上接近单位矩阵（取决于 Rℓ，偏离为

3–15%）。即便如此，对精密偏置测量而言，例如 b2 与 bm
2 (Rℓ) 之间的差异仍不可忽略。对高斯滤波

器，在所有有意义的滤波尺度上，b2 与 bm
2 (Rℓ) 的差异都很显著，不能忽略。考虑到二者对应不同的

矩，顶帽滤波器下 bm
δ2(Rℓ)与 bδ2 相当接近（假定 σ2(Rℓ)可忽略）或许令人意外。为理解原因，写成

Wℓ(k12) =Wℓ(k1)Wℓ(k2)fℓ(k1, k2, k̂1 · k̂2) . (4.37)

若 fℓ = 1，矩 Eq. (4.34)就退化为层级结果，并恢复 bm
δ2(Rℓ) = bδ2 +O(σ2(Rℓ))。对高斯滤波器，简单

有 fℓ = exp(−k1k2µR2
ℓ)。另一方面，实空间顶帽滤波器满足 W 2

ℓ (x) =Wℓ(x)/Vℓ，其中 Vℓ = 4πR3
ℓ/3

是滤波器体积。这意味着 ∫
k1

|W (k1)|2f(k1, k, µ) =
∫
k1

|W (k1)|2 = 1 , (4.38)

因而 f(k1, k, µ) 接近一。这解释了为什么对顶帽滤波器，⟨[δ2]ℓδ2ℓ ⟩ ≈ σ4(Rℓ) 而 ⟨[K2]ℓδ
2
ℓ ⟩ ≪ σ4(Rℓ)，

从而该滤波器下的矩偏置接近大尺度重整化偏置。
要确定 Eq. (4.36) 中 σ2(Rℓ) 阶的领先修正，必须分别计算 Phm 与 Bhmm 的 NLO 修正；其中

包含高阶偏置与高阶导数偏置。具体而言，bm
1 (Rℓ)［Eq. (4.30)］的领先修正由对 Eq. (4.22) 积分给

出，正比于 b1 的贡献刻画物质的非线性演化；但同一阶还有涉及另外四个偏置参数的额外贡献。暗
晕–物质–物质双谱的 NLO 贡献给 bm

2 (Rℓ) 带来的额外偏置参数更多。因此，要从矩得到严格且具有
预言力的偏置测量，必须限制在 σ(Rℓ) ≪ 1 的范围。低红移下，当元胞大小 Rℓ ≲ 50h−1 Mpc 时就
已出现显著非线性修正 [302]。

[303, 304]提出了一种相关但略有不同的 LIMD偏置参数测量方法：把给定红移处识别的暗晕追
溯到初始条件，从而得到暗晕的拉格朗日密度场 δLh (q)。把拉格朗日暗晕场 δLh 与物质密度场的非线
性变换作互相关，即可得到拉格朗日偏置参数，包括由高阶导数算符诱导的参数 [305, 306]。Hermite
多项式 HN 为测量拉格朗日 LIMD 偏置参数提供了一组适当基。具体而言，测量联合矩

MLCC
N (Rℓ) =

〈
[1 + δLh (q)]HN

[
δ
(1)
ℓ (q)

σ(Rℓ)

]〉
, (4.39)

其中 LCC代表“拉格朗日互相关”。关键在于，与上文讨论的矩方法不同，暗晕密度场本身不作平滑。
只需在拉格朗日暗晕位置 qi 计算 HN [δ

(1)
ℓ (qi)/σ(Rℓ)] 并求和，即可实现该方法。由于 Hermite 多项

式在高斯权重下正交，对零均值高斯变量 ν，它们具有有用的性质 ⟨HN (ν)HM (ν)⟩ = δNM ⟨ν2⟩N/2。
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在领先阶，前两个偏置参数可直接联系到大尺度重整化偏置 bN：16

MLCC
1 (Rℓ) = bL1

⟨δ(1)δ(1)ℓ ⟩
σ(Rℓ)

+O

(
R2

∗
⟨∇2δ(1)δ

(1)
ℓ ⟩

σ(Rℓ)

)

MLCC
2 (Rℓ) = bL2

(
⟨δ(1)δ(1)ℓ ⟩
σ(Rℓ)

)2

+O

(
R2

∗
⟨∇2δ(1)δ

(1)
ℓ ⟩

σ(Rℓ)

)
. (4.40)

由于这些是拉格朗日矩，其修正只来自高阶导数偏置项，从 bL∇2δ 开始；这与 PLhm 的情形相同，见
Eq. (4.12)[100, 156, 303–305]。因此，在 R2

∗⟨∇2δ(1)δ
(1)
ℓ ⟩ ≪ σ2(Rℓ) 的大 Rℓ 极限下，bLCC

N (Rℓ) 与大
尺度重整化拉格朗日偏置之间具有简单关系。这与上文讨论的矩偏置显著不同，根源在于该方法不
平滑暗晕密度场。作为参考，对顶帽滤波器，⟨δ(1)δ(1)ℓ ⟩/σ2(Rℓ) 取决于 Rℓ，数值约为 1.1–1.2。
在较小平滑尺度上，由 ∝ ∇2δ 等高阶导数项诱导的修正会变得重要。从一般偏置展开看，除

非 Rℓ 远大于所考虑暗晕的非局域尺度 R∗ ∼ R(M)，否则微扰展开就会失效。另一方面，在峰方法
（Sec. 6）中，Eq. (4.40) 的所有高阶导数贡献都受峰约束与滤波核控制，因此任意 Rℓ 下的测量均可
在该模型中解释 [例如见 304, 306]。该方法可以推广到测量多个不同拉格朗日偏置参数；[306] 测量
偏置系数 b(∇δ)2 就展示了这一点。Sec. 6.7将在峰形式体系下更详细地介绍这种方法。

4.3 散点图方法

现在转向一种常用的偏置测量方法；如下所示，它实际上是 Sec. 4.2所讨论矩方法的一种应用。
给定任意位置处平滑物质密度 δℓ(x)的固定数值，考虑该位置平滑暗晕密度场 δh,ℓ(x)的条件概率分
布：

P (δh,ℓ|δℓ) =
P (δh,ℓ, δℓ)

P (δℓ)
. (4.41)

注意，这里没有选择任何特殊位置，因此统计均匀性允许省略 PDF 宗量 x。下文所有矩都定义在
固定尺度 Rℓ 上，为清楚起见将省略下标 ℓ，并相应记 σ ≡ σ(Rℓ)。条件 PDFEq. (4.41) 已在文献中
得到广泛研究 [176, 307–309]。在模拟中可按以下方式利用 Eq. (4.41) 推断偏置 [17, 302, 307, 310]。
首先测量暗晕和物质的密度反差 δh,ℓ 与 δℓ；例如，可在模拟体积中随机放置半径为 Rℓ 的球，并统
计其中暗晕数目。随后制作“散点图”（见 Fig. 14），在不同 δℓ 分片内取 δh,ℓ 的平均，从而得到 δh,ℓ

与 δℓ 的平均关系。在无限统计量极限下，这在数学上对应于测量

⟨δh|δ⟩ =
∫
dδh δhP (δh|δ) . (4.42)

然后把 ⟨δh|δ⟩ 作为 δ 的函数，用二次或更高阶多项式拟合；多项式系数便给出散点图偏置参数的估
计。所需多项式阶数取决于 Rℓ：当平滑半径 Rℓ 很大时，物质涨落足够小，截断到三阶是适当的。因
此，与上一节推导矩时相同，下文假定平滑尺度 Rℓ 足够大，可以采用微扰处理。
先从线性理论开始。此时 δ 遵循方差为 σ2 ≡ σ2(Rℓ) 的高斯分布，暗晕超密度为 δh ≡ δh,ℓ =

b1δ + ε，其中 ε 是高斯随机变量。δh 的相应方差由 Eq. (4.30) 给出，因而

P (δh, δ)
∣∣∣
线性

∝ exp
(
−1

2
(δh, δ)C

−1(δh, δ)
⊤
)
, 其中 C =

 b21σ
2 + ⟨ε2⟩ b1σ

2

b1σ
2 σ2

 , (4.43)

在这一阶，⟨ε2⟩ ≡ ⟨(εm
ℓ )

2⟩ = P
{0}
ε V −1

ℓ 。由此得到

P (δh|δ)
∣∣∣
线性

∝ exp
[
−
(
δh − b1δ

)2
2⟨ε2⟩

]
. (4.44)

16Rℓ 对应于 [304]中的R0。注意，他们用 ⟨δ(1)
R(M)

δ
(1)
ℓ ⟩而不是 ⟨δ(1)δ(1)ℓ ⟩把结果转换为大尺度偏置，其中R(M)是暗晕的拉格朗日半径。

不过，对那里采用的 R0 ≥ 50h−1 Mpc，这在数值上的影响可以忽略（讨论见 Sec. 6.7）。此外，在 [304]的记号中，⟨δ(1)
R(M)

δ
(1)
ℓ ⟩/σ2(Rℓ) =

S×/S0。



图 14: 不同半径和红移的球形顶帽元胞内，暗晕密度反差 δh,ℓ 相对于物质密度反差 δℓ 的散点图，具
体数值标于图中。只纳入含 n = 50 个或更多粒子的暗晕，对应最小暗晕质量 1.17 × 1013 h−1M⊙。
实线表示二次多项式的最小二乘拟合，由此估计前两个 LIMD 矩偏置参数。从左上开始顺时针，各
情形下物质密度场方差依次为 σ2(Rℓ) = 0.085, 0.010, 0.006, 0.051。From [307].
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于是给定 δ 时 δh 的条件期望值简单为

⟨δh|δ⟩
∣∣∣
线性

= b1δ . (4.45)

因此，⟨δh|δ⟩ 对 δ 的导数，或等价地，对 ⟨δh|δ⟩ 作多项式拟合时线性项的系数，就给出（重整化）偏
置参数 b1 = bm

1 (Rℓ)。Eq. (4.44) 清楚表明，固定 δ 时 δh 的散布与随机性 ε 有关（见 Eq. (4.30) 与
[176]）。不过，这两点严格来说都只在 Rℓ → ∞ 极限下成立。对有限尺度 Rℓ，Eq. (4.44) 会受到涉
及二阶和三阶偏置参数的 NLO 项带来的 σ2 = σ2(Rℓ) 阶修正，正如 Sec. 4.2讨论二阶矩时一样。对
散点图偏置估计，P (δh, δ) 的非高斯性还会带来同阶的进一步修正。

现在考虑条件 PDF的领先非高斯贡献，即二阶贡献。在这一阶，PDF获得偏度；利用 Edgeworth
展开可写成

P (δh, δ)
∣∣∣
2nd

=

{
1− 1

6

[
⟨δ3⟩ ∂

3

∂δ3
+ 3⟨δ2δh⟩

∂2

∂δ2
∂

∂δh
+ 3⟨δδ2h⟩

∂

∂δ

∂2

∂δ2h
+ ⟨δ3h⟩

∂3

∂δ3h

]}
P (δh, δ)

∣∣∣
线性

.

(4.46)
把它代入 Eq. (4.42)，并在 δ = 0 处计算 ⟨δh|δ⟩ 对 δ 的二阶导数，得到

∂2

∂δ2

〈
δh

∣∣∣δ〉∣∣∣
2nd, δ=0

=
1

σ4

[
⟨δ2δh⟩ − b1⟨δ3⟩

]
+O(σ2) = bm

2 (Rℓ) +O(σ2) , (4.47)

其中使用了 Eq. (4.32)。这恰好是对 ⟨δh|δ⟩ 作多项式拟合所得二次项系数的两倍。因此，在大尺度
极限下，二阶散点图偏置测量恰好给出 Sec. 4.2针对同一滤波器 WRℓ 所讨论的二阶矩偏置。两者之
差来自按 σ2 标度、原则上可计算的 NLO 修正。若相对于尺度 Rℓ 上平滑的潮汐场构造条件 PDF
P (δh|K2)，也有类似结果。要把它联系到由 n 点函数测得的偏置，需要应用 Eq. (4.36) 中的变换。
不过，对于采用 Rℓ ≲ 40h−1 Mpc 和顶帽滤波器的测量，按 σ2(Rℓ) 标度的高阶贡献仍大于变换
Eq. (4.36) 的影响，如 Fig. 13所示。

Fig. 14展示不同元胞大小与红移下 δh,ℓ 对 δℓ 的典型散点图，以及对平均关系的多项式拟合
[307]；同样，多项式拟合系数就是用该方法推断的偏置参数。图注标出了每种情形下元胞内物质密
度的方差 σ2。对图中较大的元胞 Rℓ ≃ 80h−1 Mpc，二次多项式可以很好地拟合平均关系。拟合曲
率对应于二阶矩偏置 bm

2 (Rℓ)；具体而言，图中可见 bm
2 (Rℓ) 在 z = 0 为负、在 z = 0.5 为正。在游

走集与峰模型（Sec. 5–6）中，这源于固定质量 M ≳ 1013 h−1M⊙ 的暗晕在 z = 0 与 z = 0.5 具有
不同的峰显著度。
对 z = 0.5 的较小元胞结果（左下图），由每个元胞内暗晕数只能取整数导致的离散效应十分明

显。这表明元胞大小并不比平均暗晕间距大很多，而后者为 R(M) 量级。对于这样小的元胞，排斥
等非微扰效应会变得重要。这说明，小 Rℓ 下的散点图结果不能严格联系到大尺度微扰预言。

δh,ℓ 与 δℓ 之间的随机性造成 Fig. 14中平均关系周围的散布；微扰方法通过随机场 ε, εδ, · · · 将
其计入。只要散布很小，这种处理就是适当的［注意，⟨ε3⟩ 与 ⟨εεδ⟩ 都在领先阶贡献于 Eq. (4.46)，
尽管它们不进入 Eq. (4.47) 在 δ = 0 处的二阶导数］。基于这一观察，一些作者提出在非微扰范围内
用更一般的偏置分布函数替代确定性偏置展开 [175, 176]。另一种做法是用对数变换后的场 ln(1+ δ)
与 ln(1 + δh) 构造散点图 [311]。不过，这些小尺度测量严格来说只适用于元胞计数；其结果不能用
于计算通过直接配对计数估计的大尺度 n 点相关。

4.4 响应方法

下面转向另一种偏置测量方法，其动机来自 Sec. 3.2导出的峰–背景分裂严格定义。具体而言，暗
晕 LIMD 偏置参数通过暗晕丰度对无限长波密度扰动的响应［Eq. (3.4)］来测量；在实现上，依照
独立宇宙方法，运行一系列具有不同空间曲率的 N 体模拟。此外，还可以把这一思想推广到其他偏
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图 15: 上图：由独立宇宙模拟（绿色圆点）和成团统计（红色叉号；为清楚起见略作水平错位）得到的
线性暗晕偏置比较。不可见的误差棒小于标记尺寸。黑色实线是 Tab. 7中 Tinker等（2010）[312]给
出的 b1 最佳拟合曲线，绿色点划线是游走集峰（ESP）预言［由 Eq. (6.75)通过 PBS方法（Sec. 3.3）
导出］。蓝色虚线还给出了对 Tinker 等（2008）[313] 和 Sheth–Tormen[16] 质量函数采用常数势垒
B = δcr 并应用 Eq. (3.26) 所得结果（另见 Fig. 9）。下图：测量值与 Tinker 等（2010）拟合公式之
间的相对差异。From [314].

置参数，例如潮汐偏置或高阶导数偏置：修改初始条件，使其包含某些被放大的长波模构型，再测
量暗晕丰度对此的响应。我们用“响应偏置”统称所有这些方法。这里聚焦暗物质暗晕的 LIMD 偏
置参数 bN。
显然，这种方法仅适用于模拟示踪体，不能用于真实观测星系。不过，它对模拟有若干优点。第

一，该方法能直接分离所需偏置参数，无须同时拟合多个参数。第二，因为处理的是无限长波扰动，
所以不受有限波长模微扰论预言理论不确定度的限制（Sec. 4.1.4）。最后，对包含不同长波模的模拟
使用相同初始随机种子，可以在很大程度上抵消宇宙方差。原则上，在给定模拟体积下，这种方法
对偏置参数可达到比 n 点函数更高的统计精度。实践中能否实现这一点，取决于测量响应所用的具
体估计量（例如 [314, 315] 采用分箱暗晕计数，[316] 采用累积质量函数）。一般预期响应方法的统
计优势对高阶偏置更为显著；比较 Fig. 15下图与 Fig. 16左下图的误差棒即可看出这一点。
近期三篇论文应用了这一新方法 [314–316]；其中 [314] 推进到非线性阶，而 [315, 316] 只测量

线性偏置 b1。三项工作都发现响应法与 n 点函数对 b1 的测量彼此一致；对 [314] 而言，b2 也一致。
Fig. 15比较了由大尺度暗晕–物质互功率谱测得的暗物质暗晕线性偏置，和由独立宇宙响应测得的
结果 [314]。Fig. 16则展示二阶和三阶偏置 b2, b3 的类似结果。这明确表明，只要测量足够谨慎，两
种技术都会无歧义地测得同一组偏置参数（只要选择足够大的平滑尺度并应用变换 Eq. (4.36)，基
于矩的方法也同样如此）。[314] 还把不同红移的结果合并起来，给出了用 b1 表示 b2, b3 的拟合公式
（Fig. 17），因为他们发现这些关系与红移无关。拟合公式列于 Tab. 7。[310] 通过拟合实空间二点和
三点相关函数得到的 b2(b1) 拟合公式，与 Tab. 7所列结果一致；二者差异远小于测量误差棒。

Figs. 15–16还把模拟结果与将峰–背景分裂应用于普适质量函数（Sec. 3.3）所得预言作了比较。
一旦假定某个具体势垒 B，PBS 就允许从给定暗晕质量函数导出所有 LIMD 偏置参数 bN。最简单
且最常见的选择是 B = δcr。Figs. 15–16展示了把这一选择应用于 Sheth–Tormen（[317]；显式表达
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图 16: 左图上面板：与 Fig. 15相同，但展示二阶欧拉偏置 b2。下面板：测量值与游走集峰（ESP）
理论预言之间的相对差异。每个面板中的成团统计数据点都像 Fig. 15一样作了水平错位。右图：与
左图相同，但展示三阶欧拉偏置 b3。From [314].

式见 Eq. (3.31)）和 Tinker 等（2008）[313] 质量函数方案所得结果。尽管后者给出的质量函数非常
准确，通过 PBS 与简单坍缩阈值得到的线性偏置仍只在约 10% 水平上准确，早先的 [226, 227, 312]
已经表明这一点。b2 的一致性更差，在低质量端偏差可达 50%，尽管 PBS 预言与测量之间的绝对
差异和 b1 情形相近。
最后，Figs. 15–16还给出游走集峰（ESP）方法的偏置预言。该方法详述于 Sec. 6.8，并包含一

个受模拟结果启发的随机移动势垒。在高质量端，至少对 b1，它的表现好得多。这说明，在把 PBS
应用于普适质量函数的框架下，势垒选择是导出准确偏置参数的关键要素。在此必须注意，先前关
于 PBS 偏置参数不准确的结果 [226, 227] 都依赖简单常数阈值 B = δcr。这表明，误差的根源并非
峰–背景分裂本身。有趣的是，Fig. 17的结果说明暗晕高阶偏置参数仍具有某种普适标度行为：在不
确定度范围内，b2(b1) 与 b3(b1) 关系均与红移无关。因此，预期这些关系的拟合公式（Tab. 7）只弱
依赖宇宙学。
最后再次强调，“峰–背景分裂的不准确性”取决于如何定义 PBS。可总结如下：

• 如 Sec. 3所示，通过独立宇宙响应实现 PBS所导出的局域偏置参数，与大尺度 n点相关得到的
参数在物理上是同一组参数。两种方法在 N 体模拟中的实现已清楚证实这一点（Figs. 15–16）。

• 使用基于模拟校准随机移动势垒 [303, 318] 的普适质量函数导出的 PBS 偏置，对 b1 至少在高
质量端可达到百分之几的精度 [314]。

• 使用常数球对称坍缩势垒的 PBS，对 b1 的精度不优于 10%，对 b2 更差 [226, 227, 314]。

4.5 偏置测量概览

下面简要回顾模拟中暗物质暗晕及观测星系的偏置参数实际测量。随后回顾暗晕随机性的测量
与物理模型，也就是进入暗晕 n 点统计量的随机振幅 Pε, Bε, · · ·。

4.5.1 暗晕偏置

利用二点函数进行大尺度暗晕偏置的早期测量例如见 [16, 296, 319–321]。近期最精确的若干线
性暗晕偏置测量见 [312]；他们在大量 N 体模拟中利用大尺度 Phh(k)推断球对称超密度（SO）暗晕
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图 17: 独立宇宙模拟在不同红移处得到的欧拉偏置参数 b2（左图）与 b3（右图），分别除以 b1 后作
为 b1 的函数。虚线是三阶最佳拟合多项式，汇总于 Tab. 7。From [314].

的 b1（暗晕查找算法简介见D），并假定 P
{0}
ε = 1/nh。他们还用暗晕–物质互功率谱测得的线性偏置

参数交叉检验结果，发现完美泊松随机性（Sec. 4.5.3）的偏离在测量不确定度内不会显著影响偏置
测量。所得拟合函数对广泛的 SO 暗晕定义与 ΛCDM 宇宙学具有 5–10% 精度，汇总于 Tab. 7。注
意，b1 的普适性并不完美，也就是说，其质量与宇宙学依赖不能完全由参数 νc = δcr/σ(M)描述（见
[312]图 1）。如 Sec. 4.4详述，[314]表明该偏置拟合函数与响应偏置测量非常一致（见 Fig. 15）。已经
明确的是，在固定暗晕质量下，暗晕偏置 b1 还依赖其他暗晕性质。这称为组装偏置，将在 Sec. 4.6讨
论。
利用 n 点函数对大尺度非线性暗晕偏置参数的稳健测量，直到较近期才发表。[322, 323] 结合

暗晕二点与三点函数的测量，在假定欧拉 LIMD 偏置、即在 Eqs. (4.2)–(4.4) 中令 bK2 = 0 的条件
下推断 b1, b2。[323] 没有发现二点与三点函数测量完全一致（另见 [308]），这可能表明 bK2 是一个
重要成分 [118, 129]（见下文）。除友邻群（FoF）暗晕的领先阶双谱 Blo

hmm(k1, k2, k3) 外，[137, 267]
还纳入 Phm 的 NLO 修正，以测量 b1、b2、bK2 与 btd。注意，他们对算符 K2 与 Otd 采用了不同
参数化（各种参数化之间的关系见C）。[137] 令 b∇2δ = 0，并在 z = 0 纳入 k ≲ 0.1hMpc−1 的模作
拟合；[267] 则在双谱中拟合至 0.15hMpc−1，在功率谱中拟合至 0.3hMpc−1。由二点和三点函数
得到的线性与二阶偏置参数均彼此一致。
关于实空间测量，[301] 在 LIMD 偏置假设下分析 N 体模拟，发现结合二点和三点相关函数估

计的线性增长因子存在 10% 偏差。后来，同一小组 [254] 利用实空间暗晕–暗晕和暗晕–物质二点相
关函数，以及暗晕–物质–物质三点函数，测量了 b1、b2 与 bK2。他们发现由二点与三点函数测得的
b1 一致，并进一步证实，要正确拟合后者必须纳入 bK2。
下面简要讨论 bK2 与 btd 数值结果的意义。早期 bK2 研究发现其与拉格朗日 LIMD 预言 bK2 =

−2/7(b1−1)一致，其中包括 [129]；他们使用欧拉空间中的 Bmmh 测量，与 [118]使用的是同一个可
观测量。不过，后者发现低质量暗晕偏离拉格朗日 LIMD预言的证据，且 bK2 > −2/7(b1−1)。[254]
分析三点相关函数时也报告低质量暗晕具有类似偏离；但重要的是，他们得到 bK2 < −2/7(b1 − 1)。
相比之下，[121]利用拉格朗日双谱［Eq. (4.12)］所得结果表明，高质量端偏离拉格朗日 LIMD，而
低质量端 LIMD 拟合良好。随后，[137] 给出互功率谱 Phm 与双谱 Bmmh 的联合约束，如 Fig. 18所
示。虽然它们总体遵循拉格朗日 LIMD 预言的趋势，但在较小 b1 处有偏离迹象，对应于低质量暗
晕具有拉格朗日潮汐偏置 bLK2 < 0。最近，两项研究 [324, 325] 利用暗晕与由平滑密度场构造的二次
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图 18: 由 FOF 识别的暗物质暗晕之欧拉潮汐偏置参数 bK2，作为其线性欧拉偏置 b1 的函数。数
据点表示 [137] 在图示红移处的测量；虚线表示 [245] 利用拉格朗日空间暗晕矩在 z = 0 和 z = 1

测得并转换成大尺度欧拉偏置参数后得到的拟合公式。实线表示拉格朗日 LIMD 假设的预言 bK2 =

(−2/7)(b1 − 1)［Sec. 2.3］。

算符之间的互相关——这种方法最早由 [244] 提出——证实了这些结果。另一项近期工作 [326] 使用
Sec. 4.2所述方法直接测量 bLK2（理论背景见 Sec. 6.7），所得结果与拉格朗日 LIMD 一致，但误差棒
很大。最后，[245] 利用拉格朗日空间中的暗晕给出矩偏置 bm,L

K2 的不同估计。他们的“PBS 估计量”
对应于在拉格朗日空间应用 Sec. 4.3所述散点图方法，元胞大小取 Rℓ ≈ 150h−1 Mpc，因而高阶修
正受到强烈压低。注意，在我们的记号中，这给出的是矩偏置；他们利用 Sec. 4.2的结果作修正，从
而得到大尺度 bLK2。他们发现 bLK2 ̸= 0 的强证据：对低（高）质量暗晕，bLK2 为正（负）。他们由测
量得到的 bK2(b1) 拟合函数也画在 Fig. 18中。该结果与 [137] 的暗晕双谱结果存在显著分歧；这种
分歧可能源于从实测暗晕矩到大尺度偏置 bK2 的非平凡转换，显然值得进一步研究。
目前仅有少量基于 NLO 暗晕功率谱的三阶偏置参数 btd 测量 [137, 267]。[137] 发现如下组合与

拉格朗日 LIMD 预言大体一致［见 Eq. (C.23)］：

b3nl ≡ −32

21

(
bK2 +

2

5
btd

)
Lagr. LIMD

=
32

315
bL1 , (4.48)

它正比于 NLO 暗晕功率谱［Eq. (4.22)］中乘在 fnlo(k)PL(k) 前的偏置参数组合。第二个等号来自
bK2 与 btd 的拉格朗日 LIMD 预言。不过，[137] 对组合 b3nl 的约束基于它对 NLO 暗晕功率谱的贡
献，因而与高阶导数偏置 b∇2δ 的贡献强烈简并（见 Fig. 12）；[137] 假定 b∇2δ = 0。因此，还需要
进一步测量以打破 b3nl（或 btd）与 b∇2δ 之间的简并。

下面转向高阶导数偏置 b∇2δ。最早的约束来自检验大尺度偏置之尺度依赖的研究 [105, 327]，较
近期测量包括 [264]。对他们按照 [328] 表 1 定义的质量区间“2”，所得 b∇2δ 为 3[R(M)]2 量级；不
过，b∇2δ = 0 只在约 1.3σ 水平被排除，其他质量区间则没有得到约束。另一方面，[267] 使用文中
bcs 的两种不同定义［式 (18) 与式 (31)］时，给出的 b∇2δ 都远小于 [R(M)]2。因此，暗晕高阶导数
偏置的大小仍有很大不确定性。注意，b∇2δ 的贡献与由 bK2 + (2/5)btd 控制的 NLO 项在形状上存
在强简并（例如见 [197]；另见 Fig. 12）。因此，若没有对三阶偏置参数 btd 的独立约束（或假设），
就很难从暗晕功率谱提取高阶导数偏置。
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偏置 拟合公式 质量范围 暗晕查找器 参考文献

b1 = 1−Aναc [ν
α
c + δαcr]

−1 +Bνβc + Cνγc −0.4 ≲ νc ≲ 0.6 SO [312]

A = 1 + 0.24 y e−(4/y)4 , α = 0.44y − 0.88

B = 0.183, β = 1.5

C = 0.019 + 0.107y + 0.19e−(4/y)4 , γ = 2.4

b2 = 0.412− 2.143 b1 + 0.929 (b1)
2 + 0.008 (b1)

3 1 ≲ b1 ≲ 9 SO [314]

b3 = −1.028 + 7.646 b1 − 6.227 (b1)
2 + 0.912 (b1)

3 1 ≲ b1 ≲ 9 SO [314]

表 7: ΛCDM N 体模拟中已发表的暗物质暗晕偏置参数拟合公式。这些唯象拟合函数只应在其由
模拟校准的质量范围内使用；表中以 νc 或 b1 标出相应近似范围。倒数第二列说明暗晕的识别方式
（D）：球对称超密度（SO）或友邻群（FOF）算法。[312] 使用相对于背景物质密度定义的 SO 判据
∆SO 识别暗晕，其中 y = log10 ∆SO、νc = δcr/σ(M)，并固定 δcr = 1.686，与背景宇宙学无关；[314]
使用 ∆SO = 200 的 SO 查找器。注意，[227, 310] 给出的 b2(b1)、b3(b1) 拟合公式与 [314] 的结果在
误差棒范围内高度一致。这里选择后者，因为它在更宽的 b1 范围内作了校准。

在拉格朗日空间中，高阶导数偏置更容易测量；可使用暗晕–物质功率谱 [174, 259]，或使用
Sec. 4.2末尾讨论的 [304, 306] 投影方法。特别地，[174, 259] 测量了所谓峰偏置 b01；它与滤波核的
领先贡献一起贡献于 −bL∇2δ［Eq. (2.69)，位于 Sec. 2.6］。对质量 M ≥ 8 × 1012 h−1M⊙ 的暗晕，
他们得到 b01 ≈ 2[R(M)]2，只略微偏离随质量变化的简单 [R(M)]2 标度。该贡献对 bL∇2δ 的负号与
简单滤波所得结果相反；但如果暗晕由初始密度峰附近的拉格朗日区域坍缩而成，这正是预期结果
[221]（Sec. 6.6.1）。不过，由于暗晕速度偏置会影响高阶导数偏置的演化，如果不使用速度偏置振
幅与时间演化的模型，就无法把拉格朗日高阶导数偏置联系到其欧拉对应量 [152, 174, 329]（讨论见
Sec. 2.7）。此外，[306] 测得 bL(∇δ)2 ∼ −R(M)3.5（对应于其记号中的 χ1）。

Tab. 7汇总了近期发表的、关于主要暗晕偏置参数最精确的拟合函数。

4.5.2 星系偏置

如 Sec. 1.1所述，过去 50 年间，星系巡天已多次测量线性偏置参数 b1。这里简要回顾利用高阶
相关函数测量非线性偏置参数的工作。[330] 和 [331] 分别利用 IRAS（红外天文卫星）与 2dFGRS
（2dF 星系红移巡天）中的星系双谱，测量线性与二阶 LIMD 偏置参数（他们令 bK2 = 0）。对于
b2，IRAS 得到边缘探测 b2 ≈ −0.3，2dFGRS 的结果则与零一致；这与具有相同线性偏置 b1（分
别为 b1 ≈ 0.76 与 1.0）的暗物质暗晕预期大体相符。后来，[332] 表明，由暗晕质量函数的 PBS 关
系 Eq. (3.26) 预言的 b1 与 b2 关系，可以解释从 SDSS 数据提取的等边构型星系双谱振幅。[333]
测量了 SDSS 亮红星系（LRG）样本的三点相关函数。[334] 利用 WiggleZ 巡天的三点相关函数测
量 b2。对较新的 SDSS-III CMASS 样本，[335] 结合功率谱与双谱约束 b2，[336] 则使用三点函数。
此外，[337] 采用位置依赖相关函数 [338]——它对应于挤压极限下三点函数的积分——对同一星系
样本约束 b2。三项工作都强调，遗憾的是，这些估计仍受用于拟合偏置参数的模型中残余系统不确
定度限制，特别是红移空间畸变造成的不确定度。一种在压缩构型下估计双谱的相关方法，已用于
Lyman-α 森林功率谱与 CMB 透镜的互相关 [339]，以约束 Lyman-α 森林的偏置参数 b1 和 b2。
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4.5.3 随机性

本节迄今讨论的确定性偏置贡献，只是直到三阶的完整偏置展开 Eq. (4.1) 的一部分；完整展开
还包含随机项。现在讨论这些随机贡献，并限于模拟暗晕所得结果。定性图景也适用于星系；星系
中出现的额外随机效应将在 Sec. 9.1再次讨论。我们从研究最广泛的贡献 Pε(k) = ⟨ε(k)ε(k′)⟩′ 开始。
如果暗晕是平均共动密度（每对数质量区间）为 nh 的完美泊松样本，则 Pε(k) = P

{0}
ε = 1/nh。在

这一假设下，不同质量暗晕的散粒噪声也互不相关。这一预言可简洁写成 [340]

Pε(k;M,M ′) ≡ ⟨ε(k,M)ε(k′,M ′)⟩′ 泊松= δD(lnM − lnM ′)

nh(M)
. (4.49)

不过，对真实暗晕这只近似正确 [127, 177, 307, 341, 342]。在远小于暗晕拉格朗日半径 R(M), R(M ′)

的尺度上，暗晕中心落入给定元胞的概率确实是泊松过程，因此预期 Eq. (4.49) 准确。也就是说，
当 k ≫ [R(M) + R(M ′)]−1 时，Eq. (4.49) 应当成立 [340]。另一方面，在大尺度 k ≪ [R(M) +

R(M ′)] 上，暗晕模型范式（全面综述见 [343]）给出另一种约束。若假定所有物质都包含在维里化
暗晕内，那么物质的质量与动量守恒意味着：刻画大尺度极限暗晕随机性的矩阵 P

{0}
ε (M,M ′) =

limk→0 Pε(k;M,M ′)具有一个零本征值，其本征矢对应于按质量对每个暗晕加权 [177, 340]。这是因
为非线性物质功率谱的任何随机贡献都必须在大尺度上按 k4 标度 [344]。因此，在暗晕模型框架内，
所有暗晕的质量加权功率谱具有零随机性 [345]。若存在不属于任何质量暗晕的弥散物质成分，这一
约束不必严格成立。除上述两个极限外，目前没有关于 Pε(k;M,M ′) 的进一步稳健约束；不过如上
所述，预期两极限之间的过渡发生在暗晕拉格朗日半径对应的 k ∼ R−1(M)，这也正是决定高阶导
数偏置振幅的尺度。因此预期∣∣P {2}

ε

∣∣ ∼ [R(M)]2P {0}
ε , 其中 P {2}

ε ≡ ∂Pε(k)

∂k2

∣∣∣∣
k=0

, (4.50)

同时要记住，可能存在由 knl 而非 R(M)控制的贡献这一注意事项（Sec. 2.8）。重要的是，离开大尺
度极限后，随机性的测量依赖如何精确定义暗晕成团的“确定性”部分，例如是否依照 Sec. 4.1.4纳
入涉及高阶偏置的 NLO 修正。其原因是，确定性模型中未计入的高阶项可能贡献于推断所得随机
项（例如 [126, 127, 346]）。最后，若假定场 ε（暗晕）与 εm（物质）完全相关，就可为暗晕–物质互
功率谱的领先随机贡献［Eq. (4.22)］给出上限：

∣∣P {2}
εεm

∣∣ ≤√P {0}
ε P

{4}
εm , (4.51)

其中 P
{4}
εm 是 EFT 方法中物质功率谱的领先随机贡献（B.3）。

[177] 对暗晕随机性协方差进行了细致模拟研究；他们把它估计为

P̂ε(k;M,M ′) ≡
〈
[δh(k;M)− b1(M)δm(k)] [δh(k

′;M ′)− b1(M
′)δm(k

′)]
〉′
, (4.52)

具体做法是把暗晕质量范围（∼ 1013 − 3 · 1015 h−1M⊙）划分为 10 个数密度相等的区间，并利用
k < 0.024hMpc−1 上的 Phm(k) 确定线性偏置。有趣的是，他们确实发现 P̂ε(k;M,M ′) 有一个本征
值显著低于 1/nh，相应本征矢接近质量加权，正如上述暗晕模型论证所预期。这也反映在高质量端
P̂ε(k;M,M ′) 的矩阵元低于泊松预期。另有一个本征值显著大于 1/nh，其本征矢分量似乎接近二阶
偏置 b2(M)。其余本征值与 1/nh 一致。对 k ≲ 0.2hMpc−1，所有这些结果都近似与尺度无关。暗
晕随机性矩阵的结构与多示踪体方法有关：该方法在同一体积中使用多个加权示踪体，以降低由原
初非高斯性产生的尺度依赖偏置约束中的样本方差与散粒噪声（见 Sec. 7.6.2）。
通过一个拉格朗日空间原暗晕成团的玩具模型，可以定性理解所有这些特征；该模型结合小尺

度 r < R(M) 上的排斥与较大尺度 r > R(M) 上的非线性偏置 [178]。在包含二阶 LIMD 偏置的这
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一假设下，拉格朗日空间中原暗晕功率谱的随机贡献具有形式

Pε(k,M)
k→0
=

1

nh
+

1

2
(bL2 )

2

∫ ∞

R(M)

d3r [ξL(r)]
2 − (bL1 )

2

∫ R(M)

0

d3r ξL(r)− Vexcl , (4.53)

其中右侧第二项是在 I [δ2,δ2] 中被减去的 k → 0 极限，排斥体积为 Vexcl = 4πR3(M)/3。注意，尽
管 Eq. (4.53) 写在拉格朗日空间，大尺度极限下 Phh(k) 的常数随机贡献可以平凡地变换到欧拉空
间，因为线性阶有 δEh = δLh + δ。Eq. (4.53) 清楚表明，排斥降低随机性（因此产生 < 1/nh 的低本
征值），而非线性偏置增强随机性（因此产生 > 1/nh 的高本征值）。此外，随机贡献的尺度依赖由
尺度 R(M) 控制。此类微扰玩具模型很难在定量上吻合，因为如 Sec. 2.8所述，低 k 功率谱的随机
贡献本质上是非微扰的（非微扰但一维的方法见 [347]）。

最后简要讨论暗晕 n 点函数中另外两个随机振幅 P
{0}
εεδ 与 B

{0}
ε 的理论预期。首先，对泊松散粒

噪声，偏度为 B
{0}
ε = (nh)

−2；更具体地，如果不同质量暗晕计数的随机性相互独立，则有 [340]

Bε(k;M,M ′,M ′′) ≡ ⟨ε(k,M)ε(k′,M ′)ε(k′′,M ′′)⟩′ 泊松= δD(lnM − lnM ′)δD(lnM − lnM ′′)

[nh(M)]2
.

(4.54)
排斥与非线性偏置对泊松双谱的修正，其大小与 Pε 情形相近 [348]。在与 Eq. (4.49) 和 Eq. (4.54)
相同的假设下，暗晕的 ε 与 εδ 互相关为 [323, 340, 349]

Pεεδ(k;M,M ′) ≡ ⟨ε(k,M)εδ(k
′,M ′)⟩′ 泊松= 1

2
b1(M)

δD(lnM − lnM ′)

nh(M)
. (4.55)

这一结果的解释很简单：大尺度密度扰动 δ 会调制局域暗晕丰度，线性阶有 δh = b1δ，从而相应地
调制散粒噪声振幅。

在此值得联系一些早期文献 [116, 176, 350]。它们没有使用关系 Eq. (4.2)，而是定义依赖尺度
的偏置 b̌1(k) 与相关系数 řgm(k)，由此纳入随机性：

Phh(k) = [b̌1(k)]
2Pmm(k); Phm = b̌1(k)řgm(k)Pmm(k) , (4.56)

一些文献还从暗晕自功率谱中减去泊松预期，即 Phh → P p.sub.
hh (k) ≡ Phh(k)− n−1

h 。[351, 352] 采用
了 Eq. (4.56) 的实空间版本。它们可通过下式联系到 Eq. (4.2) 定义的量 [353]：

b̌1(k) = b1

√
1 + P

{0}
ε /[b21Pmm(k)] ; řgm(k) =

b1

b̌1(k)
. (4.57)

在减去泊松项的情形，这里的 P
{0}
ε 应替换为 P

{0}
ε − n−1

h 。[354] 在这一参数化中纳入单圈非线性演
化。[350] 从大尺度 SDSS 星系估计 b̌1(k) 和 řgm(k)，发现它们显著偏离泊松预期。不过，[355] 指
出，这可能由选择函数误差造成，并估计相关系数大于 0.9；[356] 利用元胞计数分析 2dF 星系，也
得到类似的高值 > 0.95。
参数化 Eq. (4.56)不能清楚地区分大尺度物质功率谱形状与暗晕形成的小尺度物理；在 Eq. (4.2)

中，二者通过常数 b1, P
{0}
ε 纳入。等价地说，它没有清楚分离确定性贡献与随机（噪声）贡献。因

此，现代文献更倾向于使用 Eq. (4.2)。

4.6 暗晕组装偏置

迄今只考虑了暗晕偏置参数对质量和红移的依赖。不过，现在已经明确，在固定质量和红移下，
暗晕偏置还依赖暗晕的多种其他性质。这些依赖统称为组装偏置。本节简要概述相关结果。
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最初的数值研究没有为暗晕成团依赖其他性质提供确凿证据 [357, 358]，但 [359–361] 表明，在
固定暗晕质量和红移下，稠密区域中的暗晕比欠密环境中的暗晕在略高红移处坍缩。这里的局域环
境密度定义为以暗晕为中心、半径 Renv ∼ 数个 h−1 Mpc 的球内物质密度。预期局域环境密度与暗
晕形成时刻相关；事实上，[362] 发现固定质量下暗晕偏置对形成时刻的依赖，如 Fig. 19所示。由于
暗晕轮廓形状或浓度也与暗晕组装历史相关 [363, 364]，人们也在浓度方面发现了组装偏置。此后，
若干其他暗晕性质中也发现了组装偏置，而且很可能无法完全用暗晕形成历史解释 [365]。在讨论其
对暗晕偏置模型的影响前，先概述迄今文献中发现的趋势：

• 浓度：该参数量化球对称平均暗晕轮廓的形状。可将 NFW 形式轮廓 [366] 拟合于实测暗晕轮
廓来确定，也可令实测暗晕最大圆周速度匹配 NFW 轮廓预言。后一估计对次结构敏感，与暗
晕轮廓形状的联系不够可靠。

• 形成红移：通常定义为暗晕主先驱组装到最终暗晕质量 50% 时的宇宙学红移。因而较大的形
成红移对应于较早形成或较老的暗晕。

• 拉格朗日斜率：定义为 d⟨δ(1)⟩原暗晕/dM。[367] 通过估计拉格朗日原暗晕区域的超密度，并利
用实测暗晕组装历史对质量求导来测量它（即首先移除最后加入暗晕的粒子）。

• 自旋参数：它度量暗晕角动量，定义为 λ = |J |/(
√
2M∆V∆R∆)。其中 R∆, M∆ 分别表示平均

密度达到背景物质密度 ρm 的 ∆ 倍时的半径及其内部质量，V∆ = (GM∆/R∆)
1/2 是 R∆ 处的

圆周速度。

• 暗晕球度：定义为 R∆ 内对角化惯性张量最小与最大本征值之比的平方根。

• 速度各向异性：参数 β 定义为 β = 1− σ2
v,t/(2σ

2
v,r)，其中 σ2

v,t, σ
2
v,r 分别是暗晕内平均切向与

径向速度弥散。β = 0 对应各向同性速度弥散；正值表示轨道更偏向径向，负值则表示轨道更
接近圆形。

• 次暗晕质量分数：定义为 R∆ 内总质量中以自束缚次结构形式存在的比例。主次暗晕质量分数
也呈现类似趋势 [231]。其他与次暗晕有关的性质包括次暗晕数目，以及它们到主暗晕质心的
平均距离 [365]。

• 晚期吸积率：沿暗晕主先驱追踪，定义为 d lnM∆/d ln a = −d lnM∆/dz。

Tab. 8汇总了文献中上述性质所呈现的趋势。我们把趋势分为低质量暗晕与高质量暗晕两类，用
在红移 z 坍缩之暗晕的特征质量 M⋆(z) 区分，其定义为

σ(M⋆, z) = δcr . (4.58)

这里聚焦线性偏置 b1 的趋势；只有 [302, 370, 371]测量了高阶 LIMD偏置参数中的组装偏置，并发
现高阶偏置也具有相同定性趋势。Tab. 8中的大部分结果针对以球对称超密度法识别、∆ = 200 的
暗晕；[369] 的结果则针对 FoF 暗晕。近期，[372] 研究了组装偏置对暗晕定义的依赖，发现审慎选
择定义虽可减轻组装偏置，却不存在能吸收全部组装偏置效应的单一暗晕定义。显然，Tab. 8所示
趋势只是偏置与暗晕性质所有可能相关中的一部分。例如，[373] 最近发现偏置与到最近的更高质量
暗晕之距离存在显著趋势（“邻居偏置”）。
尽管文献报道的结果总体上相当一致，比较不同结果时仍有一个重要注意事项：由于偏置由不同

方法、在不同尺度上估计，它们严格来说不必一致。[231, 362, 363, 365, 367, 369]使用 10–60h−1 Mpc
尺度上的暗晕相关函数，[302] 则使用矩；这些文献都没有把结果转换为严格大尺度极限下的偏置参
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暗晕性质 低质量暗晕 高质量暗晕

浓度1 [230, 231, 302, 363, 365, 368–371] ↗ ↘

形成红移 [230, 231, 362, 363, 365, 368] ↗ →

拉格朗日斜率 [367] ↗

自旋参数 [231, 365, 369, 371] ↗ ↗

球度2 [369, 371] ↗ ↗

次暗晕质量分数3 [231, 365] ↘ ↗

速度各向异性 β [369] ↘ ↘

晚期吸积率4 [365, 371] ↘
1注意，文献采用了不同的浓度定义。[230, 363, 365, 368, 370] 使用由密度轮廓拟合得到的浓度，
[231, 302, 369, 371] 则使用由最大圆周速度得到的浓度。

2暗晕内部速度场的球度也呈现类似趋势 [369]。
3 [365] 对高质量暗晕使用次暗晕数目与平均间距，发现相同趋势。
4 [371] 发现的趋势并非严格单调。

表 8: 文献所报告组装偏置趋势的概览。向上箭头表示偏置随该性质数值增大而增大，向下箭头表示
偏置减小。水平箭头表示趋势不存在或很弱，无符号表示没有已知约束。“低质量”与“高质量”暗
晕分别指 M ≪M⋆ 与 M ≫M⋆ 的暗晕。

数。[230] 采用 k ≲ 0.1hMpc−1 上的暗晕–物质互功率谱；按照 Sec. 4.1的讨论，它应能相当准确地
测量大尺度线性偏置。最后，[370, 371] 使用基于独立宇宙模拟的响应方法，因而严格恢复大尺度偏
置参数。注意，[374] 近期在暗晕相关函数中报告了强烈依赖尺度的组装偏置特征，不过它们仅限于
很小的 r ≲ 10h−1 Mpc 尺度。
对低质量暗晕，晚形成（较年轻）的暗晕浓度更高，但其偏置低于早形成（较老）、浓度更高的暗

晕。对于高质量暗晕，组装偏置随浓度的这一趋势发生反转。至今尚未在组装偏置随形成时刻的关
系中确凿探测到这种反转。高质量端随浓度变化的趋势可以在游走集方法中解释，见 Sec. 5.10。注
意，这需要超越基于尖锐 k 空间滤波器的经典游走集理论形式 [375, 376]；在经典形式中，坍缩形成
暗晕的涨落与更大尺度、即其环境，在统计上相互独立。
另一个有趣趋势是对暗晕拉格朗日密度轮廓斜率的依赖。[367] 发现，斜率更陡（更负）的高质

量暗晕，其偏置小于斜率较缓的暗晕。若较缓斜率对应较低最终浓度，这一趋势就与浓度方面的结
果一致。另一方面，若把拉格朗日斜率与暗晕晚期吸积率联系起来，使较缓（较不负）的斜率对应更
高吸积率 [376]，则相对于拉格朗日斜率发现的暗晕组装偏置，与直接测量吸积率所得结果 [371] 符
号相反。
在低质量端（M ≲ M⋆），偏置随浓度的趋势反号，浓度更高的暗晕成团更强。在这一范围内，

偏置随形成时刻也有强烈趋势：早形成暗晕成团更强。Fig. 19按形成红移划分给定质量暗晕，展示
了这一低质量趋势；当 M ≲ M⋆ 时，效应变得非常显著。[377–379] 提出，低质量端的组装偏置源
于与更大邻近暗晕的潮汐相互作用。大质量邻近暗晕的潮汐场会在晚期抑制这些“受扰”或“回溅”
低质量暗晕的质量吸积。这样的潮汐剥离显著影响许多场暗晕的形成历史。[380] 的细致放大模拟研
究，以及 [381] 发现的暗晕偏置与潮汐场（在数个暗晕维里半径尺度上估计）之间的相关，都支持这
一图景。
在观测上约束暗晕组装偏置十分困难，因为至少需要识别两个可观测代理量：一个代表暗晕质

量，另一个在固定质量下与暗晕形成时刻或轮廓形状相关。给定样本的平均暗晕质量可由引力透镜
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图 19: z = 0 处识别的暗晕偏置，作为质量与形成红移的函数；形成红移即质量最大先驱暗晕达到
最终暗晕质量一半时的红移。黑色点线表示给定质量区间的平均偏置，红色和蓝色实线分别表示最
老与最年轻的 20% 暗晕。类似地，红色和蓝色虚线表示最高与最低的 10% 分位。注意，暗晕质量
以 M⋆［Eq. (4.58)］为单位。From [362].

约束。文献曾宣称多次探测 [382–385]，但由于不同投影与选择效应会模拟组装偏置信号，这些探测
都受到质疑 [386, 387]。[386, 387] 给出的上限仍完全符合标准 ΛCDM 宇宙学预期的组装偏置水平。
最后值得指出，组装偏置对把星系填入暗晕的星系成团唯象方法十分重要；最著名的方法是暗

晕占据分布与次暗晕丰度匹配，我们将在 Sec. 9.1回顾。这是因为某些类型星系可能优先居住在给定
质量范围内例如较早形成的暗晕中。于是，它们的成团不会追随该质量下所有暗晕，而只追随一个
特殊子集；组装偏置使该子集具有不同的成团性质 [388–390]。Sec. 9.1将回到这一点，不过这里先强
调：该问题不影响一般微扰偏置展开。由于偏置参数直接描述星系统计量，无须经过固定质量暗晕
成团这一中间步骤，这种方法对组装偏置完全不敏感。
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5 暗物质暗晕分布的游走集方法

本章目录
5.1 暗物质暗晕形成的一般考虑 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 96
5.2 从 Press–Schechter 到游走集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.2.1 暗晕形成的球对称坍缩模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 99

5.2.2 Press–Schechter 形式体系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 100

5.2.3 云中云问题及其解决方案 * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102

5.3 游走集形式体系：基本设置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
5.4 生存概率、暗晕质量函数与偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 105
5.5 游走集的数值解：Langevin 方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.5.1 采用 sharp-k 滤波器的蒙特卡洛解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 106

5.5.2 采用一般滤波器的蒙特卡洛解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 107

5.6 解析方法 I：步长不相关的游走集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
5.6.1 采用 sharp-k 滤波器的完全独立（马尔可夫）步长 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108

5.6.2 采用 sharp-k 滤波器的暗晕偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 109

5.6.3 在马尔可夫（sharp-k）解附近展开 * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 110

5.7 解析方法 II：步长相关的游走集 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112
5.7.1 完全相关步长的首次穿越 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 112

5.7.2 上穿概率分布函数 * . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113

5.7.3 暗晕质量函数与偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 114

5.8 小结：标准游走集形式体系中的暗晕偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
5.9 超越球对称坍缩模型 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 116
5.10 游走集形式体系中的暗晕组装偏置 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 119

本章与下一章将综述两种发展成熟的暗晕形成物理模型对暗物质暗晕偏置的预言：游走集形式
体系（本章）和峰方法（Sec. 6）。为了建立整体框架并说明这些模型的基本物理假设，我们首先讨
论近期数值模拟对位力化暗晕与初始密度场中其先祖之间联系的研究（Sec. 5.1）。
随后，我们详细介绍球对称坍缩解（Sec. 5.2.1），它给出了暗晕形成的理想化模型，并自然确

定了晚期形成暗晕的拉格朗日区域（原暗晕）的典型平均过密度。该分数过密度 δcr 例如可以用于
Sec. 2.1介绍的简单拉格朗日阈值模型。不过，若像 Press–Schechter 理论（Sec. 5.2.2）那样直接应
用，所谓的云中云问题（Sec. 5.2.3）会使阈值模型给出的质量函数（单位质量区间内的暗晕数密度）
无法正确归一化：对所有暗晕质量积分后，暗晕所含物质密度仅为实际可用物质密度的一半。游走
集形式体系（Sec. 5.3）通过加入首次穿越条件解决了云中云问题。后续各小节将讨论具有恒定阈值
δcr 的游走集形式体系（Sec. 5.4–5.8）以及一般阈值（Sec. 5.9中的移动模糊势垒）对暗晕质量函数和
偏置的预言。最后，我们将在 Sec. 5.10从游走集形式体系的角度重新考察组装偏置现象（Sec. 4.6）。
在 Sec. 5和 Sec. 6中，分析始终在拉格朗日空间内进行，并使用半径 R 上平滑的线性密度反差

δ
(1)
R 。因此，本章和下一章将相对于前文简化记号，使其更接近相关文献的惯例。为便于查阅，常用
符号列于 Tab. 9（第 101页）。

在深入讨论 Sec. 5.2–5.7将介绍的标准游走集图景之前，先概述该图景对暗晕偏置的定性预言。
由于计算中唯一出现的量是平滑后的线性密度场 δ

(1)
R (q)，拉格朗日暗晕密度场可写成 δ

(1)
R 及其关于
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R 的导数的局域函数。具体地，

δLh (q)
∣∣∣
exc. set

= F
[
δ
(1)
R (q), ∂δ

(1)
R (q)/∂R, · · ·

]
= bL1 δ

(1)(q) +
1

2
bL2 [δ

(1)]2(q) + · · ·

+ bL∇2δ∇2δ(1)(q) + bLδ∇2δδ
(1)(q)∇2δ(1)(q) + · · ·

+ bL∇4δ∇4δ(1)(q) + · · · , (5.1)

这里以及本章后文均省略时间宗量，因为所有量都已线性外推至识别暗晕的时刻 τ0。上式使用了如
下事实：平滑 δ(1) → δ

(1)
R 引入的高阶导数项都可以写成 ∇2nδ(1)（见 Sec. 2.6），∂δ(1)R /∂R 也同样如

此。因此得到的是包含部分高阶导数项的拉格朗日 LIMD 偏置展开。注意，标准游走集并不预言随
机贡献，尽管实际应用中经常经验性地加入散粒噪声项 ε。我们将在 Sec. 5.9推广这一游走集图景，
进一步计入拉格朗日空间中的潮汐场并讨论阈值的随机性；这些效应会在 Eq. (5.1)之外为偏置展开
带来额外贡献。

5.1 暗物质暗晕形成的一般考虑

数值模拟使我们能够追踪暗物质暗晕的完整形成历史，从而检验游走集或峰等拉格朗日方法所
作近似的有效性。可以逐个研究低红移处识别出的暗晕与初始条件中其先祖——即所谓的原暗晕
——之间的对应关系。这里，原暗晕是把属于位力化暗晕的暗物质粒子追溯到其初始位置后得到的
拉格朗日区域。因此，质量为 M 的原暗晕的典型共动尺度，就是在平均共动物质密度 ρm 下包围质
量 M 的拉格朗日半径 R(M)。

在游走集形式体系中，原暗晕被建模为尺度 R(M) 上平滑的线性物质密度超过阈值 δcr 的区域；
此外，任何被更大平滑尺度上识别出的越阈区域所包含的区域都要排除。另一方面，峰方法把原暗
晕建模为尺度 R(M) 上平滑的线性密度的局域极大值。

文献 [391] 最早研究了初始密度场中的峰与原暗晕之间对应关系的稳健性。他们分析了盒子较
小（L ∼ 14h−1 Mpc）、含 323 个粒子的 N 体模拟，得出结论：能够分辨的暗物质暗晕优先形成于
初始密度场的高峰附近。然而，文献 [392] 使用更大盒子（L = 50h−1 Mpc）中演化 1443 个粒子的
模拟，发现初始密度峰与坍缩暗晕之间的联系相当弱。[393] 在尺寸 L ≃ 85h−1 Mpc、含 2563 个粒
子的 N 体模拟中研究了原暗晕性质，部分证实了这一结论；他们发现，近一半星系尺度的原暗晕在
其拉格朗日体积内不包含线性密度峰。
近期，文献 [394] 利用两个分别位于 1200 和 150h−1 Mpc 盒子中的高分辨率 10243 粒子 N 体

模拟重新考察了这一问题。他们发现，几乎所有原暗晕都追踪线性外推密度反差满足 δ
(1)
R ≳ O(1)的

拉格朗日区域。此外，在两个模拟中，当平滑质量尺度取为 0.7M ≤Mpk ≤ 1.3M 时，由 FoF 算法
识别且 NFoF > 100 的全部暗晕中，多达 ∼70% 能够与线性密度场中的峰正确对应（即峰位于暗晕
的拉格朗日区域内；Fig. 20）。这里，M 是由束缚暗物质粒子数给出的实际暗晕质量，而 Mpk 是峰
质量，即滤波器所包围的质量。把搜索范围扩展到 0.5M ≤Mpk ≤ 2M 后，峰对应比例提高到 85%。
此外，该比例强烈依赖暗晕质量：对于 M > 5× 1014 h−1M⊙ 的暗晕，多达 ∼91% 形成于具有预期
特征质量的峰附近。
然而，不可忽略的一部分暗晕在预测质量与实测质量之间存在显著差异。例如，在粒子数 > 100

的暗晕中，约 20% 满足 Mpk < M；其中又有 15% 在真实暗晕质量尺度四倍以内的任意质量尺度上
都不包含峰。作者把它们称为“无峰”暗晕（见 Fig. 20上排面板）。“无峰”暗晕的比例随质量降低
而增加，这反映出：暗晕质量越低，把以密度峰为中心的扰动近似为孤立的球对称坍缩就越不准确。
这些数值结果有助于理解拉格朗日偏置模型中各种近似的适用性。Sec. 5.2–Sec. 5.8讨论的标准

Press–Schechter 理论和游走集理论依赖两个关键假设：



图 20: 四个原暗晕附近过密度场的例子。上排面板给出满足 Mpk < Mhalo/4 的暗晕，其中 Mpk 是
发现峰时滤波半径 R 内包围的质量。下排面板给出两个质量相近、但满足 Mpk ≈Mhalo 的暗晕。线
性外推密度场使用 R = R(Mhalo) 的球形顶帽滤波器平滑。属于 z = 0 时 FoF 暗晕的粒子用红点表
示。各面板中的等高线突出显示暗晕附近的密度梯度；橙色曲线表示密度反差 δR = 1，粗黄色曲线
表示球对称坍缩阈值 δR = δcr = 1.686。From [394].
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图 21: 二维高斯密度场 δ(R) 在不同尺度 R 上平滑后的示意图：0.4h−1 Mpc（左上）、1h−1 Mpc
（右上）和 2h−1 Mpc（左下）。区域边长为 50h−1 Mpc。在右下面板中，我们叠加了 R = 1h−1 Mpc
与 R = 2h−1 Mpc 的密度场，并画出球对称坍缩阈值（δcr = 1.686，黑色平面）。在游走集方法中，
暗晕质量分数被设为平滑尺度 R(M) 上越过阈值的面积比例。注意，有些区域在较大的平滑尺度
R = 2h−1 Mpc 上超过阈值，但在 R = 1h−1 Mpc 上低于阈值。这说明了 Sec. 5.2.3讨论的所谓云中
云问题。

• 暗物质暗晕的坍缩近似为球对称；

• 原暗晕区域的线性外推过密度 δ
(1)
R 等于球对称坍缩阈值 δcr，见 Eq. (5.9)。

根据上述数值研究，这些假设预计只在高质量 M ≫ M⋆ 情形下成立。为提高拉格朗日偏置模型的
精度，可以再计入两个重要因素：

• 剪切场，它预计部分造成“无峰”暗晕以及临界密度阈值的质量依赖。作为第一步近似，可以
用 Sec. 5.9讨论的移动势垒描述剪切效应；

• 峰约束，即暗晕在初始密度场的局域极大值附近坍缩这一事实。Sec. 6将重点讨论这一推广。

峰约束解决了游走集形式体系的一项根本局限。该局限源于如下假设：质量大于 M 的暗晕所
包含的总质量分数，等于滤波尺度 R = R(M) 上超过阈值的平滑拉格朗日区域所占的总体积分数。
要使这一假设成立，暗晕内部所有点的平滑密度都必须超过阈值；真实暗晕并不能保证这一点。特
别是，取决于密度轮廓，暗晕外部区域的平滑密度可能显著低于阈值（示意见 Fig. 21）。事实上，把
恒定阈值游走集形式体系计算出的暗晕质量函数与 N 体模拟比较可知，该理论低估了大质量暗晕
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的丰度 [318, 395, 396]。而且，这一假设正是游走集形式体系的基础；其中可调的两个部分——坍缩
阈值的尺度依赖与模糊性——都不直接对应上述缺陷。峰形式体系（Sec. 6）把暗晕的中心定义为密
度场的峰，从而处理了这一问题；这样计算暗晕丰度时就不再需要依赖体积分数。近期，人们在游
走集峰拟设中结合了两种方法的优点，详见 Sec. 6.8。

5.2 从 Press–Schechter 到游走集

5.2.1 暗晕形成的球对称坍缩模型

考虑膨胀宇宙中一个初始半径为 Ri、密度均匀且初始平均密度反差为∆i的球形区域 [108, 397]。
初始时刻的平均共动物质密度记为 ρm,i ≡ ρm(ti)，因此该过密区域的总质量为M = (4π/3)R3

i ρm,i(1+

∆i)。为简单起见，这里只讨论爱因斯坦–德西特（EdS）宇宙；宇宙学常数和空间曲率的影响也很容
易纳入 [376, 398]。
嵌入 FRW 时空中的球对称扰动，其内部演化独立于周围时空，只由所包围的总质量决定 [399–

401]。球形区域半径 R 的运动方程为

d2R

dt2
= −GM(< R)

R2
= −4πG

3
ρm,i(1 + ∆i)

R3
i

R2
= −H

2
i R

3
i

2R2
(1 + ∆i), (5.2)

其中 Hi = 2/(3ti) 是初始时刻 ti 的哈勃率。值得注意的是，Eq. (5.2) 对任意大尺度的球对称扰动
均成立；也就是说，无须假设 R≪ H−1。对时间积分一次，得到能量守恒方程：

1

2
Ṙ2 − H2

i R
3
i

2R
(1 + ∆i) = constant ≡ E . (5.3)

若 E > 0，即初始膨胀速度满足 Ṙi ≥ HiRi
√
1 + ∆i,则球形区域不受束缚；若 E < 0，它最终会达到

转向点并重新坍缩。当 ∆i ≪ 1时，可通过匹配线性绝热增长模得到初始速度 Ṙi = HiRi(1−∆i/3)。
此时总能量为

E = −5

3

(HiRi)
2

2
∆i, (5.4)

令 Ṙ = 0 并由 Eq. (5.3) 求解 R，即可得到转向半径（即最大半径）：

Rta =
3

5

(
1 + ∆i

∆i

)
Ri . (5.5)

Eq. (5.2) 的精确解是一条摆线，可用变量 θ 参数化：

R =
Rta

2
(1− cos θ) , t = tta

π
(θ − sin θ), (5.6)

其中 tta 是转向时刻（θ = π）。注意到这一情形与开普勒径向轨道相似（半长轴为 R = Rta/2，周期
为 T = 2tta），可利用开普勒第三定律得到 Rta 与 tta 的关系 8GMt2ta = π2R3

ta。
参数解给出 θ 与过密度 ∆ 的关系：

1 + ∆ =
ρm,i(1 + ∆i)R

3
i

ρmR
3

= (1 +∆i)

(
t

ti

)2(
Ri
R

)3

=
9

2

(θ − sin θ)2
(1− cos θ)3 . (5.7)

在早期（θ ≃ θi），该解恢复 EdS 宇宙中的线性增长模 ∆(t) ≃ 3θ2/20 ≃ ∆i(t/ti)
2/3 ∝ a(t)。此外，

把 ∆(t) 按 a(t) 的幂展开时，各高阶项的系数恰好等于微扰论中密度场第 n 阶贡献里算符 δn 的系
数（例如二阶的 17/21、三阶的 341/567，等等）。随后，球形区域随时间发生非线性演化，在转向
时刻（θ = π）达到 1 + ∆ta ≃ 9π2/16 ≃ 5.55。
球对称坍缩模型预言在 θ = 2π 时坍缩到奇点 R = 0，这显然不符合物理。实际上，一旦质量壳

层在物理空间中交叉，梯度不稳定性便会破坏球对称性并形成复杂的束缚结构。若假设完全位力化，
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可以估计该结构（暗晕）的最终半径和密度。位力定理给出 E = T +W = W/2，其中 T 和 W 分
别为动能与势能。由于转向时刻满足 W = E，位力化暗晕的半径为 Rvir = Rta/2。进一步假设位力
化恰好在形式坍缩时刻 θ = 2π 完成，则位力化暗晕的密度为

1 + ∆vir = (1 +∆ta)

(
ρm,ta

ρm,vir

)(
Rta

Rvir

)3

= (1 +∆ta)

(
tta

tvir

)2(
Rta

Rvir

)3

= 18π2 ≃ 178. (5.8)

位力化（坍缩）时刻对应的线性密度反差定义了临界密度 δcr：

δcr ≡ ∆(1)(tvir) = ∆i

(
tvir

ti

)2/3

=
3

5

(
3

4

)2/3

(θvir − sin θvir)
2/3

=
3

5

(
3π

2

)2/3

≃ 1.686 . (5.9)

位力化时刻的定义存在一定任意性。解析论证 [402] 和 N 体模拟 [403] 表明，位力化并非瞬时完成。
此外，识别暗晕时常采用不同于 178 的阈值 ∆vir [313]，因此相应的线性密度反差 δcr 也依赖暗晕识
别方法。尽管如此，在球对称坍缩假设最为准确的高质量极限下，文献 [404] 提出：若暗晕由非线性
阈值 ∆vir 识别，应采用 δcr = F−1(∆vir)，其中 F 是从线性密度到非线性密度的球对称坍缩映射。
当 ∆vir = 200 时，这一稀有事件极限给出 δcr ≃ 1.59。尽管 N 体模拟对这一处方有一定支持 [405]，
本文仍默认采用 Eq. (5.9)。
由于线性增长因子随时间单调增加，可以把它当作测定位力化时刻的时钟。因此，当线性外推密

度反差超过 δcr时，半径为 R的球形区域便会位力化并形成暗晕。这启发了 Press–Schechter理论：沿
用 Sec. 2.1的思路，把越过阈值（δ(1)R > δcr）的拉格朗日体积分数解释为质量大于 M = (4π/3)ρmR

3

的暗晕所含质量分数，从而估计暗晕丰度。
显然，球对称坍缩只是描述实际引力坍缩形成束缚结构过程的一个非常粗略的玩具模型。尤其

是，潮汐场、角动量以及小尺度扰动的影响都被完全忽略。暗晕通过椭球坍缩形成的模型能更好地
描述暗物质暗晕的形成时刻 [403, 406]。因此，应把 δcr 视为理想化参考值；后文将把它推广为依赖
尺度的随机势垒 B(σ)（见 Sec. 5.9）。实际中，由于位力化暗物质暗晕的定义存在一定自由度（见D），
δcr 的有效值依赖暗晕识别算法，因而可以偏离 1.686。可将坍缩形成暗晕的拉格朗日区域的线性过
密度外推至 M → ∞ 极限，以测量这一有效阈值（见第 119页的 Fig. 26）。
注意，宇宙空洞的形成也可作类似计算 [407]。特别地，对于线性外推分数欠密度满足 δ

(1)
ℓ ≲ −1

的强欠密球形区域，文献 [408] 发现 δℓ(τ) = (1 − δ
(1)
ℓ (τ)/1.5)1.5 能很好地近似其内部密度。结合

Sec. 2.1的论证，这一结果可能有助于建立宇宙空洞中的偏置关系模型 [409]。

5.2.2 Press–Schechter 形式体系

现在回顾 Press–Schechter 质量函数的原始推导 [217]（另见 Sec. 2.1）。其关键假设为

• 线性物质密度反差 δ(1)，从而平滑密度反差 δ
(1)
R ，服从高斯统计。存在原初非高斯性时必须放

宽这一假设（见 Sec. 7.4.2）；

• 当体积为 V = (4π/3)R3 的拉格朗日区域的密度反差 δ
(1)
R （线性外推至所考虑时刻）超过球对

称坍缩阈值 δcr 时，该区域坍缩形成质量为 M = ρmV 的暗晕。

由第二项假设，属于质量大于 M 的暗晕的拉格朗日体积分数为［比较 Eq. (2.5)］

pG(δ
(1)
R > δcr) =

1√
2πσ2(R)

∫ ∞

δcr

dδ exp
[
−1

2

δ2

σ2(R)

]
=

1

2
erfc

[
δcr√
2σ(R)

]
. (5.10)

这里，pG 表示高斯累积概率分布函数（PDF），erfc 表示第 12页 Tab. 2定义的余误差函数。R 是暗
晕质量 M 对应的拉格朗日半径：

M = 3.1389× 1011h−1M⊙

(
Ωm
0.27

)(
R

h−1Mpc

)3

, (5.11)



暗物质暗晕分布的游走集方法 101

物理量 符号

平滑线性密度反差 δ(R) ≡ δ
(1)
R (q)

平滑密度场的方差 S ≡ ⟨[δ(R)]2⟩

累积坍缩质量分数 F (> M)

微分体积分数 f(M) = −dF (> M)/dM

重数函数 f(νc) = f(M) |dM/dνc|

随机游走的微分生存概率：

从 (∞, 0) 到 (R, δ) Π(δ;R)

从 (Rℓ, δℓ) 到 (R, δ) Π[(δ;R), (δℓ;Rℓ)]

随机游走到达 (R, δ) 的条件生存概率，

条件为 δ(Rℓ) = δℓ Π(δ;R|δℓ;Rℓ)

表 9: Sec. 5通篇使用的符号表。

而 σ(R) 是尺度 R 上平滑线性密度扰动的均方根：

S ≡ σ2(R) ≡
〈(

δ
(1)
R

)2〉
=

∫
k

PL(k)W
2
R(k) , (5.12)

其中 WR(k) 表示傅里叶空间中的滤波核。注意，在 Eq. (5.10) 中，尽管体积分数是对拉格朗日半径
大于 R 的暗晕贡献积分，平滑尺度 R 却保持固定；这将在后面通过对质量求导来处理。
根据 Sec. 5.1陈述的游走集基本假设，质量大于 M 的暗晕所包围总质量的拉格朗日体积分数

F (> M) 可立即由 Eq. (5.10) 得到：

F (> M) =
1

ρm

∫ ∞

M

d lnM ′M ′nh(M
′) = pG(δ

(1)
R > δcr) . (5.13)

因此，质量为 M 的暗晕所占微分体积分数为

f(M) ≡ −dF (> M)

dM
, (5.14)

形式上由此得到暗晕质量函数，即单位对数质量区间内的暗晕共动数密度：

nh(M) ≡ d2Nh

dV d lnM = ρmf(M) = −ρm
dF (> M)

dM
. (5.15)

遗憾的是，这一质量函数似乎没有正确归一化，因为对暗晕包含的全部质量积分只能恢复总质量的
一半：∫ ∞

0

d lnMM nh(M) = −ρm
∫ ∞

0

dM
dF

dM
= −ρm

[
pG(R = ∞)− pG(R = 0)

]
=

1

2
ρm . (5.16)

另一方面，这一论证的基本前提认为，当纳入任意小质量的暗晕时，暗晕中的质量总和应等于总物
质密度，因为

lim
R→0

σ(R) = ∞ and lim
R→∞

σ(R) = 0 , (5.17)

所以不存在不能坍缩成某种（任意小质量）暗晕的区域。注意，这里假设的是没有任何截断的层级
密度场。为解决这一问题，文献 [217] 临时引入了一个人为的二倍“修正”因子，从而得到 Press–
Schechter（PS）质量函数：

nh,PS(M) = ρm

(
−2

dF

dM

)
=
ρm
M

√
2

π
νce

−ν2
c/2

∣∣∣∣d lnσ(R)d lnM

∣∣∣∣ , (5.18)
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其中 νc ≡ δcr/σ(R) 表示以尺度 R 上物质涨落标准差衡量的临界密度显著性。满足 νc ≫ 1 的大质
量暗晕很稀有，而满足 νc ≪ 1 的低质量暗晕很常见。使用下式定义的重数函数 νcf(νc) 参数化暗晕
质量函数十分方便：

νcf(νc)
dνc
νc

=
M

ρm
nh(M)

dM

M
. (5.19)

记号 dνc 隐含表示改变 σ 而保持 δcr 固定。正如 Sec. 5.3将看到的，该重数函数对应游走集理论中
随机游走的首次穿越分布。因此，暗晕质量函数可改写为一般形式

nh(M) =
ρm
M
νcf(νc)

∣∣∣∣d lnσ(R)d lnM

∣∣∣∣ . (5.20)

注意，文献中该雅可比因子常写成 d ln νc/d lnM；但必须牢记，这里改变的是 σ，而 δcr 保持固定。
在 Press–Schechter 理论中，重数函数为

νcfPS(νc) =

√
2

π
νce

−ν2
c/2 . (5.21)

Eq. (5.20) 常称为普适质量函数（Sec. 3.3已经遇到过这种形式），因为红移、宇宙学参数和初始涨落
功率谱只通过 νc = δcr/σ(M) 进入 [16, 395]。如 Sec. 3.3所述，在具有精确幂律初始条件的 EdS 宇
宙中，质量函数总能写成这种形式。在更一般的宇宙学中，例如真实的 ΛCDM 模型，重数函数还会
依赖峰显著性 νc 之外的变量。例如，密度峰的质量函数（见 Sec. 6）不能写成 Eq. (5.20) 的形式；
不过，峰重数函数的宇宙学依赖可由少数几个矩 σn(R) 刻画。

5.2.3 云中云问题及其解决方案 *

尽管对归一化的处理并不令人满意，Press–Schechter 形式体系仍抓住了 N 体模拟所测暗晕质
量函数的定性特征（带指数截断的幂律函数；见 Fig. 9）。因此，它为更精细的暗晕质量函数模型提
供了基准。本小节将回顾 Press–Schechter质量函数归一化中二倍差异的来源，以及解决这一问题的
尝试。
文献 [375, 410]解释了 Press–Schechter形式体系中这一“修正因子”的根本原因：Press–Schechter

方法没有考虑到，在尺度 R 上识别出的欠密区域可能嵌入尺度更大的暗晕 R′ > R 中（见上面对
Eq. (5.15) 的推导）。这就是 [411] 最先识别、并由 [410] 命名的所谓云中云问题。
为正确处理这一问题，必须计入属于较大半径 R′ > R 的坍缩区域、但本身满足 δ

(1)
R < δcr 的欠

密区域。也就是说，属于质量大于 M 的坍缩天体的拉格朗日体积分数 F (> M) 应写为

F (> M) = pG(δ
(1)
R > δcr) +

∫ δcr

−∞
dδ
dpG
dδ

pup (δ(r>R) > δcr; δ) , (5.22)

而不是只包含第一项的 Eq. (5.10)。这里，δ(r>R) 表示在某个大于 R 的半径 r 上平滑的线性密度
反差；Eq. (5.22) 第二项中的首次穿越概率 pup（下标 up 是因为首次穿越总是向上发生）表示满足
δ
(1)
R < δcr 的区域属于更大半径坍缩天体的概率。换言之，它表示存在 R′ > R 使 δ

(1)
R′ > δcr 的概率。

重要的是，Eq. (5.22) 按构造被正确归一化：在小尺度极限 R→ 0（此时 σ(R) → ∞）下，pup → 1。
这意味着在足够小的长度尺度上，几乎所有欠密区域都属于尺度更大的坍缩天体。不过，Eq. (5.22)
右端第二项（欠密区域属于更大坍缩天体的概率）为什么恰好等于第一项（给定区域的密度反差超
过临界值 δcr 的概率），仍不是显然的。
另一种表述由文献 [412] 给出：云中云问题源于没有区分子暗晕——即被更大尺度 R′ 的坍缩区

域包围、尺度为 R的坍缩区域——与孤立坍缩区域。在这种表述中，引入条件概率函数 p(M,M ′)即

* 本小节技术性较强，并略有离题。只关心游走集本身的读者可直接跳至 Sec. 5.3。
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可解决云中云问题；它量化质量为 M 的过密区域属于质量更大的孤立区域 M ′(≥M)的概率。也可
把它理解为质量M ′ 的较大孤立位力化天体内部，质量为M 的子结构的概率分布。于是，Eq. (5.13)
变为

F (> M) =
1

ρm

∫ ∞

M

dM ′nh(M
′)p(M,M ′). (5.23)

显然，当 M > M ′ 时函数 p(M,M ′) 满足 p(M,M ′) = 0，而按构造有 limM ′→M+ p(M,M ′) = 1。此
外，Eq. (5.23) 的 M → 0 极限给出［见 Eq. (5.13) 和 Eq. (5.16)］：

F (> 0) =
1

ρm

∫ ∞

0

dM ′nh(M
′)p(M → 0,M ′) =

1

2
. (5.24)

这意味着，为保证暗晕质量函数正确归一化，必须有 p(M → 0,M ′) → 1/2。也就是说，在质量为M ′

的坍缩暗晕中，只有一半的小尺度（M ≪M ′）区域足够致密，能够形成子暗晕。这是因为在极小尺度
（M → 0）上，相对于物质扰动的标准差，阈值密度反差 δcr 可以安全忽略：δcr ≪

√
σ2
M − σ2

M ′。然而，
比较 Eq. (5.23) 与 Eq. (5.13) 可知，Press–Schechter 情形等价于对所有 M ′ > M 取 p(M,M ′) =

1，即它隐含假设每个坍缩区域都是更大孤立区域的一部分。这一错误假设也造成归一化错误，因
为 p(M,M ′) 在 M ≪ M ′ 极限下具有错误的渐近行为。最后，类似于 Eq. (5.13) 之后的步骤，对
Eq. (5.23) 关于质量求导得到积分微分方程

dF (> M)

dM
= − 1

ρm
nh(M) +

1

ρm

∫ ∞

M

dM ′nh(M
′)
dp(M,M ′)

dM
, (5.25)

给定函数 dp(M,M ′)/dM 后，可由此求解 nh(M)。
在云中云问题的两种表述中，都引入了新函数 pup(δ(r>R) > δcr; δ) 和 p(M,M ′)，用来描述小尺

度区域（过密或欠密）与大尺度坍缩区域的联合统计。给定底层物质密度场的统计性质，游走集形
式体系提供了一套系统计算这些函数的方法。事实上，很快将看到，在基于 sharp-k 滤波器的游走
集方法中，不同平滑尺度上的涨落完全不相关，由此可以推导出 Press–Schechter质量函数的正确归
一化。

5.3 游走集形式体系：基本设置

游走集形式体系的基本构件，是点 q 处平滑并线性演化的初始密度场：

δ(R) ≡ δ
(1)
R (q) =

∫
d3xWR(|x|)δ(1)(q + x) . (5.26)

无论 R取何值，我们总把滤波器中心置于同一拉格朗日位置 q，并且始终处理线性密度场。因此，本
章将省略对 q 的显式依赖和上标 (1)，简写为 δ(R) ≡ δ

(1)
R (q)（见 Tab. 9）。常用滤波核 WR(x) 及其

傅里叶变换见A.2。注意，实空间滤波器的形状反映暗晕的拉格朗日密度轮廓；从这一点看，sharp-k
滤波器并不真实，因为其对应的实空间滤波核 WR(x) 并非处处为正。
平滑密度场 δ(R) 的统计性质完全由其关联函数确定。特别地，当初始密度反差服从高斯统计

时，外推至现今时刻的线性物质功率谱 PL(k) 编码了全部统计信息（A.3）。
现在可以建立暗晕统计的游走集形式体系。其关键假设列于下框：

在给定红移 z，如果 R 是平滑线性密度反差 δ(R)超过临界密度反差 δcr(z)的最大平滑尺度，那
么拉格朗日点 q 属于尺度为 R 的暗晕。

球对称坍缩模型（Sec. 5.2.1）建立了外推密度场 δ(R)与暗物质暗晕之间的联系。利用宇宙统计均匀
性和宇宙密度场遍历性的假设，随机拉格朗日点 q 属于质量介于 M 与 M + dM 之间暗晕的概率，
正比于同一质量区间暗晕的分数数密度。由此即可计算暗晕质量函数 nh(M)。
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图 22: z = 0 时，三种不同滤波器下暗晕质量 M、拉格朗日半径 R 与尺度 R 上平滑的密度涨落均
方根 σ(R) 之间的关系：顶帽滤波器（红色实线）、sharp-k 滤波器（绿色虚线）和高斯滤波器（蓝
色点划线）。顶帽滤波器的 σ(R) 始终更大，因为球贝塞尔函数的振铃会捕获比另外两种滤波器更高
k 模式的功率。本章通篇交替使用 R、M 和 S。

不过，采用恒定临界密度阈值的游走集通常会低估坍缩分数 [318, 395, 396]。如前所述，这是因
为与坍缩天体相关但低于阈值的区域，在游走集中不会被计入坍缩区域。N 体模拟表明，对大质量
暗晕的低估最严重。一种可能的补救办法是令阈值随质量降低，但这并未解决该方法底层的物理缺
陷。另一种办法是像峰模型（Sec. 6）那样，显式但近似地纳入相关的阈下区域：平滑拉格朗日密度
场中与某个峰相关的全部质量都计入最终暗晕，因此无须显式计算坍缩体积分数。
实现游走集形式体系时，从宇宙中任意给定点周围无限大的平滑半径 R 开始。由于该区域内的

平均密度就是宇宙平均密度，R→ ∞时密度反差必定趋于零。随后逐渐减小平滑长度 R，追踪尺度
R 上平滑密度反差 δ(R) 的演化，直到它首次超过临界值 δcr(z)；这表示该点属于质量由平滑半径确
定的暗晕。任意给定平滑尺度上的密度反差围绕零涨落，相应方差为 σ2(R)。与 Press–Schechter 形
式体系不同，游走集理论记录从 R = ∞ 开始的 δ(R)“轨迹”，以求得首次穿越分数。这样，只计数
孤立位力化区域并追踪更大位力化天体内部的欠密区域，便解决了云中云问题。
这些轨迹可视为以 R 为时间变量的随机游走（Fig. 23）。也可以用平滑尺度 R 上密度涨落的方

差 S(R) ≡ σ2(R)［Eq. (5.12)］参数化。对标准宇宙学模型，S(R) 是滤波尺度 R 的单调递减函数，
因此与 R 和 M 一一对应。下文描述暗晕尺度时将交替使用 M、R 和 S；在基准宇宙学中，三者的
关系见 Fig. 22。

给定物质功率谱 PL(k) 后，可以用蒙特卡洛技术求出首次穿越概率关于 R、S 或 M 的函数
[318, 375]。在某些特殊情况下，游走集存在解析解。特别是，对不同平滑尺度的密度反差统计处于
两个极端时，已知两种游走集形式体系的精确解：（i）完全独立，例如采用 sharp-k 滤波时 [375]；（ii）
完全相关。为求解实空间顶帽等更真实滤波器形状下的游走集问题，文献中常在这些精确解附近展
开 [153, 413]。
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5.4 生存概率、暗晕质量函数与偏置

游走集形式体系计算的一个关键量是微分生存概率 Π(δ;R0)：密度场 δ(R)在所有大于 R0 的平
滑半径 R 上都不超过临界值 δcr，并在平滑半径 R0 处达到某个值 δ，即 δ(R0) = δ 的概率。

由 Π(δ;R0) 可按如下方式得到暗晕质量函数。首先，把微分生存概率 Π(δ;R0) 从 −∞ 积分到
δcr，得到平滑密度反差在所有大于 R0 的半径上从未超过 δcr 的概率。其补集是在某个 R > R0 处
δ(R) 至少一次超过 δcr 的概率，也就是随机场点属于质量大于 M(R0) 的暗晕的分数 F (> M)：

F (> M) = 1−
∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;R0) . (5.27)

微分体积分数

f(M)dM = − dF (> M)

dM
dM =

dR

dM

∂

∂R

[∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;R)

]
dM , (5.28)

现在必须解释为首次穿越分布，即平滑密度反差在质量区间 [M,M + dM ] 内超过阈值 δcr 的概率。
由 Eq. (5.15) 得到暗晕质量函数

nh(M) = ρmf(M) = ρm

[
dR

dM

∂

∂R

∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;R)

]
. (5.29)

为计算游走集形式体系中的暗晕偏置，我们类比 Sec. 3讨论的峰–背景分裂，考虑条件生存概率。具
体而言，LIMD 偏置由坍缩天体数密度对长波密度扰动 δℓ ≡ δ(Rℓ) 的响应给出，其中 Rℓ ≫ R 是任
意大尺度，并最终取大尺度极限 Rℓ → ∞。因此，必须计算存在长波密度扰动这一条件下过密区域
所占分数 F (> M |δℓ)。
沿用上述论证，在密度反差为 δℓ 的大尺度区域内，尺度为 R 的坍缩天体数密度由条件生存概

率 Π(δ;R|δℓ;Rℓ) 给出：

nh(M |δℓ;Rℓ) = ρm

[
dR

dM

∂

∂R

∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;R|δℓ;Rℓ)

]
. (5.30)

于是，拉格朗日空间中的密度反差为（比较 Sec. 2.1的讨论）

1 + δLh ≡ nh(M |δℓ, Rℓ)
nh(M)

=
f(M |δℓ;Rℓ)

f(M)
=

[
∂

∂R

∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;R)

]−1 [
∂

∂R

∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;R|δℓ;Rℓ)

]
. (5.31)

这里，条件概率可计算为

Π(δ;R|δℓ;Rℓ) =
Π[(δ;R), (δℓ;Rℓ)]

Π(δℓ;Rℓ)
, (5.32)

其中 Π[(δ;R), (δℓ;Rℓ)] 是如下生存概率：平滑密度反差在较大平滑尺度 Rℓ（背景尺度）上取 δℓ，并
在较小平滑尺度 R（峰尺度）上取 δ。形象地说，这对应随机游走从 (δ,R) = (δℓ, Rℓ) 出发，而不是
从原点 (δ,Rℓ) = (0,∞) 出发（见 Fig. 24）。

类似地，以方差 S 为时间变量时，在区间 [S, S + dS] 内首次穿越势垒的随机游走比例 f(S) 与
暗晕质量函数满足

f(S)dS =
1

ρm
nh(M)dM . (5.33)

因此有
f(M)dM = f(S)dS = f(νc)dνc . (5.34)
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由于 νc = δcr/
√
S，还得到

νcf(νc) = 2Sf(S) . (5.35)

此外，偏置系数通过下式计算：

1 + δLh =
f(S|δℓ;Sℓ)
f(S)

. (5.36)

再次注意，描述对无限长波密度扰动响应的 LIMD 偏置参数，在 Sℓ → 0 极限下得到。有限 Sℓ 的领
先修正可以映射为高阶导数偏置 b∇2δ [152, 305]。

5.5 游走集的数值解：Langevin 方程

推导首次穿越分布的一种方法，是模拟固定位置处密度的随机游走，让平滑半径从 R = ∞ 开
始减小，等价地让方差从 S = 0 开始增大。在这种情况下，游走集形式体系化为由 Langevin 方程
描述的扩散问题：平滑线性密度场 δ(R) 随平滑长度的变化率由随机力 Q(R) 给出 [375]（该力还依
赖位置 q；由于该位置任意但固定，本文始终省略这一依赖）：

dδ(R)

dR
= Q(R) . (5.37)

随机力的期望值为零 ⟨Q(R)⟩ = 0，但方差非零。对任意各向同性滤波核，随机力的协方差（即二点
函数）为

⟨Q(R1)Q(R2)⟩ =
∫
k

PL(k)
dWR1

(k)

dR1

dW ∗
R2
(k)

dR2

. (5.38)

5.5.1 采用 sharp-k 滤波器的蒙特卡洛解

对 sharp-k 滤波器，求解 Langevin 方程尤其简单：由于线性密度场的高斯性和宇宙的统计均
匀性，各步随机力彼此独立。对 sharp-k 滤波器，其导数为 dWR(k)/dR = dΘH(1 − kR)/dR =

−k/R δD (k − 1/R)，其中 ΘH 是 Heaviside 阶跃函数。因此，Eq. (5.38) 变为

⟨Q(R1)Q(R2)⟩ = − k2PL(k)

2π2

∣∣∣∣
k= 1

R1

1

R2
1

δD (R1 −R2) . (5.39)

这提示我们用 ln k ≡ − lnR 重写 Langevin 方程：

dδ(R = 1/k)

d ln k = Q(ln k) , (5.40)

其中

⟨Q(ln k1)Q(ln k2)⟩ =
k31PL(k1)

2π2
δD(ln k1 − ln k2) . (5.41)

由 Eq. (5.41)，可以从给定线性物质功率谱 PL(k)生成随机力 Q(ln k)的实现。密度反差 δ(R = 1/k)

可由 Eq. (5.40) 的形式解计算：

δ(R) =

∫ − lnR

−∞
d(ln k′)Q(ln k′) , (5.42)

继而把在 S 与 S + dS 之间首次穿越势垒 δcr(z) 的随机游走比例作为生存概率 Π(δ;S)。
注意，sharp-k 滤波的 Langevin 方程 Eq. (5.40) 和随机力 Eq. (5.41) 都不显式依赖步长 R 或

密度反差 δL。因此，改变初始时刻 Rinit 和密度反差 δ(Rinit)，只会重新定义 Eq. (5.42)的积分边界。
计算暗晕质量函数时通常取初值 (Rinit, δ(Rinit)) = (∞, 0)，因为在整个宇宙上平均的密度反差为零。
实际数值实现可按如下方式进行。把傅里叶空间中的步长离散化为 ln ki = (∆ ln k)i 后，从均值
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图 23: 两组游走集随机游走示例，每组包含三条拉格朗日密度反差 δ(R) 关于滤波半径 R 的轨迹。
同色线表示同一游走集随机实现，但采用三种不同滤波函数：sharp-k 滤波器（实线）、高斯滤波器
（虚线）和顶帽滤波器（点线）。蓝色（下方）实现在 R > 0.1 [Mpc/h] 的尺度上没有形成暗晕；红
色（上方）实现则依滤波函数不同，在 R = 1 ∼ 3 [Mpc/h] 处形成暗晕。计算在 k = 10−4h/Mpc 到
102h/Mpc 之间的对数空间中采用 4000 个等间隔步长。

为零、方差为

σ2
Q =

k3iPL(ki)

2π2∆ ln k . (5.43)

的高斯分布抽取随机力。随后，把积分离散化即可计算密度反差的随机游走：

δ(R) =
∑

ki<1/R

ri

√
k3iP (ki)

2π2
∆ ln k （sharp-k 滤波器） , (5.44)

其中 ri 是从正态分布 N (0, 1) 抽取的随机数。作为示例，Fig. 23用实线给出两个采用 sharp-k 滤波
器的游走集随机游走。

5.5.2 采用一般滤波器的蒙特卡洛解

对实空间顶帽或高斯滤波器等一般滤波函数，导数 dWR(k)/dR 在傅里叶空间中不是 Dirac
delta，不同平滑长度处的随机力 Q(Ri)、Q(Rj)也不再彼此独立。也就是说，每一步的随机力 Q(Ri)

依赖此前全部步长 {Q(R0),Q(R1), · · · Q(Ri−1)}，因此随机游走是非马尔可夫的。原则上，给定滤波
函数和线性物质功率谱后，可以从 Eq. (5.38) 给出的完整协方差矩阵 ⟨Q(Ri)Q(Rj)⟩ 中抽取 Q(Ri)

的高斯随机实现。
另一种方法利用线性密度反差 δ(k) 的高斯性；特别地，这意味着不同波数的傅里叶振幅彼此独

立。为此，先把 Eq. (5.26) 中的平滑线性密度场在傅里叶空间写为

δ(R) =

∫
k

δ(k)WR(k), (5.45)

不失一般性，令所关注的拉格朗日坐标 q = 0。与 Eq. (5.42)中的 sharp-k滤波情形比较可知，sharp-
k 情形的随机力 Qsk(k) 恰好对应在傅里叶空间固定对数宽度 d ln k 的球壳上积分的线性密度反差。
于是，可以用滤波函数 WR(k) 和 sharp-k 随机力 Qsk(k) 把 Langevin 方程的解写为

δ(R) =

∫ ∞

0

d(ln k′)Qsk(ln k′)WR(ln k). (5.46)
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注意，积分范围从 0 到 ∞。对 Eq. (5.46) 关于 R 求导，即可得到一般滤波函数的随机力 Q(R)；它
满足 Eq. (5.38) 给出的所需协方差矩阵。
给定一组随机力 Qsk(ki)，或给定 Eq. (5.44) 中的一组随机变量 ri，便可由 Eq. (5.46) 的离散版

本计算采用滤波器 WR(k) 的相应游走集随机游走：

δ(R) =
∑
i

riWR(ki)

√
k3iP (ki)

2π2
∆ ln k （一般滤波器） . (5.47)

这里，i 标记采样的对数波数步长。作为比较，Fig. 23叠加了高斯滤波器（虚线）和顶帽滤波器（点
线）得到的两条随机游走；它们采用了与 sharp-k 随机游走相同的随机数序列 ri。由于每个半径处
的随机游走都依赖全部傅里叶模（具体依赖由滤波函数决定），采用实空间顶帽和高斯滤波器的随机
游走具有相关性，因此看起来比 sharp-k 滤波器构造的轨迹平滑得多。

5.6 解析方法 I：步长不相关的游走集

尽管可以按照 Sec. 5.4数值计算生存概率、质量函数和暗晕偏置，文献中也有许多关于游走集
形式体系的解析研究。解析方法不仅给出暗晕偏置的闭式表达式，也有助于更深入地理解这一问题。
下面回顾该方向的一些近期进展。全文取 S ≡ σ2(R)，而 s 是哑时间变量。

5.6.1 采用 sharp-k 滤波器的完全独立（马尔可夫）步长

首先考虑采用 sharp-k 滤波器的游走集随机游走。该选择对应的实空间核具有振荡性，因此与
暗晕的物理拉格朗日密度轮廓相差很大。尽管如此，这种情形在文献中最常用，因为首次穿越问题
的精确解很容易推导。
如 Sec. 5.5.1所示，在高斯初始条件下，sharp-k 滤波保证随机游走的各步完全独立，即具有马

尔可夫性。也就是说，密度反差 δ(s+∆s)只由前一步的密度反差 δ(s)和方差 ∆s决定；随机游走到
达 δ(s) 前所经历的步长无关紧要。从 s 迈到 s+∆s（即滤波尺度从 R 减小到 R−∆R）时，密度反
差之差 δ(s+∆s)− δ(s)是均值为零、方差为 ∆s的高斯随机变量。只有范围 k ∈ [1/R, 1/(R−∆R)]

内的傅里叶模对该随机变量有贡献，这证明了该步与其他各步相互独立。
由于独立高斯随机变量之和仍为高斯变量，且其方差为各自方差之和，时刻 S 到达 δ(S) = δ 的

轨迹的概率分布为
pG(δ)dδ =

1√
2πS

e−δ
2/2Sdδ . (5.48)

于是，微分生存概率为 [414]

Π(δ;S) =

 1√
2πS

[
e−δ

2/2S − e−(2δcr−δ)2/2S
]

(δ < δcr)

0 (δ ≥ δcr)
. (5.49)

可作如下理解。满足 δ < δcr 且到达 (S, δ) 的全部轨迹比例由 Eq. (5.48) 给出，即 Eq. (5.49) 的第一
项。然而，并非所有经过 (S, δ) 的轨迹在更早时刻都始终低于阈值 δcr，所以必须减去在某个 S′ < S

时已经穿越阈值 δcr 的全部路径。为估计这一比例，考虑一条在早先时刻 S′ < S 穿越 δcr 后到达
(δ, S) 的路径。可以构造另一条到达 (S, δcr + (δcr − δ)) 的路径，使它在 S′ < s < S 时恰为原路径关
于“镜面”δ = δcr 的反射。显然，这种反射在终止于 (S, 2δcr − δ) 的轨迹与在 S′ < S 穿越阈值后到
达 (S, δ) 的路径之间建立一一对应。因此，必须从 pG(δ) 中减去 pG(2δcr − δ)，这正是 Eq. (5.49)。
因此，生存概率为∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;S) =

∫ δcr

−∞

1√
2πS

[
e−δ

2/2S − e−(2δcr−δ)2/2S
]
dδ = erf

[
δcr√
2S

]
, (5.50)
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由此算得坍缩分数

F (> M) = 1−
∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;S) = erfc

[
δcr√
2S

]
. (5.51)

再由 Eq. (5.29) 得到暗晕质量函数

nh,sk(M) =
ρm
M
νcfsk(νc)

∣∣∣∣d lnσ(R)d lnM

∣∣∣∣ , (5.52)

其中

νcfsk(νc) =

√
2

π
νce

−ν2
c/2 . (5.53)

这表明，马尔可夫（sharp-k）游走集形式体系恢复了具有正确归一化因子的 Press–Schechter 质量
函数［Eq. (5.18)］。

5.6.2 采用 sharp-k 滤波器的暗晕偏置

为计算拉格朗日偏置系数，需要求条件生存概率

Π(δ;S|δℓ;Sℓ) =
Π [(δ;S), (δℓ;Sℓ)]

Π(δℓ;Sℓ)
. (5.54)

对 sharp-k 滤波器，随机游走的每一步都彼此独立，因此轨迹具有平移不变性——也就是说，从何
处开始游走并不重要。于是，微分生存概率为

Π [(δ;S), (δℓ;Sℓ)] = Π(δ − δℓ;S − Sℓ)Π(δℓ;Sℓ). (5.55)

对 Eq. (5.51) 作简单重标度即可计算条件坍缩分数：

F (> M |δℓ;Sℓ) = erfc
[

δcr − δℓ√
2(S − Sℓ)

]
. (5.56)

随即得到条件质量函数

nh,sk(M |δℓ) =
ρm
M

2Sfsk(S|δℓ;Sℓ)
∣∣∣∣d lnσ(R)d lnM

∣∣∣∣ , (5.57)

其中条件首次穿越分布 fsk(S|δℓ;Sℓ) 为

fsk(S|δℓ;Sℓ) =
1√
2π

δcr − δℓ
(S − Sℓ)3/2

exp
[
−(δcr − δℓ)

2

2(S − Sℓ)

]
. (5.58)

因此，在尺度为 Rℓ、过密度为 δℓ 的拉格朗日区域中，暗晕密度反差为

1 + δLh (δℓ) ≡
fsk(S|δℓ, Sℓ)
fsk(S)

=

(
1− δℓ

δcr

)(
S

S − Sℓ

)3/2

exp
[
−(δcr − δℓ)

2

2(S − Sℓ)
+
δ2cr
2S

]
, (5.59)

在 Rℓ → ∞ 且 Sℓ → 0 的极限下，它化为拉格朗日 LIMD 偏置展开：

1 + δLh (δℓ) =

(
1− δℓ

δcr

)
exp

[
(2δcr − δℓ)δℓ

2S

]
= 1 +

δℓ
σ(R)

(
νc −

1

νc

)
+

1

2

δ2ℓ
σ2(R)

(
ν2c − 3

)
+O(δ3ℓ ),

(5.60)
Eq. (5.60) 中 δℓ 的一阶和二阶系数，分别就是一阶和二阶拉格朗日 LIMD 偏置参数。
将其与 Sec. 3.3所述峰–背景分裂预言的偏置参数比较，后者为

bLn = (−1)n
1

nh,sk(M)

∂nnh,sk(M)

∂δncr
. (5.61)
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图 24: Sec. 5.6.3所用变量的示意图。两条游走集路径具有完全相同的局域密度场实现，但处于不
同的大尺度环境。蓝色路径从 δ(S0 = 0) = 0 出发，对应密度为宇宙平均值的环境；绿色路径从
δ(S0 = 0) = δ̃0 > 0 出发，对应过密环境。

由 Eqs. (5.52)–(5.53) 很容易看出，它们与 Eq. (5.60) 完全相同，后者是在大尺度极限 Sℓ → 0 下由
游走集条件首次穿越分布推导的偏置。具体而言，前两个偏置参数与 Eq. (3.28) 相同：

(bL1 )sk = (bL1 )PS = − 1

nh,sk(M)

∂nh,sk(M)

∂δcr
=

1

σ(R)

(
νc −

1

νc

)
(5.62)

(bL2 )sk = (bL2 )PS =
1

nh,sk(M)

∂2nh,sk(M)

∂2δcr
=

1

σ2(R)

(
ν2c − 3

)
. (5.63)

注意，在 σ(R) → ∞ 极限下，线性偏置 bL1 趋于 −1/δcr。也就是说，不同于 Sec. 2.1描述的简单阈
值化过程，这里预言低质量天体具有反偏置。这可追溯到首次穿越约束：低质量孤立位力化天体优
先出现在欠密区域中。

5.6.3 在马尔可夫（sharp-k）解附近展开 *

上文得到了马尔可夫情形，即采用 sharp-k 滤波器时游走集的解析解。对其他滤波器，随机力
Q［Eq. (5.37)］的协方差矩阵不是对角的，这意味着不同滤波半径处的各步相互关联，因此随机游
走通常是非马尔可夫的。下面介绍游走集方法的一种推广；只要随机游走各步之间的互相关仍然较
小，它就能处理这类非马尔可夫游走。
文献 [413, 415, 416] 提出一种近似，用从 δ0 ≡ δ(s = 0) 出发并到达 sN ≡ S 的离散轨迹（步长

ϵ ≡ si+1 − si，即 si = iϵ）的路径积分描述相关随机游走。首先，在随机游走轨迹 δi ≡ δ(si) 的 N

维空间中写出联合概率分布函数 W(δ0; δ1, · · · δN )：（示意图和符号定义见 Fig. 24）

W(δ0; δ1, · · · , δN ) =
〈
δD
(
δ(s1)− δ1

)
· · · δD

(
δ(sN )− δN

)〉
=

∫ ∞

−∞

dλ1

2π
· · ·
∫ ∞

−∞

dλN
2π

ei
∑
i λiδi

〈
e−i

∑
i λiδ(si)

〉
, (5.64)

其中使用了 Dirac delta 分布 δD(x) 的傅里叶表示。微分生存概率 Π[(δ0; s0 = 0), (δN ; sN )] 可直接由

* 本小节技术性较强，对综述后文并非必需。其主要结果是 Eqs. (5.75)–(5.77)。
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W(δ0; δ1, · · · , δN ) 得到，因为它就是路径 (δ1, · · · , δN−1) 沿途从未超过阈值密度反差 δcr 的概率：

Πϵ(δ0; δN ; sN ) =

∫ δcr

−∞
dδ1 · · ·

∫ δcr

−∞
dδN−1W(δ0; δ1, · · · , δN ) . (5.65)

这里定义简记 Πϵ(δ0; δN ; sN ) ≡ Πϵ[(δ0; s0), (δN ; sN )]。Eq. (5.65) 中的下标 ϵ 提醒我们，所处理的是
离散随机游走，计算结束时最终必须取 ϵ→ 0 极限。
由于 δ(si) 服从高斯统计，随机变量 X ≡ i

∑
i λiδ(si) 也服从高斯分布。因此，可以进一步把

Eq. (5.64) 中指数函数的期望值17简化为〈
exp

[
−i
∑
i

λiδ(si)

]〉
= exp

1
2

〈(
i
∑
i

λiδ(si)

)2〉 = exp
[
−1

2

∑
ij

λiλj ⟨δ(si)δ(sj)⟩

]
. (5.66)

结合 Eq. (5.64) 与 Eq. (5.66)，微分生存概率为

Πϵ(δ0; δN ; sN ) =

∫ δcr

−∞
dδ1 · · ·

∫ δcr

−∞
dδN−1

∫ ∞

−∞

dλ1

2π
· · ·
∫ ∞

−∞

dλN
2π

exp
[
i
N∑
i=1

λiδi −
1

2

N∑
i,j=1

λiλj ⟨δ(si)δ(sj)⟩

]
.

(5.67)

注意，一旦知道微分生存概率 Πϵ(δ0; δN ; sN )，就可按照 Sec. 5.4的步骤得到生存概率、坍缩分数
F (> M) 和质量函数 f(M)。还要注意，对 sharp-k 滤波器，δ(si) 的每个增量都相互独立，因此二
点关联量为

⟨δ(si)δ(sj)⟩ = min (si, sj) = ϵmin(i, j), (5.68)

而 PDF 可解析计算：

Πsk
ϵ (δ0; δN ; sN ) =

∫ δcr

−∞
dδN−1

1√
2πϵ

exp
[
−(δN − δN−1)

2

2ϵ

]
Πsk
ϵ (δ0; δN−1; sN−1). (5.69)

该方程确实与 sharp-k 滤波给出马尔可夫过程这一事实一致，因此也得到微分生存概率 Eq. (5.49)。
[413] 给出的 sharp-k 滤波情形的一个中间结果，是有限 ϵ 修正。Eq. (5.49) 在 ϵ → 0 极限下

的解，在随机游走终止于临界密度 δ = δcr 时满足 Πsk
ϵ (δ0; δcr;S) = 0，在从临界密度出发时满足

Πsk
ϵ (δcr; δ;S) = 0。当步长 ϵ 有限时，文献 [413] 表明，这两种情形的领先修正都是

√
ϵ 阶。即

Πsk
ϵ (δ0; δcr;S) =

√
ϵ

πS3
(δcr − δ0) exp

[
−(δcr − δ0)

2

2S

]
+O(ϵ) (5.70)

Πsk
ϵ (δcr; δ;S) =

√
ϵ

πS3
(δcr − δ) exp

[
−(δcr − δ)2

2S

]
+O(ϵ) (5.71)

其中 δ0 和 δ 均小于 δcr。计算非马尔可夫修正时必须保留有限 ϵ 修正，因为把有限求和（例如
Eq. (5.73) 中的求和）转化为连续极限

∑
→ 1/ϵ

∫
ds 时会出现同一个参数 ϵ。

对于 sharp-k 以外的一般滤波器，不同时间步彼此相关，二点关联量可写为（对 0 ≤ si ≤ sj）

⟨δ(si)δ(sj)⟩ = si +∆(si, sj) ≃ si + κ
si(sj − si)

sj
, (5.72)

其中 ∆(si, sj) ≡ ∆ij 是不同平滑尺度之间的互相关（sharp-k 情形下 ∆ij = 0）。因此，κ 参数化
了相对于已有解析解的 sharp-k 情形的偏离。对球形顶帽滤波器（[413] 称之为 sharp-x 滤波器），
κ ≃ 0.4592 − 0.0031 (R/[1Mpc/h])；对 ΛCDM 线性功率谱下的高斯滤波器，κ ≃ 0.35。随后，文

17对高斯随机变量 X，有
⟨
eX

⟩
= exp

[
1
2

⟨
X2

⟩]
。证明这一关系的一种方法是对左端作 Taylor 展开并使用 Wick 定理：

⟨
X2n

⟩
=

(2n− 1)!!
[⟨
X2

⟩]n。
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献 [413] 把 ∆ij（从而 κ）视为小扰动，并按照 Eq. (5.67)，用 Eq. (5.72) 完成积分。保留到 κ 的线
性阶，微分生存概率为

Πϵ(δ0; δN ; sN ) = Π(0)
ϵ (δ0; δN ; sN ) +

1

2

N∑
i,j=1

∆ij

∫ δcr

−∞
dδ1 · · ·

∫ δcr

−∞
dδN−1

∂

∂δi

∂

∂δj
Wsk(δ0; δ1, · · · , δN ; sN ),

(5.73)

其中领先阶项 Π
(0)
ϵ 与 sharp-k 滤波情形的表达式相同，在 ϵ → 0 极限下化为 Eq. (5.49)。Wsk 是

sharp-k 情形的概率密度函数，即协方差矩阵为对角矩阵的多元高斯分布；其中方差 s(Ri)使用所关
注的一般滤波器计算。注意，s(Ri) = σ2(Ri) 依赖所选滤波器的形状（Fig. 22）。
由于 ∆ij/si ≃ κ(1− si/sj) < κ的最大值小于 1，微扰展开是合理的；不过，由于 κ ≃ 0.3− 0.4，

只截断到领先阶未必给出精确近似。在 ϵ→ 0 极限下，线性阶结果为

∆Π(δ;S) = κ
∂

∂δ

[
δcr(δcr − δ)

S
erfc

(
2δcr − δ√

2S

)]
+

κδcr√
2πS

∂

∂δ

[
e−(δcr−δ)2/(2S)

∫ S

0

ds

s
e−δcr/(2s) erfc

(
(δcr − δ)

√
s

2S(S − s)

)]
, (5.74)

利用 Eq. (5.29)，由此得到暗晕质量函数

nh(M) =

√
2

π

ρm
M

[
(1− κ)νce

−ν2
c/2 +

κνc
2

Γ

(
0,
ν2c
2

)] ∣∣∣∣ d lnσd lnM

∣∣∣∣ , (5.75)

其中不完全Gamma函数为 Γ(0, x) =
∫∞
x
e−td ln t。研究发现，该质量函数与模拟符合良好 [417, 418]。

一阶与二阶拉格朗日偏置参数可像 Eq. (5.62) 一样用峰–背景分裂方法计算，得到18

bL1 (νc) =
1

δcr
[
1− κ+ κ

2
eν2
c/2Γ(0, ν2c /2)

] {(1− κ)(ν2c − 1) +
κ

2

[
2− eν

2
c/2Γ

(
0,
ν2c
2

)]}
, (5.76)

bL2 (νc) =
1

δ2cr
[
1− κ+ κ

2
eν2
c/2Γ(0, ν2c /2)

] {(1− κ)ν4c + (4κ− 3)ν2c − κ
}
, (5.77)

其中应根据所用滤波器代入适当的 κ 值。

5.7 解析方法 II：步长相关的游走集

对一般（非 sharp-k）滤波器，计算首次穿越概率关于滤波尺度 R 的函数还有另一种方法，即
在完全相关解（原始 Press–Schechter 结果）附近展开 [153, 305, 396, 419, 420]. 这一方法源自 [410]
的观察：作为第一步近似，可把轨迹 δ(R) 分解为一系列在 lnR 中大小为有限 ∆ 的独立步长。这
里，临界步长 ∆ 是相关长度：若 | lnR1 − lnR2| ≲ ∆，两个不同平滑尺度 R1 和 R2 上的 δ(R) 强
相关；若 | lnR1 − lnR2| ≳ ∆，则弱相关。在 ∆ → 0 极限下恢复马尔可夫游走（sharp-k 滤波情形，
Sec. 5.6.1）；相反，在 ∆ → ∞ 极限下，游走称为完全相关。

5.7.1 完全相关步长的首次穿越

如 [419] 所指出，完全相关游走的一个例子是所有穿过原点与点 (δ, S) 的直线。这些曲线完全
由斜率 ν = δ/

√
S 描述，相应游走系综的首次穿越分布依赖所假设的 ν 分布。若该分布为高斯分布

p(ν) = exp(−ν2/2)/
√
2π，则高度为 δcr 的恒定势垒对应的生存概率为∫ δcr

−∞
dδΠ(δ;S) =

∫ δcr/
√
S

−∞
dν p(ν) =

1

2

(
1 + erf

(
δcr/

√
2S
))

. (5.78)

18该表达式修正了 [416] 中的一个排印错误。
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因此，在 (S, S + dS) 范围内首次穿越势垒的游走比例，是步长完全不相关时解的一半：

Sf(S) =
1

2
Sfsk(S) =

1

2

δcr√
2πS

e−δ
2
cr/2S , (5.79)

即原始 Press–Schechter 解 [217]（见 Sec. 5.2.2），其暗晕质量函数为

nh(M) =
ρm
M

δcr√
2πS

e−δ
2
cr/2S

∣∣∣∣ d lnσd lnM

∣∣∣∣ . (5.80)

即使各步并非完全相关，该表达式也能很好地描述小 S（即大质量暗晕）的首次穿越分布 [421]。与
随机游走的蒙特卡洛实现比较表明，当改变底层功率谱形状或加入原初非高斯性（PNG）时，小 S

处的首次穿越分布同样渐近趋于相应 sharp-k 游走分布的一半 [421]。
PNG 会在初始密度场中产生偏度，从而影响首次穿越分布和暗晕质量函数。由于密度 PDF

p(δR) 的尾部对初始条件中的任何非零偏度都十分敏感，这一效应在高质量端最强 [422–424]。实际
中，可以用鞍点技术和 Edgeworth 展开等方法计算初始密度 PDF 的非高斯修正 [425–427]。这里不
再深入讨论；关于存在 PNG 时暗晕质量函数的更多细节见 [428]。游走集框架下 PNG 对有偏示踪
体成团的影响是 Sec. 7.4.2的主题。

5.7.2 上穿概率分布函数 *

原则上，为计算生存概率，必须在所有尺度 s < S 上强制满足约束 δ(s) < δcr。不过，当各步强
相关但并非完全相关时，文献 [153, 396]（另见 [429]）建议用更弱的要求取代这一条件：首次穿越
必须从下方发生，即 δ(S −∆S) < δcr 且 δ(S) > δcr。在小增量 ∆S 极限下，从下方发生首次穿越等
价于

δcr < δ(S) < δcr + δ′∆S , (5.81)

其中撇号表示关于 S 求导。为使这一条件有意义，必须有 δ′ ≥ 0。
因此，把在 (S, S +∆S) 内上穿 δcr 的游走比例等同于相应质量 M 的暗晕所包围的拉格朗日体

积分数时，重数函数为

f(S)∆S =

∫ ∞

0

dδ′
∫ δcr+δ

′∆S

δcr

dδ P (δ, δ′) ≈ ∆S

∫ ∞

0

dδ′ δ′ P (δ = δcr, δ
′) . (5.82)

这里，δ 与 δ′ 的联合概率分布为

P (δ, δ′) =
γ

π
√
1− γ2

exp
[
− 2γ2

1− γ2

{
δ2

4Sγ2
− δδ′ + Sδ′2

}]
, (5.83)

其中

γ2 ≡ [⟨δ(S)δ′(S)⟩]2

⟨[δ(S)]2⟩ ⟨[δ′(S)]2⟩
, (5.84)

由于 δ′(S)是 δ(S)关于 S = ⟨δ2(R[S])⟩的导数，有 ⟨δ(S)δ′(S)⟩ = 1/2。于是，条件概率 P (δ′|δcr)的
均值为 ⟨δ′

∣∣δcr
〉
= δcr/2S 方差为 Var(δ′|δcr) = 1/(4SΓ2)，其中 Γ2 ≡ γ2/(1− γ2)。于是，Eq. (5.82)

中的积分很容易完成，首次穿越分布为

Sf(S) =
e−δ

2
cr/2S

2
√
2πS

δcr

[
1 + erf

(
Γδcr/

√
2S
)

2
+

e−Γ2δ2cr/2S√
2π/S Γδcr

]
. (5.85)

* 本小节技术性较强，对综述后文并非必需。读者可直接跳至 Sec. 5.7.3，其中讨论了该方法得到的暗晕偏置。
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类似于马尔可夫情形（Sec. 5.4），再加上游走集随机游走在大尺度 Sℓ ≪ S 上经过 δℓ ≡ δ(Sℓ)

的约束，就可相应地计算偏置参数。条件首次穿越的计算与 Eq. (5.82) 类似，只是现在需要积分条
件概率函数 P (δ, δ′|δℓ)：

f(S|δℓ;Sℓ)∆S =

∫ ∞

0

dδ′
∫ δcr+δ

′+∆S

δcr

dδP (δ, δ′|δℓ) ≈ ∆S P (δcr|δℓ)
∫ ∞

0

dδ′ δ′P (δ′|δcr, δℓ). (5.86)

取 ∆S → 0 极限，得到

f(S|δℓ;Sℓ) = P (δcr|δℓ)
∫ ∞

0

dδ′ δ′ P (δ′|δcr, δℓ) (5.87)

这适用于这里考虑的恒定确定性势垒。为得到条件概率，利用 (δ, δ′, δℓ) 的联合概率是三元高斯分布
[305]；它由前面定义的参数，以及长波涨落方差 Sℓ ≡ ⟨δ2ℓ ⟩ = ⟨δ2(Rℓ)⟩、长波与短波涨落的协方差
S× ≡ ⟨δ(S)δ(Sℓ)⟩、δ′(S) 与 δ(Sℓ) 的互相关系数 ϵ× = 2S ⟨δ′(S)δ(Sℓ)⟩ /S× 确定。于是，条件高斯分
布函数 P (δ′|δcr, δℓ) = P (δ′, δcr|δℓ)/P (δcr|δℓ) 的均值和方差为

δ̄′(R) ≡ ⟨δ′(R)|δcr, δℓ⟩ =
1

2SQ

[
δc× + ϵ×

S×

Sℓ

(
δℓ − δcr

S×

Sℓ

Sℓ
S

)]
, (5.88)

and

σ̄2(R) ≡ Var (δ′(R)|δcr, δℓ) =
1

4SΓ2

[
1− Γ2Sℓ

QS

S2
×(1− ϵ×)

2

S2
ℓ

]
, (5.89)

其中

δc× ≡ δcr −
S×

Sℓ
δℓ , Q ≡ 1−

S2
×

SSℓ
= 1−

(
S×

Sℓ

)2
Sℓ
S
. (5.90)

最后，对高斯条件分布函数 P (δ′|δcr, δℓ) 积分，得到条件首次穿越概率分布函数 [305]

Sf(S|δℓ;Sℓ) = SP (δcr|δℓ)
∫ ∞

0

dδ′δ′P (δ′|δcr, δℓ)

= S
δ̄′e−δ

2
c×/2SQ

√
2πSQ

[
1 + erf

(
δ̄′(S)/

√
2σ̄(S)

)
2

+
e−δ̄

′2(S)/2σ̄2(S)

√
2π(δ̄′(S)/σ̄(S))

]
. (5.91)

注意，例如对采用高斯滤波器的幂律谱，可以推导 S× 和 ϵ× 的显式表达式。对 sharp-k 空间滤波器，
S×/Sℓ = 1 且 ϵ× = 0。尽管即使 δℓ > δcr，Eq. (5.91) 中的 f(S|δℓ;Sℓ) 仍为正，但为满足“首次穿
越”判据，必须强制要求 δℓ ≤ δcr。

5.7.3 暗晕质量函数与偏置

Eq. (5.85) 中的首次穿越 PDF 可直接转化为暗晕质量函数：

nh(M) =
ρm
M

2Sf(S)

∣∣∣∣ d lnσd lnM

∣∣∣∣ = ρm
M

e−δ
2
cr/2S

√
2πS

δcr

[
1 + erf

(
Γδcr/

√
2S
)

2
+

e−Γ2δ2cr/2S√
2π/S Γδcr

] ∣∣∣∣ d lnσd lnM

∣∣∣∣ .
(5.92)

这里，Γ2 = γ2/(1 − γ2)，而 γ 是 Eq. (5.84) 定义的 δ(S) 与 δ′(S) 之间的互相关系数。由于 δ 与
δ′ 并非完全相关，该质量函数一般不能归一化为 1。与 Eq. (5.80) 比较可知，Eq. (5.85) 中的方括
号是完全相关解的领先阶修正；后者在 Γ → ∞，即 δ 与 δ′ 完全相关（γ = 1）时达到。注意，现
实中几乎无法达到该极限；例如，对高斯滤波器和幂律功率谱 PL(k) ∝ kn，有 Γ2 = (3 + n)/2，只
有 n → ∞ 时才能达到该极限。因此，部分相关游走的首次穿越分布，从根本上不同于完全相关或
完全马尔可夫游走的分布。令人意外的是，首次穿越分布的蒙特卡洛实现表明，对多种功率谱与滤
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波器选择（包括顶帽滤波的 ΛCDM 谱），近似 Eq. (5.92) 在很宽尺度范围内都十分准确 [153]。注
意，对“移动势垒”δcr → B(S)，暗晕质量函数不能简单地在 Eq. (5.92) 中把 δcr 换成 B(S)；这是
因为 Eq. (5.81) 中关于 S 的导数还会产生因子 B′(S)，从而改变 Eq. (5.82) 积分的下限。Sec. 5.9将
对此作讨论。
接着由 Eq. (5.91) 中的条件首次穿越概率分布函数计算暗晕偏置参数：

nh(M |δℓ;Sℓ) =
ρm
M

√
2S

π

δ̄′e−δ
2
c×/2SQ

√
Q

[
1 + erf

(
δ̄′(S)/

√
2σ̄(S)

)
2

+
e−δ̄

′2(S)/2σ̄2(S)

√
2π(δ̄′(S)/σ̄(S))

] ∣∣∣∣ d lnσd lnM

∣∣∣∣ ,
(5.93)

符号定义见 Sec. 5.7.2。由于此时首次穿越概率依赖两个不同变量 δ 和 δ′ ≡ dδ/dS，暗晕偏置是二
元的，相应（拉格朗日）偏置参数记为 bLij。注意，δ′ 是高阶导数算符，在导数领先阶正比于 R2∇2δ

（见 Sec. 2.6）。因此，拉格朗日 LIMD 偏置由 bLn0 给出，而 i > 0 的 bLni 是高阶导数偏置。由此可见，
该拟设预言的拉格朗日暗晕密度 δLh 可按 Eq. (5.1) 展开。

用条件质量函数实现峰–背景分裂时，考虑 Rℓ ≫ R，等价地在固定 δℓ 下取 Sℓ → 0极限 [15, 16]。
必须特别注意比值 S×/Sℓ；在此极限下它趋于 O(1)（精确值依赖滤波器形状）。因此，取 Rℓ → ∞
极限时，对 Q = 1、σ̄2 = (4SΓ2)−1 的所有修正都消失，只有 δc× = δcr − δℓ(S×/Sℓ) ≈ δcr − δℓ 保留
下来，这意味着 δ̄′ → (δcr − δℓS×/Sℓ)/(2SQ)。换言之，结果等同于对 δcr 求导，从而恢复峰–背景分
裂的一阶拉格朗日 LIMD 偏置参数 Eq. (3.26)。对这里考虑的恒定势垒，具体得到

bL10 ≡ −
[
νcf(νc)

]−1 ∂
[
νcf(νc)

]
∂δcr

=
ν2c − 1

δcr
+

1

δcr

[
1 +

1 + erf(Γνc/
√
2)

2

√
2πΓνc

e−Γ2ν2
c/2

]−1

(5.94)

bL20 ≡
[
νcf(νc)

]−1 ∂2
[
νcf(νc)

]
∂δ2cr

=
ν4c − 3ν2c
δ2cr

+
2 + γ2

s

[
1 +

1 + erf(Γνc/
√
2)

2

√
2πΓνc

e−Γ2ν2
c/2

]−1

, (5.95)

其中对 νcf(νc) = 2Sf(S) 代入了 Eq. (5.85)。在高峰极限 νc ≫ 1 下，恢复完全相关游走的拉格朗
日偏置；由于相应重数函数只相差常数因子 2，它等于马尔可夫结果 Eq. (5.62)。
文献 [152] 表明，同时取 S×/

√
SSℓ → 0 极限但保留对 ϵ× 的依赖，可以从 Eq. (5.93) 得到 b∇2δ

等高阶导数偏置，从而把 PBS 方法推广到高阶导数偏置。这对应于 δLh 除 δ 外还依赖其他变量，例
如 δ′ 或曲率 ∇2δ。在这一特定极限下，仍有 Q→ 1、σ̄2 → (4SΓ2)−1 和 δc× → δcr − δℓ(S×/Sℓ)，但
现在

δ̄′ → 1

2s

[
δcr −

S×

Sℓ

(
1− ϵ×

)
δℓ

]
. (5.96)

取条件与无条件首次穿越分布之比，并按 δℓ 的幂展开，最终得到

1+ δLh (δℓ) =
f(S|δℓ;Sℓ)
f(S)

= 1+
S×

Sℓ

(
bL10+ ϵ×b

L
01

)
δℓ+

1

2

(
S×

Sℓ

)2 (
bL20+2ϵ×b

L
11+ ϵ

2
×b

L
02

)
δ2ℓ + . . . (5.97)

由于存在由 δ′ 诱导的高阶导数偏置贡献，该式不同于拉格朗日 LIMD 展开。这些贡献伴随 ϵ× 的
非零次幂出现。Eq. (5.97) 中出现 ϵ×，表明傅里叶空间中的偏置正比于 k2。具体而言，在线性阶有
δLh (k) = cL1 (k)δ

(1)(k)，其中 [305]

cL1 (k) =

(
bL10 +

k2S

⟨[δ′(S)]2⟩
bL01

)
WR(k) (5.98)

这表明，游走集理论一般会预言傅里叶空间中的 k依赖。Sec. 6讨论的峰理论，以及更一般地，任何比
LIMD更精细的拉格朗日偏置方案（例如 [113]），都会产生依赖 k的拉格朗日偏置函数 cLn(k1, . . . ,kn)。
关键是，在所有情形下，这种 k 依赖都可精确映射到 Sec. 2.6描述的一般高阶导数项集合。
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可以从 Eq. (5.97) 读出 LIMD 偏置参数 bLi0 和高阶导数偏置参数 bLij（j > 0）。特别地，

bL01 =
1

δcr

{
1−

[
1 +

1 + erf(Γνc/
√
2)

2

√
2πΓνc

e−Γ2ν2
c/2

]−1}
. (5.99)

注意，bL0j 表示首次穿越分布对长波扰动 δ′ℓ 的第 j 阶响应；由于导数是关于方差 S 求的，它们是无
量纲的。把 Eq. (5.94) 与 Eq. (5.99) 相加，一阶拉格朗日偏置满足线性关系

bL10 + bL01 =
δcr

S
. (5.100)

任意阶都存在类似关系，对峰约束等更精细的拉格朗日处方也同样如此 [221, 305]。一旦知道 LIMD
即“尺度无关”偏置，便可利用这些关系推断高阶导数即“尺度依赖”偏置参数。这些关系源于可
以用 Hermite 多项式展开 δ 与 δ′ 的联合分布。事实上，bLij 可写成 Hermite 多项式的系综平均
[99, 305, 430]。Sec. 6.6.1将更详细地讨论多项式展开，并说明如何把它推广到不服从高斯分布的变
量。

5.8 小结：标准游走集形式体系中的暗晕偏置

到目前为止，本章已经综述了具有恒定密度阈值 δcr 的游走集形式体系对一阶和二阶 LIMD 偏
置参数的理论预言。该近似由球对称坍缩模型（Sec. 5.2.1）启发，因此这些结果建立在高度简化的
暗晕形成图景之上。
不过，在这一假设下，游走集有两种特殊情形具有精确解析解：随机游走的每一步（i）与此前

各步完全独立（采用 sharp-k 滤波器得到的马尔可夫情形，Sec. 5.6.1），或（ii）与此前各步完全相
关（Sec. 5.7.1）。这两种情形都远非拉格朗日暗晕密度轮廓的真实描述。对更一般的滤波器，可以像
Sec. 5.6.3和 Sec. 5.7.3那样，在这些解析解附近展开以获得近似解。
具体而言，一阶和二阶偏置参数的预言见：

• 马尔可夫处理（sharp-k 滤波器或 Press–Schechter）：Eqs. (5.62)–(5.63)；

• 马尔可夫情形附近的展开（即 0 < κ < 1）：Eqs. (5.76)–(5.77)；

• 完全相关情形附近的展开（Γ ≫ 1）：Eqs. (5.94)–(5.95)。

对于围绕两个解析解的展开，分别在 κ → 0 和 Γ → ∞ 极限下，都恢复与马尔可夫情形成正比的
重数函数。不过要注意，它们是在两个完全不同的解附近展开。Fig. 25比较了这三种预言，其中假
设 σ(M) 采用球形顶帽滤波器，并取恒定密度阈值 δcr = 1.686；对 Eqs. (5.76)–(5.77) 进一步取
κ = 0.44。对 Eqs. (5.94)–(5.95)，则根据基准宇宙学（Tab. 1）计算 Γ；在 Fig. 25所示质量范围内，
Γ = [0.35...0.57]。图中还给出采用顶帽滤波器对 Langevin 方程 Eq. (5.47) 数值积分的结果。对 b1

和 b2，κ 展开都比 Γ 展开更接近精确数值结果。四种预言在高质量暗晕处一致，但在较低质量处发
散。不过，游走集预言与 N 体模拟测得的偏置参数并不吻合；Fig. 25使用 Tab. 7（Sec. 4.5）给出的
经验拟合公式表示后者。对应游走集精确解的 Langevin 方程数值积分也同样如此。这一结果说明，
需要比粗略的球对称模型更真实地描述坍缩。下面转向椭球坍缩模型和随机势垒等推广。

5.9 超越球对称坍缩模型

对初始为球形的扰动，球对称坍缩解在首次轨道交叉之前都是良好近似。然而，高斯密度场中
真实的过密区域并非球形，而是三轴的 [13, 431, 432]。此外，研究表明 ∂i∂jΦ 的无迹部分，即潮汐
剪切 Kij，在非线性结构形成中起关键作用 [433–436]。N 体模拟已经确认，原暗晕的主轴标架与局
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图 25: z = 0 暗晕的欧拉偏置参数 b1（左上面板）和 b2（右上面板）的游走集预言（红线）。图中
还给出 N 体模拟结果，并使用 Tab. 7在 Sec. 4所列拟合函数参数化（取 ∆SO = 200）。下排面板显
示游走集预言相对于 N 体结果的对应分数偏差。图中给出四种游走集预言（均取 δcr = 1.686，并使
用 b1 = 1 + bL1 和 b2 = bL2 + 8/21bL1）：（1）马尔可夫或 Press–Schechter 情形［Eqs. (5.62)–(5.63)，
点线］；（2）马尔可夫情形附近 κ 展开的第一阶［Eqs. (5.76)–(5.77)，点划线］；（3）完全相关情形
附近 Γ 展开的第一阶［Eqs. (5.94)–(5.95)，虚线］；（4）采用顶帽滤波器对精确 Langevin 方程进行
数值积分的结果［Eq. (5.47)，粗实线］。我们积分 Langevin 方程，得到 50 亿条相互独立的随机游
走链；每条链包含从 R = 103.5 h−1 Mpc 到 10−1.5 h−1 Mpc 的 2000 个步长。不过，要精确确定 b2，
还需要更多随机游走链。注意，即使采用 Langevin 方程的数值解，游走集预言与 N 体模拟测得的
偏置参数仍不吻合。

域潮汐场强相关 [393, 394, 437–440]。孤立均匀椭球的坍缩已得到广泛研究 [441–445]，不过这仍只
是对真实拉格朗日原暗晕区域的近似。在 [435] 的表述中，初始条件和外部潮汐被选择为在线性区
恢复 Zel’dovich 近似。对给定的固定拉格朗日过密度，最终密度可依局域潮汐剪切取一系列值，如
[446, 447] 的椭球坍缩计算所估计。
作为第一步近似，可以在游走集方法中用依赖质量的“移动”势垒 B(S) 纳入椭球坍缩动力学。

潮汐剪切会有效减缓低质量天体的坍缩，因此得到随 S 单调增长的势垒 B(S)。结果是高质量天体
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的相对丰度增加 [448]，从而重数函数 f(νc) 能更好地拟合 N 体模拟测得的暗晕质量函数 [224]。
实际中，球对称演化只对形变张量的迹 δ 给出条件，而非球形坍缩的临界密度还依赖 ∂i∂jΦ 的

另外两个不变量（等价地，tr[(Kij)
2] 和 tr[(Kij)

3]）。沿用 [121, 136, 196]，二阶张量 ∂i∂jΦ 的三个
不变量可方便地参数化为（见 Sec. 2.2）

δ , K2 ≡
3

2
tr
(
K2
ij

)
, K3 ≡

9

2
tr
(
K3
ij

)
. (5.101)

在 K2 中加入乘法因子 3/2，使
〈
K2

〉
= S；这意味着在高斯初始条件下，5K2 服从自由度为 5 的

χ2 分布。类似地，K3 定义中的因子 9/2 保证 |K3| ≤ K
3/2
2 。注意，K2 = 3e2 + p2，其中 e 和 p 分

别为剪切椭率和长扁率 [223]。于是，椭球坍缩会使 δLh 按如下形式依赖 K2、K3（另见 Sec. 2.4）：

δLh (q) = bL1 δ +
1

2
bL2 δ

2 + bLK2
K2 +

1

6
bL3 δ

3 +
5√
7
bLK3

K3 + bLδK2
δK2 + . . . . (5.102)

这把 Eq. (5.1) 总结的标准游走集拉格朗日 LIMD 偏置推广到包含由非球形坍缩诱导的局域潮汐项。
具体而言，Eq. (5.102) 引入的偏置参数与 Sec. 2.4定义的参数满足

bLK2
=

2

3
bLK2 ; bLδK2

=
2

3
bLδK2 ; bLK3

=
2
√
7

45
bLK3 . (5.103)

为计算拉格朗日潮汐偏置参数 bLK2
、bLK3

等，需要建立势垒 B 的模型；它现在描述多维随机游
走 (δ,K2, . . . ) 的首次穿越 [224, 326, 449–451]。也就是说，完整的拉格朗日偏置理论必须分别计入
星系数密度对 K2ℓ 和 K3ℓ 的依赖，但这尚未实现。经验上，每增加一个变量，首次穿越问题就多一
个维度。作为示例，文献 [121] 考虑了简单模型

B(S,K2) = δcr

(
1 +

√
K2/Kc

)
, (5.104)

其动机是在 [223] 的移动势垒中令 p = 0。这里，Kc 是潮汐剪切效应的特征尺度。势垒依赖 S，但
只通过 K2 ∝ S 依赖。又由于 K2 ≥ 0，始终有 B ≥ δcr。类似于此前计算拉格朗日 LIMD 偏置 bLn，
潮汐偏置 bLK2

可由无条件首次穿越分布对长波扰动 K2ℓ 的响应得到。条件分布 f(S|δℓ,K2ℓ;Sℓ) 现
在描述从某个非零 δℓ 和 K2ℓ 出发的二维游走的首次穿越分布。当然，如果过密区域的形状也影响
坍缩，那么势垒还会依赖潮汐剪切与形状张量之间的不对齐 [326]。

实际中，把 K2 替换为其均值 ⟨K2⟩ = S 的更简单方法，能很好地近似精确结果 [224]。在这一
近似下，势垒变为 B(S,K2) → B(S) ≈ δcr(1 +

√
S/Kc)，因而 f(S|δℓ,K2ℓ;Sℓ) 可由穿越下列势垒

的一维游走很好地表示：
δcr

[
1 +

√
(S +K2ℓ)/Kc

]
− δℓ . (5.105)

把该势垒按 δℓ 和 K2ℓ 的幂展开，再除以无条件首次穿越分布，在 νc ≫ 1 极限下得到

δ2crb
L
K2

≈ −ν3c
δcr

Kc

(
1 +

δcr

νcKc

)
, (5.106)

不出所料，bLK2
< 0，因为较强剪切会抬高势垒，从而阻碍暗晕坍缩。此外，在高峰极限下 bLK2

∝ − σ0

Kc
bL2，

从而恢复球对称坍缩近似——在该近似中，拉格朗日空间只有 LIMD 偏置参数非零。含 K2 的高阶
局域偏置参数可以类似计算。近期文献已经给出 bLK2 非零的证据（见 Sec. 4.5.1的讨论）。
椭球坍缩的数值实现 [e.g., 223, 452, 453] 以及拉格朗日暗晕的数值研究 [e.g., 318, 394] 表明，

坍缩势垒是“模糊”的，即固定 S 时 δcr 可取一定范围的值。Fig. 26清楚展示了这一点：图中给出
与坍缩成暗晕的拉格朗日区域相关的平滑线性过密度分布 [318]。具体而言，对 N 体模拟中识别的
每个暗晕，可把其暗物质粒子追溯至初始位置，并在以初始质心为中心的顶帽球中计算初始过密度。
把这些过密度线性外推到 z = 0，便得到坍缩势垒的一个快照。由 Fig. 26可见，平均势垒和中位势
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图 26: 在 z = 0 前坍缩形成暗晕的拉格朗日区域，其平滑线性过密度外推至 z = 0 后关于暗晕质
量的函数；质量用 σ(M) 参数化。圆点表示平均过密度，菱形表示中过密度，误差棒表示暗晕间的
散布。作为比较，图中还给出球对称坍缩势垒（蓝色虚线）、[223] 的椭球坍缩势垒（红色虚线）以及
与 Sheth–Tormen 质量函数 [16] 对应的坍缩势垒（绿色虚线）。上面板给出势垒高度的散布 Σ 关于
σ(M) 的函数。From [318].

垒都随暗晕质量降低而升高，与椭球坍缩预言大体一致。平均势垒周围的散布 Σ 由密度之外的变量
产生，例如局域剪切及其与大尺度环境的耦合。注意，Σ 正比于 σ(M)，这与势垒服从对数正态分
布相符。
因此，除了在势垒中显式纳入潮汐剪切外，还可使用包含平均值周围散布的“模糊”移动势垒，

例如平方根势垒 [419]
B(S) = δcr

(
1 + β

√
S/δcr

)
, (5.107)

其中 β 可用上述 [318] 的方法通过 N 体模拟标定。为预言暗晕质量函数 nh(M) 和 LIMD 偏置参数
bN，这种近似比显式引入对剪切 Kij 及其他场的依赖更方便。Sec. 5.6–5.7的结果确实可以推广到该
势垒；此外，Sec. 6.8描述的游走集峰方法也采用了这一拟设。另一种做法是在 Sec. 5.6.3的路径积分
方法中把散布建模为“扩散势垒”[454]。研究发现，由此得到的质量函数与模拟符合良好 [417, 418]。

必须牢记，势垒的散布反映了隐藏变量的存在，因此是把真实多维坍缩势垒投影到仅以 S 为变
量的较简单子空间所产生的结果。除非显式计入潮汐剪切（或形变）张量 Kij，移动势垒 B(S) 无法
完整捕捉暗晕坍缩对它的依赖。正如 Sec. 7.4将看到的，要在拉格朗日偏置模型中对非高斯偏置给出
物理自洽的预言，实际上必须用 Kij 对势垒 B 作微观描述。

5.10 游走集形式体系中的暗晕组装偏置

如 Sec. 4.6所述，数值模拟中的暗晕成团研究已经确认，在固定暗晕质量下，暗晕偏置还依赖形
成时刻、浓度或环境密度等其他性质，这一现象称为组装偏置。在高质量极限下，并且对能够与拉
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图 27: 从线性密度场随机实现中提取的轨迹 δ(R)，表示为顶帽平滑半径 R 的函数。所有轨迹在暗
晕尺度上都满足约束 δ(R) = δcr。绿色和红色曲线分别表示满足 δ(Renv) = +2σenv 和 −2σenv 的实
现。粗虚线和粗点划线表示平均轨迹 δ̄(R|δenv)。这里取 Renv = 5h−1 Mpc。

格朗日量联系的暗晕性质，游走集为组装偏置的起源提供了物理图景。下面将具体讨论；这一图景
尤其适用于环境密度和形成时刻。
标准的游走集理论马尔可夫表述（见 Sec. 5.6.1）无法解释组装偏置，因为刻画成团的最大尺度

与刻画吸积历史的小尺度之间没有相关性 [455]。当然，只要放宽马尔可夫假设，相关性就会出现。
如 [456] 和 [367] 所示，高暗晕质量端的趋势可由相关随机游走 δ(s) 的统计解释。为说明这一

点，沿用通常做法，把一半质量已经吸积到暗晕上的红移 z1/2 作为暗晕形成红移的代理。简单考虑
表明，大尺度过密度 δenv 与斜率 δ′ 之间存在相关性 [452, 456]。[367] 所采用的峰约束也得到类似
结论，因为峰曲率 J1（见 Sec. 6.3）与 δ′ 强相关（事实上，对高斯滤波器，J1 与 δ′ 完全相关，见
Sec. 6.8）。具体而言，当暗晕质量尺度上的 δ 固定为 δ = δcr 时，有：

δenv > 0 ⇐⇒ 较小 δ′ ⇐⇒ 低 z1/2 (5.108)

δenv < 0 ⇐⇒ 较大 δ′ ⇐⇒ 高 z1/2 .

为说明这一点，Fig. 27给出用顶帽滤波器平滑后提取的轨迹 δ(R)。所有轨迹都同时满足两个约束：
暗晕尺度上的 δ(R) = δcr，以及 δ(Renv) = ±2σenv［示例取 R = 1.5h−1 Mpc、Renv = 5h−1 Mpc］。
粗实线和粗虚线表示在大尺度约束下预期的“平均”场 δ̄(R|δenv)。水平线表示红移 z0 和 z1 > z0 处
的坍缩势垒 B(z) = δcrD(z0)/D(z)，其中 z0 是线性密度场 δ(R) 的外推红移。显然，斜率 |δ′(R)| 越
陡，z1/2 越高，因为在最终质量 M（即 R）固定时，会更早到达坍缩势垒 B(z)。此外，这些较早形
成的暗晕位于更孤立的环境（δℓ < 0 的欠密区域）中，晚期吸积更少，从而具有更陡的暗晕轮廓或
更高的浓度。较晚形成且优先在 δℓ > 0 区域中坍缩的暗晕则相反。

另一方面，δenv > 0对应偏置更大的暗晕。一个直观的说明方式，是把 Eq. (5.94)定义的 bL1 ≡ bL10

改写为

bL1 =
ν2

δcr(1− γ2)
− 2Γ2δ̄′ , (5.109)

其中 δ̄′ 是在给定阈值和首次穿越约束 δ ≡ δcr、δ′ ≥ 0 时斜率的平均值。固定大尺度过密度 δenv 后，
若 δenv > 0，δ̄′ 被某个 δ′ < δ̄′ 取代；若 δenv < 0，则被 δ′ > δ̄′ 取代。因此，δenv > 0 时 bL1 高于
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平均值，而 δenv < 0 时低于平均值。由此得出结论：“年轻”暗晕（即低 z1/2）浓度较低、成团更
强；“年老”暗晕（即高 z1/2）则相反。这一预言与高质量暗晕的 N 体结果一致。不过，在低质量
端（M ≲M⋆），N 体模拟中的组装偏置发生反转，低浓度暗晕的偏置反而更大（见 Sec. 4.6）。
游走集形式体系还可用于研究各向异性宇宙网对组装偏置的影响。例如，文献 [457]研究了由纤

维状结构产生的潮汐——把纤维建模为一维鞍点——对邻近暗晕性质的影响。在游走集语言中，鞍
点的存在会在 δ 和 δ′ 的均值与协方差中加入形如 r̂ir̂jKij 的贡献，其中 r̂ 是暗晕与鞍点之间的单位
分离矢量。该四极项沿纤维轴为负、垂直于纤维轴为正，可用于量化暗晕计数、吸积率和形成时刻
对附近纤维存在的响应。
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6 拉格朗日密度峰的统计与演化
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暗物质暗晕成团的峰方法建立在如下假设之上：暗晕由初始拉格朗日密度场中的峰形成 [12, 13,
431, 458, 459]。这显然把复杂的暗晕形成过程过度简化了。尽管如此，峰仍为离散示踪体提供了一
个有趣的非微扰玩具模型，呈现出一般示踪体偏置展开（Sec. 2）的若干重要特征，包括非线性偏置、
高阶导数偏置和随机性。峰理论的基本量是平滑密度场的局域极大值集合，因此峰定义了一个点过
程。由于演化后的密度场高度非线性，峰约束通常施加于初始（拉格朗日）高斯密度场，并假设最
显著的峰应与宇宙中的明亮星系或大质量暗晕一一对应。
在 [12] 证明宇宙过密区域内禀的偏置可以解释 Abell 星系团较高的成团振幅之后，这一形式体

系开始流行（见 Sec. 2.1的讨论）。[13, 459] 最早对初始高斯密度场中的密度峰进行了数值和解析研
究。此后，人们详细研究了峰的丰度、成团和内部性质。特别是，为预言位力化暗晕的轮廓和角动
量等内部性质，人们研究了峰的轮廓 [433, 460–468]。不过，本综述聚焦于大尺度偏置，因此不讨论
这一方面。
其中一些结果已被用于约束物质密度扰动的功率谱 [469, 470]（利用高斯随机场中峰的数密度对

密度扰动功率谱形状敏感这一事实）；建立 Lyman-α 森林柱密度分布 [471]、宇宙网 [472] 或星系自
旋取向 [473] 的模型；研究速度偏置和红移空间畸变 [257, 474, 475] 以及组装偏置 [367]；并生成大
尺度结构的约束实现 [476, 477]。此外，峰形式体系还用于研究 BAO 尺度上高阶导数偏置的重要性
[152, 156]，以及理解偏置与引力演化之间的相互作用 [152, 174]。近期，[396] 提出了把峰理论与上
一章游走集方法相结合的方案，而 [196] 说明了如何从微扰偏置展开推导峰的成团统计。

Sec. 5.1已经综述了大质量暗晕与拉格朗日密度峰相关联的经验证据。简而言之，M ≫ M⋆ 的
大质量暗晕与显著（νc ≫ 1）初始密度峰近似一一对应——原因仅仅是它们非常稀有，而且原暗晕
区域近似球形 [13]——但随着暗晕质量降低，这种联系会减弱。事实上，高斯密度场中的过密区域
天然具有三轴性 [13, 431, 432]。此外，如 Sec. 5.9所述，初始剪切场，即在峰尺度上平滑的潮汐场
Kij
R，必然在非线性结构形成中发挥重要作用 [433, 434, 478, 479]。计入这些复杂因素很可能把峰理
论的预言能力扩展到更低的暗晕质量。
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[435, 465, 466] 的峰斑块图景已经朝这一方向迈进：它纳入椭球坍缩、解决云中云问题，并依靠
排除算法避免峰斑块重叠。不过，该方法不能给出峰斑块大尺度成团的解析表达式；尽管如此，在
微扰论适用的尺度上，它必然纳入 Sec. 2的一般偏置展开。此外，简单阈值峰方法预计也会呈现相
同的定性特征。因此，下文将局限于球形近似，并忽略峰斑块的有限范围（滤波核除外）。我们会在
解析峰模型的背景下逐一详细讨论这些问题。正如将看到的，即使作出这些简化，仍能获得许多洞
见。
本章安排如下：

• Sec. 6.1至 Sec. 6.4回顾基本形式体系，引入峰约束，并简单推导峰数密度（单点函数）；

• Sec. 6.5回顾峰关联函数的计算，Sec. 6.6阐明峰偏置展开及其与峰–背景分裂和重整化的联系。
Sec. 6.7说明如何利用两个尺度上的互相关（见 Sec. 4.2）从 N 体模拟测量 LIMD 和高阶导数
峰偏置参数；

• Sec. 6.8介绍游走集峰（ESP）方法，它把游走集理论（见 Sec. 5）的思想与峰形式体系结合起
来；

• Sec. 6.9聚焦拉格朗日峰的引力演化，尤其强调峰速度偏置。

本章通篇把峰数密度定义为共动拉格朗日密度。本章所用符号的定义见 Tab. 10。

6.1 谱矩与特征尺度

峰方法全部计算的基本要素，是使用线性理论外推至坍缩时刻 τ0 的平滑初始密度场 δ
(1)
R ；τ0 不

一定对应现今时刻。本章把平滑线性密度场记为 δR(q) ≡ δ
(1)
R (q)，其中 q 是拉格朗日位置。这与

Sec. 2.1阈值化例子中使用的场相同。不过，由于存在峰约束，密度峰的成团性质还依赖平滑密度场
的一阶和二阶导数 ∂iδR(q)、∂i∂jδR(q) 的统计。本章始终假设 δR 是均值为零的均匀高斯随机场。
引入归一化无量纲变量 ν ≡ δR/σ0(R)［注意与峰显著性 νc ≡ δcr/σ0(R)区分］、ηi ≡ ∂iδR/σ1(R)

和 ζij ≡ ∂i∂jδR/σ2(R)（Tab. 10）十分方便。其中 σn(R) 是在尺度 R 上平滑的物质功率谱的谱矩：

σ2
n(R) ≡

∫
k

k2nW 2
R(k)PL(k) , (6.1)

其中 WR(k) 是球对称滤波核。注意，σ(R) ≡ σ0(R) 是其中的特殊情形。这里及下文均省略对共形
时间的依赖；它始终应取为识别暗晕的时刻。在不引起混淆时，还经常省略宗量 R。窗函数 WR(k)

反映如下事实：给定孤立暗物质暗晕的形成，对满足 k ≫ 1/R 的小尺度（紫外）物质密度涨落不敏
感。把暗晕追溯到初始条件，即可测量滤波器形状 WR(k) 及其对应的滤波尺度 R(M) ∝M1/3 [e.g.
174, 480]。数值模拟表明，WR(k) 比顶帽滤波器更延展，但比高斯滤波器更紧致 [367, 480]。为使
峰约束有意义，实际使用的滤波核 WR(k) 必须保证直到 σ2(R) 的谱矩均收敛。顶帽滤波器不满足
这一点，但高斯滤波器肯定满足；把暗晕追溯到初始条件后测得的实际滤波器 WR(k) 看来也满足
[174, 367, 480]。为简单起见，下文假设高斯滤波器，直到讨论游走集峰的 Sec. 6.8；在那里，密度
用顶帽滤波器平滑，而其导数用高斯滤波器平滑。
沿用文献 [13]（BBKS），可以通过谱矩之比定义特征尺度。特别地，

Rn(R) ≡
√
3
σn(R)

σn+1(R)
(6.2)

由于线性物质功率谱 PL(k)的形状，对所关注的典型R值，上式定义了有序特征长度序列R0 ≥ R1 ≥
R2 ≥ . . .。前两个尺度分别是密度场零点之间的典型间距 R0 和驻点之间的平均距离 R1 [13, 472]。
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物理量 符号

零延迟谱矩 σn(R) [Eq. (6.1)]

关联函数（非零延迟谱矩） ξ
(n)
ℓ (R, r) [Eq. (6.4)]

谱形状参数 γn(R) [Eq. (6.3)]

归一化平滑密度 ν(q) ≡ 1
σ0
δR(q)

归一化平滑密度梯度 ηi(q) ≡ 1
σ1
∂iδR(q)

归一化平滑密度 Hessian ζij(q) ≡ 1
σ2
∂i∂jδR(q)

−ζij 的本征值 λ1, λ2, λ3

ζij 的旋转不变量 J1, J2, J3

峰曲率 J1 ≡ − tr[ζij ]

经缩放且均匀分布的不变量 x3 ≡ J3/(J2)
3/2

BBKS 峰的拉格朗日数密度 npk(q)

BBKS 峰的平均共动数密度 npk

δR 关于平滑尺度的导数 µR = − dδ
dR

ESP 峰的拉格朗日数密度 nESP(q)

ESP 峰的平均共动数密度 nESP

峰的拉格朗日二点关联函数 ξLpk(r)

正交多项式及其对偶 On(w), O⋆
n(w)

对应 J2 和 J3 的多项式 Flm(5J2, J3)

n 阶拉格朗日偏置 cLn(k1, . . . ,kn)

n 阶欧拉偏置 cEn (k1, . . . ,kn, τ)

线性峰位移 spk(k, τ)

线性峰速度偏置 cv,pk(k)

线性峰速度弥散 σv,pk(τ)

表 10: Sec. 6通篇使用的符号表。注意，文献中常把 J1 记为 u。

计算峰关联函数时只涉及这两个尺度。为后续使用，再引入无量纲参数

γn(R) =
σ2
n(R)

σn−1(R)σn+1(R)
(6.3)

它量化 R−3(kR)2(n−1)PL(k)W
2
R(k) 显著非零的范围，即其峰是尖锐还是宽广。

非零间距下与 σ2
n 对应的量定义为

ξ
(n)
ℓ (R, r) =

∫
k

k2(n+1)W 2
R(k)PL(k) jℓ(kr) , (6.4)

其中 jℓ(x) 是球贝塞尔函数。在固定 r 下增大 ℓ 时，这些调和变换会越来越敏感于小尺度功率。
场 ηi(q)、ν(q) 和 ζij(q) 的自相关与互相关，一般可以分解为在三维旋转下具有确定变换性质

的分量。显式表达式见 [152, 156, 481]。
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6.2 Kac–Rice 公式

令 {q1, q2, · · · , qp, · · · } 为某个有限或无限体积内点粒子（例如暗晕中心）的拉格朗日位置。这
些点粒子的共动拉格朗日密度 ng(q)（宇宙学背景下点过程的简要介绍见 [482]）可形式地写成 Dirac
分布之和：

ng(q) =
∑
p

δD(q − qp) . (6.5)

如 [13, 483, 484] 所示，对随机场的驻点（极大值、极小值和鞍点），其密度 nsp(q) 可以完全用 ν 及
其导数表示。为理解这一点，注意驻点定义为密度场梯度满足 ηi(qp) = 0 的点 qp，其密度可写为

nsp(q) = δD[η(q)]

∣∣∣∣∂η(qp)∂qp

∣∣∣∣ , (6.6)

其中雅可比因子保证按照 Eq. (6.5) 得到正确的密度。因此，需要计算梯度 η 关于 q 的导数。在位
于 qp 的驻点附近，梯度为

ηi(q) =

√
3

R1

ζij(qp) (q − qp)
j
+O

(
(q − qp)

2
)
. (6.7)

于是，Eq. (6.6) 可改写为

nsp(q) =
∑
p

δD(q − qp) =
33/2

R3
1

| det ζij(q)|δD[η(q)] , (6.8)

前提是 Hessian ζij 可逆。Dirac delta δD[η(q)] 保证计入全部极值点。该表达式称为 Kac–Rice 公
式 [483, 484]，对任意光滑随机场均成立。

由于只关心密度极大值，还要求驻点位置 qp处的 ζij(qp)为负定。最后，类似阈值化情形（Sec. 2.1），
通常沿用 [12, 13]，把集合限制为具有某个阈值高度 νc 的极大值。于是，高度为 νc 的“BBKS 峰”
的局域数密度为

npk(q) =
33/2

R3
1

| det ζij(q)|δD[η(q)]ΘH(λ3)δD[ν(q)− νc] , (6.9)

其中 ΘH 是 Heaviside阶跃函数，λ3 是 −ζij 的最小本征值。行列式使计算略显复杂。为绕过这一困
难，可以用 |detζij | 的倒数对峰加权 [485]；不过，这种加权场与暗物质暗晕究竟如何联系并不清楚。

6.3 旋转不变量及其分布

由于峰的成团统计在三维旋转下不变，它们只依赖由独立变量 ν、ηi、ζij 构造的标量函数（这
三个变量分别包含 1、3 和 6 个自由度）。此外，由于峰约束不引入对 ηiζijηj 的依赖，只有五个标
量函数相关：ν(q)、J1(q) = − tr

(
ζij(q)

)
、本质上服从 χ2 分布的量 η2(q) =

∑
i η

2
i (q)，以及两个旋

转不变量
J2(q) =

3

2
tr
(
ζ̄2ij(q)

)
J3(q) =

9

2
tr
(
ζ̄3ij(q)

)
, (6.10)

其中 ζ̄ij = ζij + (1/3)J1δij 是 Hessian ζij 无迹部分的分量。把所有这些旋转不变量组合成变量矢量

w ≡
{
ν(q), J1(q), 3η

2(q), 5J2(q), J3(q)
}
, (6.11)

其 PDF 记为 p(w)。采用 3η2 和 5J2 的原因很快就会清楚。剩余 10− 5 = 5 个角自由度组合成矢量
Ω；它们刻画梯度 ∇δR 的方向（两个角）以及 ζij 主轴标架的取向（三个“Euler”角）。相应 PDF
为 p(Ω)。这些角度会从后续计算中因式分离，因此可以直接忽略。
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对高斯初始条件，概率密度 p(w) 简化为

p(w) =
5
√
5

8π2
√
3

√
η2√

1− γ21
exp

[
−ν

2 + J2
1 − 2γ1νJ1

2(1− γ21)
− 3

2
η2 − 5

2
J2

]
. (6.12)

重要的是，由于 ζij 对称，始终有 J2 > 0 和 J2
3 ≤ (J2)

3。因此，p(w) 的归一化满足

1 =

∫ +∞

−∞
dν

∫ +∞

−∞
dJ1

∫ ∞

0

d(3η2)

∫ ∞

0

d(5J2)

∫ +J
3/2
2

−J3/2
2

dJ3 p(ν, J1, 3η
2, 5J2, J3) , (6.13)

尽管它并不显式依赖 J3。显然，对 J3 的积分很直接，结果使 5J2 服从自由度为 5 的 χ2 分布；这
5 个自由度对应 ζ̄ij 的 5 个独立分量，这就是写成 5J2 的原因。类似地，很容易证明 3η2 服从自由
度为 3 的 χ2 分布。另注意

∫
dΩ p(Ω) = 1。

变量 J3 不显式出现在 Eq. (6.12) 中，因为它实际上均匀分布。为强调这一点，引入 x3 ≡
J3/(J2)

3/2。于是，p(w)dw 可写为

p(w)dw = N (ν, J1)dνdJ1 × χ2
3(3η

2)d(3η2)× χ2
5(5J2)d(5J2)×

1

2
ΘH(1− x23)dx3 . (6.14)

上式中，N (x, y) 是方差均为 1 的二元正态分布：

N (ν, J1) =
1

2π
√
1− γ21

exp
[
−ν

2 + J2
1 − 2γ1νJ1

2(1− γ21)

]
, (6.15)

而 χ2
k(x) 是自由度为 k 的 χ2 分布：

χ2
k(x) =

1

2k/2Γ(k/2)
xk/2−1e−x/2 . (6.16)

显然，x3 在 −1 ≤ x3 ≤ +1 范围内具有均匀概率密度，因此可把它视为某个角的余弦。不过，“角”
x3 与空间旋转无关。事实上，作为特征多项式 det(ζ − λI) 三次根的函数（I 是 3× 3 单位矩阵），x3
本身就是旋转不变量。下文将看到，与不影响峰成团的 Ω 不同，J3(q) 确实会作贡献，因此 x3 并不
描述空间中的旋转。

6.4 平均峰数密度 *

由于峰约束，计算三维随机场中峰的 N 点关联函数，需要先积掉 5N 个角变量，再对含 5N 个
变量的联合概率分布进行高维积分。因此，即使计算峰的单点关联函数或平均密度 npk 也并非轻而
易举。
三维高斯随机场中峰的平均数密度

npk(νc) ≡
〈
npk(q)

〉
=

∫
d5w npk(w) p(w) , (6.17)

最早由 BBKS [13] 计算。不过，这里不沿用 [13] 的做法；他们用 −ζij 的三个本征值 λi 显式写出体
积元 d6ζij。我们改用 [196] 的计算，它利用旋转不变性，因而简单得多。

具体而言，峰约束要求 Hessian ζij 的三个本征值都为负。用旋转不变量表示时，把密度场限制
为局域极大值等价于条件 J1 > 0、J2 < J2

1 和 J3 < (J1/2)(J
2
1 − 3J2)。计入 ζij 的对称性后，最后一

个条件意味着 x3 必须满足
−1 < x3 < min

[
1, (y/2)(y2 − 3)

]
, (6.18)

* 本小节技术性较强，对本章后文并非必需。主要结果是 Eq. (6.23)。
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其中 y ≡ J1/
√
J2。根据不等式 (y/2)(y2− 3) < 1是否成立，参数空间被分成两个区域。对 0 < J2 <

J2
1/4，有 −1 < x3 < +1；而对 J2

1/4 < J2 < J2
1，适用更严格的约束 −1 < x3 < (y/2)(y2 − 3)。因

此，局域峰数密度 Eq. (6.9) 中的乘法因子 ΘH(λ3) 也可写为

ΘH(λ3) = ΘH(J1)

{
ΘH

(
J2
1/4− J2

)
+ΘH

(
J2 − J2

1/4
)
ΘH

(
J2
1 − J2

)
×ΘH

(
y3/2− 3y/2− x3

)}
. (6.19)

现在可以用一种非常简单的方式推导著名的 BBKS 平均峰数密度 npk 公式。计算 npk 时，通常
用椭率 v、长扁率 w 和三个 Euler 角表示测度 d(5J2)，使新变量下 J2 = 3v2 + w2，然后沿 BBKS
的路线计算。然而，这种变量替换实际上没有必要；施加上述条件后，完全可以直接用变量 J1、5J2

和 x3 进行计算。为说明这一点，先用 Ji 重写 Eq. (6.9) 中的行列式 | det(ζij)|。引入 s ≡ 5J2，得到

| det(ζij)| =
1

27

(
J3
1 − 3

5
sJ1 −

2

53/2
s3/2x3

)
, (6.20)

因为对密度极大值，det(ζij) 始终为负。对变量 5J2 和 x3 的积分变为∫
dsχ2

5(s)

∫
dx3

1

2
ΘH(1− x23)

∣∣det(ζij)∣∣ΘH(λ3) (6.21)

=
1

27/233Γ(5/2)

{∫ 5J2
1/4

0

ds

∫ +1

−1

dx3 +

∫ 5J2
1

5J2
1/4

ds

∫ √
5/s(J1/2)(5J

2
1/s−3)

−1

dx3

}
×
(
J3
1 − 3

5
sJ1 −

2

53/2
s3/2x3

)
s3/2e−s/2 ,

它可以直接计算。再计入两个额外的乘法因子 33/2：一个来自 npk(y)，另一个来自对 χ2
3(3η

2)δD(η)

的积分，得到

33
∫
dsχ2

5(s)

∫
dx3

1

2
ΘH(1− x23)

∣∣det(ζij)∣∣ΘH(λ3) (6.22)

=

√
2

5π

[(
J2
1

2
− 8

5

)
e−5J2

1/2 +

(
31

4
J2
1 +

8

5

)
e−5J2

1/8

]
+

1

2

(
J3
1 − 3J1

)
×

[
Erf
(√

5

2
J1

)
+ Erf

(√
5

2

J1
2

)]
≡ f(J1) ,

这恰好是 [13] 定义的函数 f(J1)。剩余计算很直接，立即恢复其著名的平均峰丰度 npk(νc) 表达式：

npk(νc) =
1

(2π)2R3
⋆

G0(γ1, γ1νc)e
−ν2

c/2 , (6.23)

其中函数 G0 是下式的特殊情形：

Gn(γ1, ω) =

∫ ∞

0

duunf(u)
e−(u−ω)2/2(1−γ2

1)√
2π(1− γ21)

, (6.24)

而 f(u) 是 Eq. (6.22) 定义的函数。对 u 的积分一般必须数值完成。注意，在峰形式体系中，npk 与
平均暗晕丰度满足 npk(νc)dνc = nh(νc)d lnM。

值得注意的是，指数函数 exp[−(u−ω)2/2(1− γ21)] 很快衰减到零，而 unf(u) 迅速增长。因此，
被积函数具有尖峰，函数 Gn(γ1, w) 的绝大部分贡献来自峰的极大值附近。当 ω 很大时，G0 和 G1

的渐近形式为

G0(γ1, ω) ≈ ω3 − 3γ21ω +B0(γ1)ω
2 e−A(γ1)ω

2 (6.25)

G1(γ1, ω) ≈ ω4 + 3ω2
(
1− 2γ21

)
+B1(γ1)ω

3 e−A(γ1)ω
2

. (6.26)
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系数 A(γ1)、B0(γ1) 和 B1(γ1) 由 Eq. (6.22) 中误差函数的渐近展开得到。显式地，

A =
5/2

(9− 5γ21)
, B0 =

432
√
10π (9− 5γ21)

5/2
, B1 =

4B0

(9− 5γ21)
. (6.27)

npk(νc) 取得最大值时的 νc 对 γ1 的值十分敏感。当 γ1 ≲ 0.3 较小时，峰位于 νc ≃ 0，反映所有尺
度上都有显著功率。当 γ1 ≳ 0.7 较大时，大部分功率集中在很窄的波数范围内，因此密度极大值更
可能达到远高于密度场典型 1σ 涨落的高度。

6.5 峰的二点关联函数

尽管 [13]已经解析算出峰的平均数密度，但峰关联函数难以严格计算，因此相关进展相对缓慢。
峰关联函数通常没有显式解析表达式，却能为峰–背景分裂及其适用范围等思想提供大量信息。此外，
在低维情况下可以数值求解，从而帮助理解小尺度暗晕排除等非微扰效应。为便于说明，本文聚焦
于 Eq. (6.9) 定义的 BBKS 峰；不过，下述考虑可以直接推广到 Sec. 6.8讨论的游走集峰。

6.5.1 峰–密度互相关函数

首先考虑高度为 νc 的峰与拉格朗日密度场之间的互相关函数 ξpk,δ(r)。它是 Sec. 4.1.2所考虑
PLhm(k) 在峰情形下的傅里叶变换，也对应峰周围的平均拉格朗日密度轮廓 ⟨δ(r)|peak at 0⟩。不同
于峰自相关函数，该互相关函数可以用闭式推导 [13]；在本文记号下为

ξLpk,δ(r) = bL10ξ
(0)
0 (R, r) + bL01ξ

(1)
0 (R, r) =

[
bL10 − bL01∇2

]
ξ
(0)
0 (R, r) (6.28)

第二个等号使用了关系 ∇2ξ
(0)
0 = −ξ(1)0 。在 [257]的记号中，bL10 = bν、bL01 = bζ；在 Sec. 2和 Sec. 4的

记号中，bL10 = bL1，而 −bL01 与 Eq. (2.69)（Sec. 2.6）推导的 ξ
(0)
0 (R, r) 中滤波核贡献一起，构成领

先拉格朗日高阶导数偏置 bL∇2δ。线性 BBKS 峰偏置参数为

bL10 =
1

σ0

(
νc − γ1J̄1
1− γ21

)
, bL01 =

1

σ2

(
J̄1 − γ1νc
1− γ21

)
, (6.29)

其中 J̄1 ≡ G1(γ1, γ1νc)/G0(γ1, γ1νc) 是高度为 νc 的峰的平均曲率。Sec. 6.6.1将看到，利用峰–背景
分裂论证，可以直接从峰丰度 Eq. (6.9) 得到这些偏置参数。注意，bL10 和 bL01 满足关系

bL10 +

(
σ2
1

σ2
0

)
bL01 =

νc
σ0
, (6.30)

它类似于 Eq. (5.100)；额外因子 σ2
1/σ

2
0 来自如下事实：不同于 Eq. (5.100)，这里定义的 bL01 具有

长度平方的量纲。另需说明，文献 [257] 中的 ξ
(0)
0 (r) 对应文献 [13] 的式 (7.10)。后一个方程中乘在

∇2ξ
(0)
0 各因子上的额外 1/3，仅仅是因为 [13] 以 R1 为单位测量 r。

6.5.2 峰自相关函数

与峰–物质互相关函数不同，峰自相关函数的计算复杂得多。不过，它呈现出 Eq. (6.28) 之外的
有趣特征，尤其是非线性偏置和随机性。首先定义分数峰过密度

δLpk(q) =
npk(q)

npk
− 1 , (6.31)
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其中 npk 是平均峰数密度 Eq. (6.23)。峰自相关函数由乘积 δLpk(q1)δ
L
pk(q2) 的期望值给出：〈

δLpk(q1)δ
L
pk(q2)

〉
=

1

n2
pk

〈∑
α

∑
β

δD(q1 − qα) δD(q2 − qβ)
〉
− 1 (6.32)

=
1

n2
pk
δD(q1 − q2)

〈∑
α

δD(q2 − qα)
〉
+

1

n2
pk

〈∑
α ̸=β

δD(q1 − qα) δD(q2 − qβ)
〉
− 1

=
1

npk
δD(q1 − q2) +

1

n2
pk

∑
α ̸=β

〈
δD(q1 − qα) δD(q2 − qβ)

〉
− 1

=
1

npk
δD(q2 − q1) + ξLpk(r) , (6.33)

其中 r = |q2 − q1|。右端第一项来自自配对；计算实空间二点关联函数时通常忽略它，但在傅里叶
空间中它是相关的。第二项是排除自配对后通常意义上的峰关联函数 ξLpk(r)。

在计算 ξLpk(r)之前，先更详细地考察随机性。贡献 n−1
pk δD(r)对应泊松散粒噪声，并为 Eq. (6.33)

的傅里叶变换 PLpk(k) 提供严格恒定的贡献 n−1
pk。利用确定性贡献在大尺度极限下按 PL(k) ∝ kns−1

标度这一事实——任意物理有偏示踪体都如此——可以得到大尺度峰功率谱中真实的随机贡献。令
k 严格趋于零后保留的常数即为随机贡献：

P
{0}
ε,pk ≡ lim

k→0
PLpk(k) =

1

npk
+

∫
d3r ξLpk(r) . (6.34)

若
∫
d3r ξLpk(r) 不为零，则峰在功率谱的低 k 极限下呈现超泊松或亚泊松噪声。事实上，简单论证

表明峰–峰排除应贡献负的白噪声项，从而 P
{0}
ε,pk < 1/npk（暗晕排除的讨论见 [127, 177, 178]）。因

此，峰为通常泊松元胞计数预言之外的随机性提供了一个非平凡例子 [71, 486]。
现在转向高度为 νc 的峰的真正二点关联函数 ξLpk(r)。令 p2 为位置 q1 和 q2 处独立分量矢量

y ≡ {ν, ηi, ζij} 的联合概率。注意，由于 r 提供了优先方向，仅用五个不变量 w 表示峰丰度已不充
分。于是，ξLpk(r) 形式上为

1 + ξLpk(r) =
1

[npk(νc)]2

∫
d10y1

∫
d10y2 npk(y1)npk(y2) p2(y1,y2) (6.35)

为简化记号，下标表示在不同拉格朗日位置 q1、q2 取值的量，其中 r = |q2 − q1|，而 npk(y) 由
Eq. (6.9) 给出。现在很清楚为什么计算 Eq. (6.35) 如此繁琐：必须求 2× 10 维变量矢量的联合概率
分布 p2(y1,y2)，其中涉及一个 20 维协方差矩阵。
人们已经用多种数值和解析方法计算 Eq. (6.35)。早期工作 [459, 487, 488] 集中于一维高斯

（及非高斯）随机场的蒙特卡洛实现，以估计峰二点关联函数直至峰–峰排除变得重要的小间距。文
献 [13] 在大尺度极限下解析求出峰二点关联函数，并忽略物质关联函数的空间导数；这本质上对应
于像 Sec. 2.1那样作 LIMD 偏置展开。文献 [489–491] 得到适用于高峰阈值 νc ≫ 1 的渐近展开。
[156, 257, 481] 给出领先阶推导，而 [152, 221] 得到完整的 NLO（单圈）表达式。
下一节将详细介绍一种严格的微扰方法，用于在物质关联函数 ξL,R(r) 很小的大尺度上推导

ξLpk(r)。在讨论该方法之前，先作几点一般说明：

• 当 r → 0 时，峰自相关函数通常达到 ξLpk = −1，因为在平滑密度场中，任意接近地找到两个
极大值的概率受到抑制。[347, 488] 的一维计算清楚显示了这种小尺度峰排除。如上所述，这
与密度峰的

∫
d3r ξLpk(r) 一般不为零有关。因此，P

{0}
ε,pk ̸= 1/npk，噪声不是泊松的。[178] 的一

维计算表明，小尺度峰排除可以定性再现 [177] 的散粒噪声矩阵测量。

• 如 [156] 所指出，当 bL01 > 0 时，高阶导数峰偏置 bL01 可以显著放大初始密度峰成团中 BAO 特
征的反差，见 Fig. 28。原因是 ξ

(1)
0 (R, r) 等于 −∇2ξ

(0)
0 (R, r)，而关联函数的导数会增强 BAO
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图 28: BAO 特征附近，未平滑拉格朗日物质关联函数 (bL10)
2ξL(r)（黑色点划线）与 νc = 2 峰的

拉格朗日关联函数 ξLpk(r)（红色实线）的比较。为得到峰关联函数，密度场在质量尺度 M = 3 ×
1013 h−1M⊙ 上用高斯滤波器平滑。长点划线、短虚线和长虚线分别表示以下各项对线性峰关联函数
的贡献：(bL10)

2ξ
(0)
0 = (bL1 )

2ξL,R, 2bL10bL01ξ
(1)
0 = −2bL1 b

L
∇2δ∇2ξL,R and (bL01)

2ξ
(2)
0 = (bL∇2δ)

2∇4ξL,R bL01 非
零时，会恢复甚至放大原本被物质密度场滤波所抹平的声学峰。注意，在这些尺度上，ξLpk(r) 的二
阶和更高阶贡献都非常小，不会造成可见差异。From [152].

特征（另见 Sec. 2.6的讨论）。[152] 的分析进一步纳入引力演化，以确定初始 BAO 锐化在晚
期保留到何种程度。速度偏置是该分析的关键组成部分。Sec. 6.9将回到这些问题。

6.6 峰的微扰偏置展开

[152]表明，ξLpk(r)的一阶和部分二阶贡献（依赖 ν ∝ δR 与 J1 ∝ −∇2δR 的部分）可以由基于条
件质量函数表述的峰–背景分裂得到，从而验证了 [110] 对 LIMD 偏置 bLi0 的峰–背景分裂计算。不
过，他们无法确定其他二阶贡献的物理起源。[196, 221] 澄清了这一点。
回到 Eq. (6.33) 对 ξLpk(r) 的定义。它描述标量变量 δpk(q) 的二点相关，而该变量又只依赖 ν、

ηi 和 ζij，因此 ξLpk(r) 可按由 ν, ηi, ζij 构造的全部独立标量的二点相关展开；这些标量恰好就是矢
量 w［Eq. (6.11)］中的五个量。这里还利用了 BBKS 峰处方中 ηi 与 ζij 之间没有耦合这一事实。
也就是说，把峰密度扰动 δLpk(q) 写为

δLpk(q) = F
[
ν(q), J1(q), 3η

2(q), 5J2(q), J3(q)
]

= cνν(q) + cν2ν2(q) + cJ1J1(q) + cνJ1ν(q)J1(q) + · · · , (6.36)

其中第二行写出若干直到二阶、乘以偏置系数的示例项，即可微扰地得到峰关联函数。这对应于
Sec. 2.3和2.4所讨论类型的一种特定拉格朗日偏置展开，见第 131页的 Tab. 11。具体而言，所有
涉及潮汐场 Kij 的项都缺失；除展开滤波核 WR(k) 得到的项（Sec. 2.6）外，高阶导数项只包含
(∇δ)2 的幂以及 ∂i∂jδ 的所有标量组合。如该处所述，这只是所有可能出现的高阶导数算符的一个
子集。物理原因同样在于密度峰约束和球对称坍缩近似所作的简化。
现在面临两个问题：第一，为预言峰关联函数，需要计算偏置参数的数值；第二，直接使用

Eq. (6.36) 计算二点函数时，会得到大量零延迟项，如 Sec. 2.10.1所述，它们会破坏大尺度上的微扰
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峰模型（Sec. 6） 一般展开（Sec. 2–4）

bLij (−1)ji!j! bLδi(∇2δ)j
1

χLi bL(∇δ)2i

ωLlm 由 (∂i∂jδ) 构造、涉及 J2, J3 的高阶导数偏置
1对 j > 0，展开滤波核还会为 bL

δi(∇2δ)j
提供额外贡献（Sec. 2.6）。

表 11: 峰偏置（左）与一般偏置展开中偏置（右）之间的换算关系。

展开。第二个问题可以通过把 Eq. (6.36) 第二行中的场替换为重整化算符，并乘以重整化偏置参数
来解决：

δLpk(q) = σ0b
L
10[ν](q) +

1

2
σ2
0b
L
20[ν

2](q) + σ2b
L
01[J1](q) + σ0σ2b

L
11[νJ1](q) + · · · . (6.37)

引入 σi 的幂，是为了保证重整化偏置参数相对于物理（未归一化）场定义。如 [196, 221] 所示，利
用密度场的高斯性和正交多项式 O⋆

n

(
w(q)

)
，可以在任意阶推导重整化算符及其系数：

δLpk(q) =
∑
n ̸={0}

σ[n]bLnO
⋆
n

(
w(q)

)
. (6.38)

这里，n = {i1, i2, i3, i4, i5} 是指标列表，表示算符 O⋆
n 中五个变量 w = {ν, J1, η2, J2, J3} 各自的

最高次幂；σ[n] 是乘积 σi10 σ
2i3
1 σi2+2i4+3i5

2 的简记。因此，{O⋆
n}n 对应可由 w 中五个不变量构造的

全部重整化算符。相应系数 bLn 是物理的重整化偏置参数，例如可由大尺度相关测量，并由单点系综
平均给出：

σ[n]bLn ≡ 1

npk

〈
npk(q)On[w(q)]

〉
. (6.39)

这里，O⋆
n 与 On 是满足下式的对偶多项式（见A.3）：

⟨O⋆
n(q)On′(q)⟩ = δnn′ , (6.40)

且 δnn′ =
∏5
k=1 δiki′k。利用微扰偏置展开，原本非常复杂的峰二点函数 Eq. (6.35) 计算，就化为简

单得多的问题：计算标量 ν, η2, Ji 的自相关与互相关，以及作为单点期望值的偏置参数 Eq. (6.39)。
此外，Sec. 6.6.2将看到，该方法也能直接推导高阶峰关联函数；若基于联合概率 p3, p4, . . . 计算，则
代价过高。不过要注意，这种方法无法得到非微扰随机贡献。
下一小节将推导多项式的具体形式，并把相应偏置参数与峰–背景分裂联系起来。注意，多项式

只确定到一个乘法常数，该常数可重新吸收到偏置参数 bLn 中。下文将与 Sec. 2一样采用一种归一化，
使峰的 LIMD 偏置参数 bLi0 对应全文使用的参数 bLi（这里使用的峰偏置参数对应关系见 Tab. 11，
另一侧是 Sec. 2–4所用参数）。

6.6.1 多项式、偏置参数和峰–背景分裂

这里所需的多项式，是与不变量 w 的分布相联系的多项式。具体而言，对于服从二元正态分布
N (ν, J1) [Eq. (6.15)] 的变量 ν 和 J1，相应的正交多项式是二元 Hermite 多项式 Hij(ν, J1)。对于具
有 3 个自由度的 χ2 变量 3η2，相应多项式为广义 Laguerre 多项式 L

(1/2)
q (3η2/2)；在 [0,∞) 上，以

具有 k = 3 个自由度的 χ2 分布 χ2
3(3η

2) 为权函数时，它们彼此正交。最后，对于联合分布的变量
(J2, J3)，相应多项式为 [196]

Flm(5J2, J3) = (−1)l

√
Γ(5/2)

23mΓ(3m+ 5/2)
L

(3m+3/2)
l (5J2/2)Lm(x3) , (6.41)
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其中 Lm(x) 是 Legendre 多项式，因子 (−1)l 保证 J2 最高次幂项的符号始终为正。之所以出现
Legendre 多项式 Lm(x3)，是因为它们正是区间 [−1, 1] 上均匀分布——即 Eq. (6.14) 中的 ΘH(1 −
x23)/2——所对应的标准正交多项式。由于 (5J2, x3) 的概率密度函数可以因式分解，Lq 与 Flm 都是
自对偶的，即 L

(1/2)⋆
q = L

(1/2)
q 和 F ⋆lm = Flm。最后，我们略微修改了 [492] 的记号，使其中的 Fl0 与

上面的定义一致。
这些正交多项式之所以在物理上自然出现，可以从峰–背景分裂中理解：长波背景扰动会局域调

制分布 N (ν, u)、χ2
3(3η

2) 和 χ2
5(5J2)ΘH(1− x23) 的均值。由此得到的非中心分布，便可以用相应的

一组正交多项式展开。
BBKS 峰的偏置系数由系综平均 Eq. (6.39) 给出。对于变量 (ν, J1)，有

σi0σ
j
2b
L
ij =

1

npk

〈
npk Hij(ν, J1)

〉
(6.42)

=
1

npk

∫
d5w npk(w)Hij(ν, J1) p(w) ,

其中 npk(w) 内的峰约束选出了与密度峰相对应的空间位置。这里引入 1/σ0 和 1/σ2，是因为偏置
因子通常相对于物理场 δ

(1)
R (q) 及其导数（例如 ∇2δ

(1)
R (q)）来定义，而不是相对于归一化变量 ν, J1

来定义。在 ij = (10) 和 (01) 这两个特殊情形下，我们重新得到 Eq. (6.29)。密度偏置参数 bLi0 的显
式表达式见 [110]，而 j ≥ 1 时的 bLij 见 [152, 221]。
二元 Hermite 多项式可以通过平移 N (ν, J1) → N (ν + νℓ, u → J1 + J1ℓ) 生成；这里 νℓ 和 J1ℓ

是与（小尺度）场 ν(q) 和 J1(q) 不相关的长波背景扰动。因此，bLij 就是 [12] 意义下的峰–背景分裂
偏置。于是我们再次发现，正如 Sec. 3 对 LIMD 偏置 bLi0 所讨论的那样，重整化后的物理偏置参数
恰好等于峰–背景分裂给出的结果。还要注意，由于 ν 与 J1 彼此相关，也可以像 [152] 那样，只考
虑长波扰动 νℓ 来推导 bLij。

此外，平均曲率的平移等价于在 Eq. (6.24) 中作替换 ω → ω− J1ℓ，所以，如 [100] 所述，bLij 也
可以表示为平均峰丰度对 ω 的导数。这与把 LIMD 偏置参数 bLi 定义为平均丰度响应的峰–背景分
裂定义完全类似（Sec. 3）。最后，如果把 J1 换成 Sec. 5.7.1 中考虑的斜率 δ′R = dδR/dR，同样的推
理依然成立，因为对于 Gaussian 平滑核，δ′ 与 J1 完全相关。因此，由 (δ, δ′) 得到的 bLij 也可以写
成二元 Hermite 多项式的系综平均 [305, 430]。
类似地，与不变量 3η2 相联系的偏置参数由广义 Laguerre 多项式导出，即

σ2q
1 χ

L
q =

1

npk

〈
npk L

(1/2)
q (3η2)

〉
(6.43)

=
(−1)q

npk

∫
d5w npk(w)L(1/2)

q (3η2/2) p(w) .

因子 (−1)q 保证 J2 最高次幂项的符号始终为正。最初两个广义 Laguerre 多项式为 L
(α)
0 (x) = 1 和

L
(α)
1 (x) = −x+ α+ 1。计及峰约束后，最低阶偏置参数为 [221]

χL1 =
1

σ2
1npk

∫
d5w npk(w)

(
3

2
η2 − 3

2

)
p(w) (6.44)

= − 3

2σ2
1

.

注意 3η2/2− 3/2 ≥ −3/2。因此，由于
∫
dw p(w) = npk，总有 χL1 ≥ (−3/2)σ2

1 而与峰的性质（峰
高、曲率等）无关。背景（长波）扰动 ηℓ 对密度梯度各分量的作用为 ηi → ηi + ηi,ℓ；对不同的 i，
ηi,ℓ 不必相同。不过，由于旋转不变性，只有向量的模

∑3
i=1(ηi,ℓ)

2 ≡ η2ℓ 才有意义。因此，背景涨落
实际上把 χ2

3(3η
2) 扰动为非中心 χ2 分布，其非中心参数为 λ =

√
η2ℓ。等价地，q 阶偏置参数 χLq 也

可以写成导数 ∼ ⟨∂qnpk/∂(η
2)q⟩，这同样与 Sec. 3.1 中介绍的 LIMD 偏置情形相对应。
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最后，与变量 J2 和 J3 对应的偏置参数 ωLlm 为

σ2l+3m
2 ωLlm =

1

npk

〈
npk Flm(5J2, J3)

〉
(6.45)

=
1

npk

∫
d5w npk(w)Flm(5J2, J3)p(w) .

这里同样可以通过峰–背景分裂来推导偏置系数 ωLlm：只需考虑 ζ̄ij 的二阶和三阶不变迹所受到的长
波扰动 J2l 与 J3l。ωL10 的计算很直接，结果为 [221]

ωL10 = − 5

2σ2
2

(
1 +

2

5
∂α lnG(α)

0 (γ1, γ1ν)
∣∣∣
α=1

)
, (6.46)

其中 Gα0 定义见 Eq. (6.24)。注意，J2(q) 刻画峰密度轮廓的椭率。在高峰极限下，ωL10 → 0，这反
映了最显著的峰几乎呈球形。
上述表达式对应于分别在五个不变量中的受限展开。BBKS 峰完全一般的偏置参数 bLn 具有如

下通式 [196]

σi0σ
2q
1 σ

j+2l+3m
2 bLijqlm =

1

npk

〈
npk Oijqlm(w)

〉
≡ 1

npk

〈
npk Hij(ν, J1)(−1)qL(1/2)

q (3η2/2)Flm(5J2, J3)
〉
. (6.47)

这定义了正交多项式 Oijqlm(w)。这里我们再次提出了 σi 的因子，从而按照大尺度结构中的惯例，
使 BBKS 峰偏置因子 bLijqlm 相对于未归一化场 δR(q)、∇δR 等来定义。一般而言，由于变量之间存
在互相关，bLn 不能因式分解成 bLij、χLq 与 ωLlm 的乘积；三者分别对应子集 bLij = bLij000、χLq = bL00q00

和 ωLlm = bL000lm。
Fig. 29 展示了 BBKS 峰偏置参数 bLij、χLq 和 ωLlm 直至二阶的行为。偏置参数 bL01（它对 −bL∇2δ

有贡献）始终为正，而 σ2
1χ

L
1 在所有峰高处均为负，且等于 −3/2 [见 Eq. (6.44)]。

6.6.2 重整化与峰关联函数

上一节已经得到了重整化偏置参数 bLn。现在，我们可以利用 Eq. (6.38)，对 ν, J1, · · · 的关联函
数作微扰展开，从而推导大尺度上峰的 n 点函数。为此，需要使用与 Sec. 6.6.1 中出现的多项式相
对偶的正交多项式 O⋆

ijqlm；其性质与构造见 A.3。下面给出一个例子：[
ν2J1

]
≡ H⋆

21(ν, J1) = ν2J1 − J1 − 2γ1ν . (6.48)

与标准单变量 Hermite 多项式一样，除首项 ν2J1 外还会出现低阶项；这些低阶项恰好抵消 ν2J1 与
其他算符关联时出现的零延迟项或自关联项。例如，考虑它的自相关函数：〈[

ν2(q1)J1(q1)
][
ν2(q2)J1(q2)

]〉
= 2⟨ν(q1)ν(q2)⟩2 ⟨J1(q1)J1(q2)⟩ (6.49)

+ 4⟨ν(q1)ν(q2)⟩ ⟨ν(q1)J1(q2)⟩ ⟨ν(q2)J1(q1)⟩ .

可以看出，H⋆
21(ν, J1) 中低于三阶的项恰好抵消了所有零延迟贡献；只有有限间距处二点关联量的

乘积得以保留（对于 Gaussian 随机场，它们是仅有的非平凡不可约关联函数，见 A）。因此，用正
交多项式所作的展开实际上等价于 Sec. 2.10.1 中介绍的重整化过程（另见 [493]）。相应地，我们用
[ν2J1] 表示算符 H⋆

21(ν, J1)。当然，这一性质依赖于线性密度场的 Gaussian 性。
这里考虑的其他变量也满足类似结论。对于单个密度变量，多项式就是单变量 Hermite 多项式，

[99] 已经指出了这一点。沿用 [141] 的图形推理，也可以解释自关联项为何消失。事实上，积分微扰
理论（iPT）的图形方法与正交多项式展开完全等价 [494]。
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图 29: 假设势垒恒为 B(σ0) = δcr 时的一阶（左图）与二阶（右图）拉格朗日峰偏置参数。偏置参
数均已乘以适当的 σi 因子，因而全都无量纲。二阶偏置因子 σ2

0b
L
20、σ0σ2bL11 和 σ2

2b
L
02 与归一化变量

ν(q) 和 J1(q) 相联系，而 σ2
1χ

L
1 与 σ2

2ω
L
10 分别乘在来自 η2(q) 和 J2(q) 的贡献之前（见正文）。竖

线由左至右标出暗晕质量分别为 M = 1012、1013、1014 和 1015 h−1M⊙ 时的峰显著度。虚线表示负
值。结果对应于 z = 0，并采用 Sec. 1.3 中定义的 ΛCDM 宇宙学。From [221].

现在已经具备按照 Eq. (6.38) 写出 BBKS 峰微扰偏置展开所需的全部要素。直至二阶，有

δLpk(q) = bL10δR(q)− bL01∇2δR(q) (6.50)

+
bL20
2

(
δ2R(q)− σ2

0

)
− bL11

(
δR(q)∇2δR(q) + σ2

1

)
+
bL02
2

[(
∇2δR

)2
(q)− σ2

2

]
+ χL1

[(
∇δR

)2
(q)− σ2

1

]
+ ωL10

[
3

2

(
∂i∂jδR − 1

3
δij∇2δR

)2

(q)− σ2
2

]
+ . . . .

拉格朗日潮汐剪切项（∝ K2(q)、K3(q)；见 Sec. 5.9）之所以缺失，是球对称坍缩假设的结果。这个
级数可用于计算拉格朗日空间中 BBKS 峰的所有 N 点关联函数；存在弱原初非 Gaussian 性时它
也仍然成立（见 Sec. 7.4.3）。以这种形式展开时，δLpk(q) 通常不是可测量的计数元胞密度，而应理
解为：给定密度场及其导数的一次实现，并对小尺度扰动取平均之后得到的平均峰场。这是因为我
们没有纳入 Sec. 2.8 所述、由一次给定实现中的小尺度扰动诱导的随机贡献。随机贡献在有限体积
平均下具有有限方差，所以只有在无限“巡天”体积的极限下，Eq. (6.50) 才与 Eq. (6.9) 等价；此
时遍历性保证级数系数就是上面给出的平均偏置参数。与任何微扰展开一样，只有纳入无穷级数中
的全部项时，这一有效密度反差才在形式上满足 δLpk(q) ≥ −1。
把 Eq. (6.50) 右侧写成 Fourier 变换，并汇集所有恰好含有线性密度反差场 δ(1) 的 n 次幂的旋

转不变量组合，便得到如下峰微扰偏置展开：

δLpk(q) =
∞∑
n=1

1

n!

∫
k1

· · ·
∫
kn

cLn(k1, . . . ,kn)
[
δ(1)(k1) . . . δ

(1)(kn) + · · ·
]
eik1···n·q , (6.51)

其中拉格朗日峰“偏置函数”cLn(k1, . . . ,kn)定义在坍缩时刻 τ0，方括号内的省略号代表 n−2、n−4

阶等项。之所以出现这些项，是因为每个被积函数都对应 Fourier 空间中一组 n 阶重整化算符之和，
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而这些算符含有作为反项的低阶算符。例如，当 n = 2 时，方括号内的项为[
δ(1)(k1)δ

(1)(k2)−
〈
δ(1)(k1)δ

(1)(k2)
〉]

(6.52)

因此，在计算 ⟨δLpk(q1)δ
L
pk(q2)⟩ 时，利用 Wick 定理（见 A.3）可得〈[

δ(1)(k1)δ
(1)(k2)−

〈
δ(1)(k1)δ

(1)(k2)
〉][

δ(1)(k3)δ
(1)(k4)−

〈
δ(1)(k3)δ

(1)(k4)
〉]〉

eik12·q1+ik34·q2

=

[〈
δ(1)(k1)δ

(1)(k3)
〉〈
δ(1)(k2)δ

(1)(k4)
〉
+
〈
δ(1)(k1)δ

(1)(k4)
〉〈
δ(1)(k2)δ

(1)(k3)
〉]
eik12·q1+ik34·q2 .

(6.53)

因此，只有涉及不同拉格朗日位置处各场的关联量被保留下来。注意，⟨δ(1)(k1)δ
(1)(k2)⟩ 仅在 k1 +

k2 = 0 时非零，所以这一项会乘上因子 cL2 (k1,−k1)，它恰好对应 Eq. (6.50) 中的二阶零延迟项。当
n ≥ 3时，Eq. (6.51)中也相应减去形如 δ(1)(k1)⟨δ(1)(k2)δ

(1)(k3)⟩等的项。还需强调，cLn(k1, · · · ,kn)
并不是自由函数，而只是一种把给定阶数的所有重整化拉格朗日偏置项汇集起来的便利写法。带有
峰约束的 Eq. (6.51) 是 iPT 框架下拉格朗日偏置展开的一个特例 [79, 113, 141]。

有了这一结果，便很容易写出峰的 n 点函数。对于 Fourier 空间中峰与物质之间的互相关函数，
有（比较 Sec. 4.1.2）

PLpk,m(k) = cL1 (k)PL(k) , BL
pk,mm = cL2 (k1,k2)PL(k1)PL(k2) , (6.54)

其中重整化拉格朗日峰“偏置函数”为

cL1 (k) ≡
(
bL10 + bL01k

2
)
WR(k) (6.55)

cL2 (k1,k2) ≡
{
bL20 + bL11

(
k21 + k22

)
+ bL02k

2
1k

2
2 − 2χL1 (k1 · k2) (6.56)

+ ωL10

[
3 (k1 · k2)

2 − k21k
2
2

]}
WR(k1)WR(k2) .

这些定义与 [113] 在积分微扰理论（iPT）语境下引入的重整化拉格朗日偏置函数一致（另见 [151,
495]）。具体而言，它们是泛函导数的系综平均 [113]：

cLn(k1, . . . ,kn) = (2π)3n
∫
k′

〈
DnδLX(k

′)

Dδ(1)(k1) . . .Dδ(1)(kn)

〉
(6.57)

=
D∑

α1,...,αn=1

1

nX

〈
DnnX

Dyα1
. . .Dyαn

〉
Uα1

(k1) . . .Uαn(kn) ,

其中 δLX ≡ nX/nX − 1 是一般偏置示踪体的拉格朗日相对过密度，y = {y1, . . . , yD} 是构造拉格朗
日偏置关系所用的线性算符，而核 Uα 定义为

yα(k) = Uα(k) δ(1)(k) . (6.58)

例如，对于 BBKS 峰约束，y = {ν, ηk, ζij} 且 D = 10，对应的核为

{
Uα(k)

}
=

{
1

σ0
WR(k),

i

σ1
kkWR(k), −

1

σ2
kikjWR(k)

}
. (6.59)

当 n = 1 时，Eq. (6.57) 给出

cL1 (k) =
1

npk

[
1

σ0

〈
Dnpk

Dν

〉
+

i

σ1

∑
i

ki

〈
Dnpk

Dηi

〉
− 1

σ2

∑
i,j

kikj

〈
Dnpk

Dζij

〉]
WR(k) , (6.60)
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计及旋转不变性并对自变量作对称化后，它重新给出 Eq. (6.55) [494]。高阶拉格朗日偏置函数也可
以类似地计算。

Eq. (6.54) 精确恢复了 Sec. 6.5.1 中的二点函数结果，同时也很容易得到相应的三点函数。这与
Eq. (4.12) 针对一般偏置展开推导的结果等价，只是多出一些高阶导数项；这些项的偏置系数由峰
形式体系无歧义地预言。此外，峰的自功率谱在形式上可以写成

PLpk(k) = [cL1 (k)]
2PL(k) +

∑
n≥2

1

n!

∫
p1

· · ·
∫
pn

[
cLn(p1, · · · ,pn)

]2
PL(p1) · · ·PL(pn)(2π)

3δD(p1...n − k) +
1

npk
,

(6.61)

这与 iPT 方法一致 [79]。把这一结果在 n = 2 阶以内与 Sec. 4.1.4 中一般微扰偏置展开给出的次领
阶（NLO）Euler 暗晕功率谱作比较，会很有启发性。为了在同一微扰阶数上比较，我们只应保留
Eq. (6.61) 中 ∝ [cL1 (k)]

2 与 [cL2 (k1,k2)]
2 的项。

第一，由于重整化偏置展开 Eq. (6.51)用初始密度场写成，峰的拉格朗日空间功率谱不包含线性
贡献与三阶贡献之间的互相关，因为它们已经通过重整化完全吸收到领阶贡献中（另见 Sec. 2.10.1）。
第二，按照构造，BBKS 峰数密度不依赖潮汐场，因而 Eq. (6.61) 中没有 bLK2

。第三，这里不存在引
力演化的贡献，因此可以自洽地把 K2 和 Otd 等潮汐算符设为零。第四，峰功率谱包含编码在 cL1 (k)

和 cL2 (k1,k2)中的线性与二阶高阶导数项，而 Eq. (4.22)只纳入了线性高阶导数项。最后，Eq. (6.61)
中的圈积分由滤波核 WR(ki) 显式正规化，而 Eq. (4.22) 中没有这种核。在大尺度上，两者之差相
当于一个与 k 无关的常数；在一般微扰偏置展开中，它被重整化随机振幅 P

{0}
ε 吸收。

峰并不是会产生高阶导数偏置项的唯一偏置示踪体。正如 Sec. 5.9 所见，只要窗口不是 k 空间
锐截止滤波器，游走集方法也会产生这类项 [305]。无论哪种情形，高阶导数项的形式都由示踪体密
度是一个标量这一事实决定 [113]（见 Sec. 2.6）。

6.7 两个平滑尺度下由互相关得到的偏置参数 *

只要计及长短模之间的关联，峰–背景分裂同样适用于波长很长但有限的扰动。因此，应当可以
利用两个不同尺度 R与 Rℓ 上的互相关来测量偏置参数，其中 R对应暗晕尺度，且 Rℓ > R（只要与
暗晕平滑尺度不同，Rℓ 可以取任意值）。这就引出了 Sec. 4.2 末尾讨论的“拉格朗日互相关”（LCC）
矩。这一思想的一部分可以追溯到 [152]，其中作者展示了如何从条件质量函数恢复高阶导数峰偏置
因子。[305] 首次明确指出，偏置因子 bLij 可以由单点测量而不是计算代价更高的 n 点关联函数来得
到。
为了检验峰理论的预言，[303, 304] 把这一方法用于从 N 体模拟中提取的暗晕。具体来说，因

为目标是测量拉格朗日偏置，所以先把暗晕追溯到初始条件中的原暗晕斑块；随后在尺度 Rℓ ≳ R

上平滑线性密度场，并在每个原暗晕的位置计算量 Hn(νℓ = δℓ/σ0l)（n = 1, 2）。在峰方法中，原暗
晕过密度由 1 + δLh = npk/npk 给出。因此，对所有原暗晕取 Hn(νℓ) 的平均，得到

MLCC
n (Rℓ) ≡

1

Nh

Nh∑
p=1

Hn[νℓ(qp)] =

∫ +∞

−∞
dνℓN (νℓ)

〈
1 + δLh

∣∣νℓ〉Hn(νℓ) (6.62)

=
1

npk

∫
d5w npk(w) (−ϵν)n

(
∂

∂ν
+
ϵJ1
ϵν

∂

∂J1

)n
p(w)

=
∑
i+j=n

n!

i!j!
(σ0ϵν)

i(σ2ϵJ1)
jbLij ,

* 本节技术性较强，对本章后续内容并非必需。
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其中，
〈
1+ δLh

∣∣νℓ〉 是存在长波密度扰动时原暗晕的平均数密度（相对于总体平均），p ∈ {1, · · · , Nh}
是标记原暗晕的指标，而 ϵX = ⟨νℓ(x)X(x)⟩ 表示 νℓ 与定义在暗晕平滑尺度上的变量 X = (ν, J1)

之间的互相关。利用同一阶偏置因子之间的关系（这些关系源于它们与 Hermite 多项式的密切联系，
例如见 [305]），便可分别提取各个 bLij 的测量值（结果概述见 [303, 304] 和 Sec. 4.5）。

注意，表达式 Eq. (6.62) 与一般微扰偏置展开下得到的结果 Eq. (4.40)（见 Sec. 4.2）略有不同：
一般偏置展开给出的比例因子是 ⟨δℓδ⟩/σ(Rℓ)，而不是矩 σ0ϵν = ⟨νℓδR⟩ = ⟨δℓδR⟩/σ(Rℓ)。这一差异源
于峰方法使用了在峰尺度 R(M) 上平滑的密度场，而一般偏置展开并不作这种平滑。正如预期，两
者之差由高阶导数偏置项吸收。具体而言，为保证微扰方法有效，Eq. (4.40) 假设 Rℓ ≫ R(M)；由
此有

⟨δℓδR⟩ =
∫
k

WRℓ(k)WR(k)PL(k) ≈
∫
k

WRℓ(k)
[
1− cWR

2k2 + · · ·
]
PL(k) = ⟨δℓδ⟩+cWR2⟨δℓ∇2δ⟩+· · · ,

(6.63)
其中 cW 是依赖于所用滤波器的常数（例如，对于实空间球形顶帽滤波器，cW = 1/10）。假设
Rℓ ≫ R(M) 意味着可以在该积分中展开平滑核 WR(k)，因为 k ≳ 1/R 的模受到 WRℓ(k) 的强烈抑
制。最后一项恰好是 Eq. (4.40) 所示阶数的高阶导数项。因此，一旦展开平滑核 WR(k)，一般偏置
展开的结果便与峰方法一致。唯一的差别在于：一般偏置展开的高阶导数偏置显式包含平滑核的贡
献，而在峰表达式中，这些贡献仍是隐含的。
如 [306] 所示，这一方法还可以推广到高阶导数峰偏置因子的测量，主要差别是会出现其他多

项式与分布。以和 η2(x) 相联系的偏置因子 χLk 为例。类比 Eq. (6.62)，在原暗晕位置对 L
(1/2)
n (3η2ℓ )

取系综平均，有

1

Nh

Nh∑
p=1

L(1/2)
n

(
3η2ℓ (qp)

2

)
=

∫ ∞

0

d(3η2ℓ )χ
2
3(3η

2
ℓ )
〈
1 + δh

∣∣3η2ℓ 〉L(1/2)
n

(
3η2ℓ
2

)
. (6.64)

这一计算比 Hermite 多项式的情形稍复杂，因为由尺度 Rℓ 上的条件化所产生的二元正态分布，被
二元 χ2 分布取代。例如，当 n = 1 时，经过少量代数运算可知，在原暗晕位置对 L

(1/2)
1 (3η2ℓ/2) 取

平均的结果为
1

Nh

Nh∑
i=1

L
(1/2)
1

(
3η2ℓ (qp)

2

)
= −ϵ2σ2

1χ
L
1 , (6.65)

其中互相关系数 ϵ 为

ϵ2 ≡
〈
η2η2ℓ

〉
−
〈
η2
〉〈
η2ℓ
〉√(〈

η4
〉
−
〈
η2
〉2)(〈

η4ℓ
〉
−
〈
η2ℓ
〉2) =

(
σ2
1×

σ1sσ1ℓ

)2

. (6.66)

这里，η2ℓ = (∇δℓ)2/σ2
1ℓ 是长波扰动，下标“×”表示把两个滤波尺度分开，即一个滤波器取尺度 R，

另一个取尺度 Rℓ。注意，与 Hn(νℓ) 的平均不同，Eq. (6.65) 右侧只涉及一个偏置因子，因为变量
η2 与其他变量不相关。
这一方法已被用于测量拉格朗日 LIMD 偏置 [303, 304]、高阶导数拉格朗日偏置 χL1（等价地，

bL(∇δ)2）[306]，以及潮汐剪切偏置 bLK2
[326]；后者通过在原暗晕位置叠加 Eq. (5.101) 定义的潮汐不

变量 K2 得到。这些测量的总结见 Sec. 4.5.1。

6.8 游走集峰

游走集方法的基本对象是空间中所有位置处的随机游走（见 Sec. 5）；与之不同，峰形式体系只
关注与初始密度极大值——也就是峰——相对应的那部分点。事实上，[396] 表明，这两种方法并非
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不可调和；类似思想早已见于 [496] 的早期工作。不过，在讨论峰理论与游走集的关系之前，我们先
处理峰理论语境下与云中云问题对应的问题。游走集形式体系中的云中云问题已在 Sec. 5.2.3 详细
讨论。
到目前为止，为了与暗物质暗晕丰度建立联系，我们一直隐含地假设：在红移 z 坍缩、质量为

M 的暗晕，与在尺度 R(M) 上平滑且峰高为 δcr(z) 的初始密度场极大值之间存在一一对应。至少
对于质量相对较大的天体，这是一个不错的近似（见 Sec. 5.1）。因此，暗晕质量函数——即每个对
数质量区间 d lnM 内的暗晕数密度——为 [410, 496, 497]

nh(M)d lnM = npk(νc)dνc ≡
ρm
M
fpk(νc)dνc , (6.67)

其中 fpk(νc)dνc 类似于游走集的重数函数，即在平滑尺度 R(M) 上、峰高位于区间 [νc, νc + dνc] 内
的峰（而不是随机游走）所占的比例。对于 BBKS 峰（比较 Sec. 6.4），

fpk(νc) =
M

ρm
npk(νc) =

(
V

V⋆

)
G0(γ1, γ1νc)

e−ν
2
c/2

√
2π

, (6.68)

扮演重数函数的角色。这里，V = M/ρm 是质量为 M 的暗晕所占据的拉格朗日体积，而 V⋆ =

(2π)3/2R3
1 是平滑尺度 R 上一个峰所占据的特征体积。注意，fpk = fpk(δcr, σi) 确实是 δcr 与谱矩 σi

的函数。遗憾的是，处方 Eq. (6.67) 不能保证在滤波尺度 R 上识别出的峰高为 νc 的峰，没有嵌在
更大的已坍缩天体之中。
为了解决这个问题，可类比游走集形式体系，在初始密度极大值的位置考虑 δ(R) 随 R 变化的

轨迹 [396, 429, 496]。为避免把峰中峰重复计数，必须施加这样的约束：在尺度 R 上平滑后的密度
场中识别出的峰，不能包含在更大平滑尺度上识别出的峰内。对于顶帽或 Gaussian 等现实滤波器，
游走 δ(R) 彼此相关，因此这种峰中峰效应很难处理。严格来说，应当对 R 到无穷大之间的每一个
滤波尺度施加无穷多个约束。正如 Sec. 5.7 所述，可以用一个较弱的要求近似这一条件，即极大值
处的密度反差满足

δ(R) > δcr, δ(R+ dR) < δcr , (6.69)

这是 [429]提出的条件。这两个不等式保证峰高为 δcr 的极大值恰好处在即将消失的边缘。与 Sec. 5.7
中一样，它们可以合并为约束

δcr < σ0ν < δcr −
dδ

dR
dR ≡ δcr − δ′(R)dR , (6.70)

本节中撇号始终表示对滤波尺度求导。要使条件 Eq. (6.70)有意义，必须有 δ′(R) ≤ 0；等价地，随机
游走 δ(R) 必须向上穿越阈值 δcr。[421] 的分析表明，直到峰高为一量级时，这种上穿都可以很好地
近似为首次穿越。[396] 把 BBKS 峰约束与这一上穿条件的结合称为游走集峰（excursion-set peaks，
ESP）。

ESP 方法仍然受到游走集方法某些固有限制的影响。尤其是，它只以宿主暗晕位置 xpk 处的量
为基础，因此关于暗晕并合历史的信息并不完整，例如拉格朗日斑块内是否存在局域密度极大值。为
克服这个问题，文献 [435] 的峰斑块方法（见 Sec. 5.1）采用了更精细的坍缩描述，同时考察 δ（及
其他相关变量）在 qpk 邻域与多个滤波尺度上的行为。对低质量暗晕而言，动力学越来越偏离球对
称坍缩，因此这一问题尤为重要。
另一个问题是，任何基于拉格朗日空间的暗晕丰度与聚类处方都需要线性功率谱的谱矩 [见 Eq. (6.1)]，

而对于实空间球形顶帽滤波器，这些谱矩并不总是有限。为缓解这一问题，[303, 304, 306] 在使用顶
帽滤波器的计算不收敛时改用 Gaussian 滤波器。实践中，Gaussian 滤波半径 RG 通过以下要求由
顶帽滤波半径 RT 确定：

⟨δG|δT ⟩ =
⟨δG(q)δT (q)⟩√

⟨δ2G⟩⟨δ2T ⟩
= δcr , (6.71)
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其中 δG 和 δT 分别是在 Gaussian与实空间球形顶帽滤波器下平滑的密度场。这保证了满足 δT = δcr

的峰在平均意义下也满足 ⟨δG⟩ = δcr。显然，若能像 [480] 那样采用人为性更少的处理会更理想。
于是，每个平滑区间 dR 内的维里化天体数 nESP(R)，等于既满足峰约束、又在尺度 R 上向上

穿越阈值 δcr 的轨迹数。为方便起见，引入归一化变量 µ ≡ −δ′/σδ′，其中 σδ′ =
√
⟨δ′2⟩，于是上穿

条件变成 µ ≥ 0。由此有

nESP(R)∆R =

∫ ∞

0

dµ

∫ νc+(σδ′/σ0)µ∆R

νc

dν

∫ +∞

−∞
dJ1· · ·

∫ +J
3/2
2

−J3/2
2

dJ3
33/2

R3
1

∣∣det(ζij)∣∣δD[η(q)]ΘH(λ3) p(w)

(6.72)

≈ 33/2

R3
1

∫ ∞

0

dµ

∫ +∞

−∞
dJ1· · ·

∫ +J
3/2
2

−J3/2
2

dJ3
σδ′

σ0
µ
∣∣det(ζij)∣∣δD[η(q)]ΘH(λ3)δD

[
ν(q)− νc

]
p(w)∆R ,

这里把 ESP 峰数密度表示为 R 的函数，并在第二行假设 ∆R 为无穷小。进一步说，在 ESP 方法
中，Eq. (6.11) 的旋转不变量还要补上 µ，即 w ≡

{
ν(q), J1(q), µ(q), 3η

2(q), 5J2(q), J3(q)
}
。利用

dνc/dR = −νcσ′
0/σ0 和 Eq. (6.17)，通过变量变换 nESP(νc) = nESP(R)dR/dνc，可以直接读出 ESP

峰数密度随 νc 的函数。因此，可以把峰高为 νc 的 BBKS 峰的局域数密度 Eq. (6.9) 所对应的 ESP
版本定义为

nESP(q) =

(
1

νcγνµ

)
µΘH

[
µ(q)

]
× npk(q) , (6.73)

这里使用了 ν 与 µ 的互相关定义 γνµ = −σ′
0/σδ′。对于 Gaussian 滤波器，µ 恰好等于 J1Rσ2/σδ′；

此时 δ′ 与峰曲率 J1 完全相关（另见 Sec. 5.10 对组装偏置的讨论）。所以在这一特殊情形下，条件
λ3 ≥ 0 自动保证 µ ≥ 0。这意味着，对 Gaussian 滤波器而言，ESP 峰与 BBKS 峰相同。

把 δcr 替换为 B，并作 δD(ν − νc) → δD(ν − B̃) 与 ΘH(µ) → ΘH(µ+ B̃′)（其中 B̃ ≡ B/σ0）的
替换，便可把 Eq. (6.73) 推广到运动的、确定性或随机的坍缩势垒。第二个条件要求在上穿处，（相
关）游走的斜率比势垒更陡。
不过，正如 [306] 指出的那样，当势垒具有随机性时，存在两种可能的物理图像：或者每条游走

都“看到”一条形状随峰而异的运动势垒；或者每条游走都“看到”一条平坦的恒定势垒，但势垒
高度随 R 改变。在第二种图像中，条件 µ ≥ −B′ 必须替换为 µ ≥ 0。这里依照 [306] 采用第二种解
释。这样会略微简化计算，而造成的差异仅为百分比量级。
正如 Sec. 5.9 所述，除密度外，坍缩阈值 B 每多依赖一个变量，首次穿越问题就多一个维度，

并在 (σ, δ) 平面中引入散布。为了计及坍缩阈值的散布，[303, 306] 考虑了平方根势垒 Eq. (5.107)，
即 B̃ = νc + β，其中随机变量 β 服从以对数正态分布表示的 p(β)。它可以很好地描述实际坍缩阈
值对暗晕质量的依赖 [318]。利用 f(J1) 的定义 Eq. (6.22)，ESP 峰的重数函数为19

fESP(νc) = V nESP(νc) =

(
V

V⋆

)
1

νcγνµ

∫
dβ p(β)

∫ ∞

0

dµµ

∫ ∞

0

dJ1 f(J1)N (νc + β, J1, µ) , (6.74)

其中 N (ν, J1, µ) 表示均值为零、方差为一的三元正态分布。除本节前面讨论的 BBKS 峰偏置展开
Eq. (6.50) 中已有的项之外，ESP 峰展开还会包含依赖于 δ′ 的项。
然而，只有显式建模偏离球对称坍缩的效应，才会出现对 Sec. 5.9中定义的潮汐场K2(q)、K3(q)

的依赖。沿着 [121] 以及近期 [498] 的方向推广峰约束是很有价值的，因为它既能给出物理描述，也
能预言散布 β。正如将在 Sec. 7.4 中看到的，从第一性原理描述拉格朗日偏置模型中的散布，对于
非 Gaussian 偏置相容性关系其实至关重要。

19利用 Bayes 定理 N (ν, J1, µ) = N (ν, J1)N (µ|ν, J1) 可以化简此式，从而使类比 Eq. (5.82) 的积分
∫∞
0
dµµN (µ|ν, J1) 具有类

似于 Eq. (5.85) 的紧凑形式。
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图 30: 上图：从 N 体模拟中提取的 SO 暗晕（∆SO = 200）的对数质量函数。不同符号代表图中所
示的不同红移；实线、点线和虚线分别表示 ESP 在 z = 0、1 和 2 时的预言。下图：模拟结果相对
于 ESP 预言的分数偏差。两幅图中的误差棒都表示不同实现之间的散布。From [499].

利用 Eq. (6.67)，ESP 方法最终预言的暗晕质量函数为

nh(M) = ρm fESP(νc)
dνc
dM

= −1

3
MR

(
σδ′γνµνc
σ0

)
V −1fESP(νc) . (6.75)

需要注意，如果为了保证收敛而使用不止一种滤波器计算旋转不变量，那么上式中乘法因子 R 是归
一化密度场 ν 的平滑半径。例如，在 [303, 306] 的 ESP 实现中，顶帽滤波器用于定义 ν 和 µ，而
为了保证 σ1 与 σ2 收敛，变量 J1、η2、J2 和 J3 使用 Gaussian 滤波器。在这种情况下，R 就是顶
帽半径。

[500] 给出了基于 Eq. (6.75) 的暗晕质量函数预言，而 [501, 502] 讨论了它对暗晕质量吸积历史
的含义。[303] 采用了使用实空间顶帽滤波器的暗晕质量定义，并纳入临界坍缩阈值对暗晕质量的平
均依赖及其散布。
与 N 体模拟比较表明，如果假设一个简单的平方根势垒 B(s) = δcr + β

√
s，并令其散布 p(β)

为对数正态分布，那么 ESP 模型可以很好地拟合球对称过密度（SO）暗晕的质量函数；这些暗晕
用恒定过密度阈值 ∆SO = 200 识别 [303, 306]。Fig. 30 确实表明，在用于标定平方根势垒自由参数
的零红移处，ESP 预言表现得相当好。尽管如此，它低估了较高红移处大质量暗晕的丰度。不过需
要注意，该图在所有红移处都使用了相同的均值

〈
β
〉
与方差 Var(β) [499]，而这些量只由在 z = 0

维里化的暗晕推断得到。线性坍缩阈值的均值与方差很可能依赖红移；纳入这种依赖，或许能改善
高红移处与模拟的一致性。
最后，只要把 X 替换为 X = (ν, J1, µ)，并把 npk 替换为 nESP，Sec. 6.7 中关于估计拉格朗日

偏置参数的结果便可直接用于 ESP 模型。

6.9 拉格朗日密度峰的引力演化

本节通过近似建模引力演化，说明如何把拉格朗日空间中的峰统计与 Euler 空间（晚时）的统
计联系起来。具体而言，我们假设暗晕中心是彼此不相互作用、并在局域上随暗物质流动的检验粒
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子。
我们首先推导峰的速度偏置，再结合连续性方程，推导线性 LIMD 与高阶导数峰偏置从初始拉

格朗日空间到 Euler 空间的时间演化（bL01 → bE01）。随后讨论如何用相空间处理预言任意阶拉格朗日
峰关联函数的时间演化。为简单起见，我们采用 Zel’dovich 近似。因此，在二阶及更高阶上无法恢
复 Sec. 2.3–2.4 中讨论的正确引力演化 [503–505]。尽管如此，这一处理仍能展示在峰形式体系中纳
入引力演化的可能性与挑战。

6.9.1 速度偏置

峰模型是具有速度偏置的偏置示踪体的一个显式实现。速度偏置来源于线性速度与密度梯度之
间的关联。具体来说，拉格朗日密度峰在三维中的线性阶速度弥散为 [13]

σ2
v,pk(τ) ≡ ⟨v2

pk(q, τ)⟩ = (Hf)2σ2
−1

(
1− γ20

)
, (6.76)

其中 γ0 定义见 Eq. (6.3)。因此，峰的速度弥散小于在相同尺度上滤波的暗物质速度弥散 ⟨v2
R⟩ =

(Hf)2σ2
−1。这是因为大尺度流动更可能指向峰，而不是随机取向 [13, 474, 475, 506]。一个重要推论

是，线性峰速度按照下式发生偏置：

vpk(q, τ) = vR(q, τ)− (Hf)σ
2
0

σ2
1

∇δR(q, τ) , (6.77)

这一关系可以从峰的成对速度统计或远距离观测者极限下的红移空间线性功率谱推断出来 [156, 257]。
此外，它还意味着线性峰位移 spk 也存在偏置 [152, 174]。具体而言，Fourier 空间中的 spk 为

spk(k, τ) =

(
1− σ2

0

σ2
1

k2
)
WR(k)s(1)(k, τ) , (6.78)

其中 s(1) 是线性位移场 [见 Eq. (B.16)]。这定义了与时间无关的线性峰速度偏置 cv,pk(k) [156, 257]：

cv,pk(k) =

(
1− σ2

0

σ2
1

k2
)
WR(k) , (6.79)

使得 spk(k, τ) = cv,pk(k)s(1)(k, τ)。在 Sec. 2.7 的记号中，β∇2v = σ2
0/σ

2
1，另加一项来自滤波核

WR(k) 的展开。注意，cv,pk 依赖于 k 与平滑尺度 R，但不依赖峰高 ν 或时间；等价地，β∇2v 只依
赖半径 R。由于 σ0/σ1 ∝ R，且 R 是问题中唯一的尺度，我们预期这一速度偏置随暗晕质量增大。
可以看出，spk 与物质位移 s(1) 的差别，一方面来自滤波核——因为暗晕内部运动不影响宿主暗晕
的运动——另一方面来自因子 (1− k2σ2

0/σ
2
1)。

必须区分局域速度偏置与统计速度偏置。前者是指偏置示踪体的局域速度与暗物质速度不同，
即局域观测者会测得示踪体与暗物质之间的相对速度。后者则意味着示踪体在局域上随暗物质流动，
但其速度在统计上有偏。这本质上可以是一种选择效应：示踪体恰好位于一些特殊位置，这些位置的
速度比随机选取位置的速度更小或更大。在峰方法中，这两种效应分别体现为窗口函数 WR(k)（局
域部分）与因子 1− (σ0/σ1)

2k2（统计部分）。
下面更详细地讨论 Eq. (6.76) 与 Eq. (6.77) 之间的关系。显然，对 Eq. (6.77) 的平方取系综平

均，正如应有的那样会得到 Eq. (6.76)。不过，[257] 还指出，对于 Eq. (6.79)，

(Hf)−2σ2
v,pk =

1

2π2

∫ ∞

0

dk PL(k) c
2
v,pk(k)

= (Hf)−2⟨vR · vpk⟩ =
1

2π2

∫ ∞

0

dk PL(k) cv,pk(k)WR(k) . (6.80)
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也就是说，含有对 c2v,pk 积分的峰速度方差，等于只含 cv,pk 的峰–平滑暗物质速度方差。这一恒等式
表明，在峰的位置，峰与滤波后物质分布的速度相同。这正是我们假设峰在局域上随平滑暗物质流
动的结果。
对峰速度偏置还有一个要求：在实空间中，它必须是把一个矢量（速度）场映射到另一个矢量场

的高阶导数算符。均匀性与各向同性进而要求，它由 Laplace算符 ∇2 的幂构成；等价地，在 Fourier
空间中由 k2 的幂构成。因此，一般预期最低阶的 k 依赖形如 cv,pk(k) = (1−R2

vk
2)WR(k)，其中 Rv

为某个常数。把这一要求与 Eq. (6.80) 结合，便唯一确定了速度偏置 Eq. (6.79)。注意，例如选择
cv,pk(k) = [1− (σ−1/2/σ0)

2 k]WR(k) 也满足 Eq. (6.80)，但它并非来自实空间中的局域算符。

6.9.2 线性演化：连续性方程

在讨论峰速度偏置的来源之后，我们采用 [152] 使用的连续性论证，计算线性峰偏置的时间演
化。这把 [115] 的讨论推广到了具有线性偏置的位移/速度场，并与 Sec. 2.7 的讨论相呼应。对线性
连续性方程 ∂δpk/∂τ = −∇ · vpk 积分，并在 Fourier 空间中求值，一阶 Euler 峰偏置函数为

cE1 (k, τ) = cv,pk(k) +
D(τ0)

D(τ)
cL1 (k, τ0) , (6.81)

其中一阶拉格朗日峰偏置函数定义见 Eq. (6.55)；为清楚起见，我们暂时恢复了 cL1 的时间依赖。这
一关系是 Eq. (2.82) 的一个特例。不过需要注意，与 Sec. 2.3 和 Sec. 2.7 不同，这里的 τ 参数化了
峰斑块从拉格朗日空间（τ = 0 的初始条件）到 Euler 空间（τ = τ0 的坍缩时刻）的轨迹，尽管在
形式上也可以把峰轨迹延拓到 τ0 之后。因此，

cE1 (k, τ)δR(τ) = cE1 (k, τ)
D(τ)

D(τ0)
δR(τ0)

τ→0
= cL1 (k, τ0)δR(τ0) . (6.82)

也就是说，当相对于线性外推至 τ0 的密度场定义峰时——这是本节始终采用的约定——在 τ → 0

极限下会恢复拉格朗日偏置 Eq. (6.55)。在 kR ≪ 1 的极限下，Euler 峰偏置 cE1 与尺度无关，这与
“局域偏置定理”的预期一致 [104, 105]。Eq. (6.81) 表示峰在高密度环境中彼此趋近、在低密度环境
中彼此远离。与任何速度偏置（无论统计还是局域）一样，这一效应属于更高阶导数效应。
把 Eq. (6.81) 分解为高阶导数项（∝ k2）与局域项（与 k 无关），得到

bE10(τ) ≡ 1 +
D(τ0)

D(τ)
bL10(τ0), bE01(τ) ≡ −σ

2
0

σ2
1

+
D(τ0)

D(τ)
bL01(τ0) . (6.83)

第一个关系就是 Euler 线性偏置通常满足的关系 Eq. (2.32) [15]。第二个关系意味着，在理想化极
限 τ → ∞ 下，随着结构增长且 D−1(τ) 减小，高阶导数偏置参数趋于依赖 R 的负常数 −σ2

0/σ
2
1。因

此，若线性速度在统计上有偏，线性峰偏置函数 cE1 (k, τ) 的高阶导数贡献会一直保留到晚时 [152]。
注意，由于 bL01 始终为正（见 Fig. 29），线性速度偏置的贡献会压低 bE01(τ0) 的振幅。事实上，对于
对应 M ≲ 5× 1013 h−1M⊙ 的峰，bE01(τ0) 甚至变为负值。
与时间无关的速度偏置，看起来可能与暗物质和暗晕双流体计算给出的衰减速度偏置相矛盾

[118]。不过，正如 Sec. 2.7 所讨论的，这两个结果只是对物质与暗晕之间力之差的时间依赖作了
不同假设：Eq. (6.83) 假设相对力随时间恒定，而 [118] 的计算则假设初始条件中存在瞬时作用力。
近期工作在初始暗晕速度的二点统计中发现了 Eq. (6.79) 形式的统计偏置的确凿证据 [174,

259]。在线性区间内，加速度与初始速度平行，因此线性速度偏置 cv,pk 不会衰减，而是始终保持
不变。换言之，作用于初始密度峰的引力在线性阶就存在偏置 [174, 507]（见 Sec. 2.7的讨论）。[174]
的近期测量没有作体积加权，因而较少受到数值伪影的影响（讨论见 [173]）；这些测量看来与上述
解释一致。
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最后，到目前为止我们一直假设，峰速度等于在峰位置求得的平滑暗物质组分速度。但在实践
中，暗晕速度通常取属于该暗晕的所有粒子的质心速度。假设与暗物质暗晕有限尺度有关的效应会
使窗口具有时间依赖，即 WR →W (k, τ)，那么在任意 τ ≥ τi 时刻，暗晕速度偏置为 [329]

cv(k, τ) =W (k, τ)+
(
cv(k, τi)−W (k, τi)

)(D(τi)

D(τ)

)3/2

−D−3/2(τ)

∫ τ

τi

dτ ′W ′(k, τ ′)D3/2(τ ′) , (6.84)

其中 W ′ = ∂W/∂τ。因此，cv(k, τ) 有两项贡献：一项来自 W [即 Eq. (6.79) 中的平滑核 WR(k)]，
另一项来自 W ′。当 τ ≃ τi 时，与 W ′ 成正比的第二项占主导，但在晚时 τ ≫ τi 可以忽略。因此，
在原暗晕速度中测得的任何高阶导数项，除窗口函数 WR 所诱导的部分外，都应归因于统计速度偏
置。这提供了一种清晰的方法，用以区分统计偏置和暗晕轮廓时间依赖所诱导的效应。

6.9.3 高阶演化

下面利用峰的相空间分布——也就是峰速度的联合分布——计算峰二点统计的演化。假设每个
暗晕中心都与一个峰一一对应，那么暗晕的 Euler 共动位置与固有速度一般可以通过以下映射表示：

xpk(τ) = qpk + s(qpk, τ) , vpk(τ) = a(τ)
∂

∂τ
s(qpk, τ) , (6.85)

其中 qpk 是暗晕中心的初始位置，s(q, τ) 是位移。为简单起见，我们在 Zel’dovich 近似下工作 [508,
509]，但结果可以推广到包含高阶拉格朗日位移的情形。在这一近似中，峰位移由 Eq. (6.78) 给出：

spk(q, τ) = − D(τ)

D(τ0)

(
∇
∇2

δR +
σ2
0

σ2
1

∇δR

)
(q, τ0) (6.86)

∂

∂τ
spk(q, τ) = −fH D(τ)

D(τ0)

(
∇
∇2

δR +
σ2
0

σ2
1

∇δR

)
(q, τ0) , (6.87)

这里显式写出了对 τ0 的依赖，以强调线性场是相对于坍缩时刻归一化的。
现在考虑某个拉格朗日偏置点过程的一组实现。关联函数 ξLpk(r, τ)与联合概率 p2(ṽ1, ṽ2; r, τ |pk)

的零阶矩相关；该概率描述一对相隔距离 r、归一化速度分别为 ṽ1 与 ṽ2 的峰 [152, 510]：

n2
pk
[
1 + ξLpk(r, τ)

]
=

∫
d3ṽ1d

3ṽ2 p2(ṽ1, ṽ2; r, τ |pk) , (6.88)

这里引入了标度速度 ṽ = v/Hfσv，其中 σv ≡ σ−1(z)正比于物质速度场的三维方差，从而有 ⟨ṽ2⟩ =
1。当峰的运动由 Eq. (6.87) 支配时，可以很容易地把 p2(ṽ1, ṽ2; r, τ |pk) 与初始时刻 τi ≪ τ0 的联合
概率分布联系起来：

p2(ṽ1, ṽ2; r, τ |pk) =
∫
d3q δD(q + σv[ṽ2 − ṽ1]− r) p2(ṽ1, ṽ2; q, τi|pk) . (6.89)

这里 q 是拉格朗日间隔矢量。注意，尽管概率 p2(ṽ1, ṽ2; r, τ |pk) 还依赖于 ṽi · r，二点关联函数却
只依赖于 r。
我们隐含地假设，每个观测到的示踪体都对应一个唯一的拉格朗日斑块。与 [435]的峰斑块图像

一样（见 Sec. 5.1），并合历史取决于斑块内部小尺度物质分布的细节。不过，这里追踪的不是子团
块的并合，而是整个斑块的运动与坍缩。按照定义，斑块数守恒，因此 Eq. (6.89) 等价于 Liouville
定理；后者指出，守恒示踪体的相空间密度守恒。
当我们知道如何计算初始条件中的分布时，Eq. (6.89) 尤其有用。对于可由有限个约束刻画的

偏置处方，例如这里考虑的 BBKS 峰，有

p2(ṽ1, ṽ2; q, τi|pk) =
∫
d13u1

∫
d13u2 npk(u1)npk(u2) p2(u1,u2; q, τi) , (6.90)
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其中 u 是包含 13 个变量的矢量，这些变量同时描述 BBKS 峰约束与初始相对速度，即 u =

{ν, ηk, ζij , ṽl}；p2 是 u1 = u(x1)与 u2 = u(x2)的联合概率。注意，BBKS峰的数密度 npk [Eq. (6.9)]
不依赖 ṽi，因为等效原理禁止这种依赖（Sec. 2.10.2）。对于 Gaussian初始条件，p2 是多元 Gaussian
分布。此时，把 Eq. (6.89) 中的 Dirac delta 写成均匀分布的 Fourier 变换，并对速度积分，最终可
以把离散示踪体的二点关联函数写成

n2
pk [1 + ξpk(r, τ)] =

∫
k

∫
d3q eik·(r−q)

∫
d10y1

∫
d10y2 npk(y1)npk(y2) p2(y1,y2; q, τi) (6.91)

× exp
(
−1

2
σ2
v k

⊤Ck + iσvk ·∆s

)
,

其中，p2(y1,y2; q, zi) 是拉格朗日位置 q1 和 q2 处 y = {ν, ηk, ζij} 的联合概率密度函数；∆si =〈
(s1 − s2)i

∣∣pk〉 是峰的相对位移；Cij ≡
〈
(s1 − s2)i(s1 − s2)j

∣∣pk〉−∆si∆sj 是其协方差矩阵。注意，
对速度作 Gaussian 积分引入的是位移协方差矩阵，而不是它的逆矩阵。

Eq. (6.91) 是 Zel’dovich 近似下的精确结果。因此需要认识到：尽管动量守恒只在领阶得到保
证，但由于相对位移在广义 Galilei 变换——即均匀但随时间变化的推动，显式定义见 Sec. 2.10.2
——下不变，我们的近似也在这种变换下保持不变 [198–200]。这保证了超长波扰动在等时峰二点关
联函数 Eq. (6.91) 中的效应消失 [201, 203, 271, 511]。
依照 [152]，可以按线性功率谱 PL(k) 的幂展开 Eq. (6.91) 的被积函数；在 Zel’dovich 近似的次

领阶（NLO）有

ξpk(r, τ) =

(
D(τ)

D(τ0)

)2 ∫
k

e−
1
3k

2σ2
v,pk(z)

[
cE1 (k, τ)

]2
PL(k) e

ik·r + ξMC(r, τ) +O(3) . (6.92)

这里 cE1 定义见 Eq. (6.81)；O(3) 表示次次领阶（NNLO，即两圈及更高圈）贡献；线性功率谱 PL

在坍缩时刻 τ0 求值；NLO 模耦合项 ξMC(r, τ) 为

ξMC(r, τ) ≡
∫
k

PMC(k, τ)e
ik·r

PMC(k, τ) ≡
1

2

(
D(τ)

D(τ0)

)4 ∫
k1

∫
k2

[
cE2 (k1,k2, τ)

]2
PL(k1)PL(k2) (2π)

3δD(k − k12) . (6.93)

二阶（Euler）峰偏置函数 cE2 为

cE2 (k1,k2; τ) =
1

2

[
1 +

(
k1
k2

+
k2
k1

)
µ+ µ2

]
cv,pk(k1)cv,pk(k2) +

D(τ0)

D(τ)
cL1 (k1)cv,pk(k2)

(
1 +

k1
k2
µ

)
(6.94)

+
D(τ0)

D(τ)
cL1 (k2)cv,pk(k1)

(
1 +

k2
k1
µ

)
+

(
D(τ0)

D(τ)

)2

cL2 (k1,k2) .

因此，峰约束给出的二点关联函数（Fig. 31）与拉格朗日微扰理论推导的结果一致（例如 [79, 117,
510, 512]）；额外特点是拉格朗日偏置函数包含高阶导数项，而且到 Euler 位置的位移会受到速度偏
置的修正。还要注意，尽管 [152] 没有考虑拉格朗日潮汐剪切偏置，依照 [513] 可以直接把这一贡献
纳入 cL2。
需要指出，与对部分微扰展开作重求和的半解析方法（例如 RPT [73]）不同，我们的微扰解是

Zel’dovich 近似下精确关联函数的级数展开。因此，尽管截断后的微扰展开在任意阶上都会在形式
上破坏 Galilei 不变性（相关讨论见 [203]），但在展开已经收敛到完整 Zel’dovich 结果的尺度上，它
会自动满足 Galilei 不变性 [514]。在 NLO，整个 BAO 区域都能达到 1% 水平的收敛。当然，由于
采用 Zel’dovich 近似，模耦合并不正确。要解决这个问题，必须在拉格朗日微扰理论中考虑高阶位
移 [135, 503, 512]。
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图 31: Eq. (6.92) 所预言、在 z0 = 0.3 坍缩的 νc = 2（2σ）峰关联函数的红移演化。曲线由下至上
分别表示红移 z = ∞、5、2、1、0.5（点线）以及 z = z0（实线）处的 ξpk(r, z)。真实数据只能测量
坍缩时刻（z = z0）的关联函数。作为比较，虚线给出 LIMD 偏置近似下 z = ∞ 和 z = z0 处的关
联函数。From [152].

下面讨论这一结果与 Sec. 4.1.4 中一般偏置展开给出的 NLO 暗晕功率谱之间的关系。第一，正
如 Sec. 6.6.2所述，偏置函数 cE1 和 cE2 包含一般偏置展开所得局域偏置项的一个子集，但还包含额外
的高阶导数项；按照 Sec. 4.1.4的微扰计数，这些项属于更高阶（另见该处关于这种计数的注意事项）。
另一方面，由于用 Zel’dovich近似处理非线性演化，并且缺少拉格朗日潮汐偏置，Eqs. (6.92)–(6.93)
不含三阶项与线性项耦合的贡献。此外，与 Sec. 4.1.4 中圈动量可以任意大不同，Eqs. (6.92)–(6.93)
的积分被滤波核 WR(k) 截止在 k ∼ R−1 的尺度。
最后，Sec. 4.1.4 中的贡献 I [O,O′](k) 会减去低 k 极限，而这里的模耦合项在 k → 0 极限下贡

献一个非零白噪声，并叠加到 Poisson 噪声 1/npk 上。偏置展开的高阶项会诱导无穷多个这种白噪
声贡献。所有这些在 k → 0 极限下不消失的贡献，会把 1/npk 重整化为一个有效白噪声项；依所考
虑的暗晕质量而定，它通常可以是超 Poisson 或次 Poisson 的。这一效应在物理上源于小尺度排除，
因而不能用微扰方法建模。不过，在峰方法中，可以通过 Eq. (6.34) 对

∫
d3rξLpk(r) 作数值计算，从

而得到 k → 0 极限下的“重整化”白噪声振幅（见 Sec. 4.5.3 的讨论以及 [178, 347]）。
此外，正如 [269, 515] 首次指出的，与 cL1 c

L
2 ∂

−1δ · ∂δ 成正比的贡献会移动 BAO 峰的位置，
其中 cLn 是拉格朗日偏置函数。当然，这一项也出现在一般偏置展开所推导二点函数的 NLO 贡献
中（Sec. 4.1.4）。二阶偏置函数的高阶导数修正不会显著改变这一效应的强度；该效应主要由二次
LIMD 偏置 bL20 主导。重要的是，这种非线性位移既可以在正向分析中计及 [269, 516]，也可以通过
适当重构线性位移场来逆转 [517]。另一种办法是使用“线性点”：它位于 r ∼ 90h−1 Mpc 的谷与
r ∼ 105h−1 Mpc 的 BAO 峰正中间，受非线性影响很弱，因而也可用于距离测量 [518–520]。
最后，通过考察 BAO尺度附近的峰关联函数 ξpk(r, z)（见 Sec. 6.5.2），来说明从初始时刻到最终

时刻的引力运动如何抹去峰约束所诱导的大部分拉格朗日高阶导数偏置。Fig. 31 展示了 Eq. (6.92)
预言的 νc = 2 BBKS 峰的 ξpk(r, z) 红移演化：从初始条件 τi = 0（z = ∞，最下方点线）一直到暗
晕在 τ = τ0 坍缩。这里假设坍缩发生在 z0 ≡ z(τ0) = 0.3（最上方实线）；为便于说明，还给出了中
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间红移 z = 5、2、1 和 0.5 处的 ξpk(r)。
作为比较，最下方和最上方的虚线分别表示 LIMD 近似下的初始与最终关联函数；在这一近似

中，除 bLN0 外所有峰偏置参数都设为零，速度偏置被关闭，从而 σv,pk = σv,dm，并且不作滤波（比
较 Fig. 4，见 Sec. 2.1）。随着红移降低，引力不稳定性一方面产生相干运动，放大峰关联函数的大
尺度振幅；另一方面产生随机运动，逐渐抹平初始 BAO特征。尽管由于速度偏置，大尺度流动的随
机性对峰的影响弱于对 LIMD 偏置示踪体的影响，但峰的最终关联函数明显比初始时更接近受限于
LIMD 的示踪体。即便如此，在 z = z0 时峰预言与 LIMD 预言之间仍有细微差异，尤其是在 BAO
特征附近。这种强烈依赖暗晕质量的残余高阶导数偏置，是拉格朗日偏置函数 cLn(k1, . . . ,kn) 中的
高阶导数项与速度偏置的微妙组合。
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7 偏置与原初非高斯性
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到目前为止，我们一直假设初始扰动是绝热且Gaussian的；这是暴胀范式的一项关键预言 [521]。
此外，宇宙微波背景已经对初始条件偏离 Gaussian性的程度——即原初非 Gaussian性（PNG）——
给出了严格上限。尽管如此，PNG 仍有相当大的未受限制参数空间，并能为暴胀物理提供丰富信息
（见 Sec. 7.2，综述见 [522–524]）。这为研究 PNG 对大尺度结构的影响提供了强烈动机。

自 20 世纪 80 年代以来，人们就一直研究大尺度星系成团与初始条件统计之间的联系，其中包
括奠基性工作 [422, 525–530]（概述另见 [70]）。到 21 世纪初，人们认识到，与非线性引力演化诱导
的非 Gaussian性相比，初始条件中的非 Gaussian性很可能只是一个小修正 [531]。随后，[62, 67]发
展了在大尺度结构双谱中区分原初与晚时非 Gaussian 性的方法。局域型 PNG（local PNG）对大尺
度星系成团具有强烈影响这一发现，使该领域再次取得突破 [68]，尽管这一效应已隐含在 [525, 526]
的结果中。
现在我们知道，星系成团能够对局域型 PNG 的幅度给出独立限制，其竞争力可与 CMB 相比，

长期来看甚至可能最强（Sec. 7.6）。而且，星系偏置的限制建立在小尺度模 k ≳ 0.3hMpc−1 上（与
示踪体形成尺度 R−1

∗ 同阶），CMB 则探测 k ≲ 0.1hMpc−1 的模。若 PNG 像若干早期宇宙模型预
言的那样依赖尺度，二者应视为互补的 PNG 探针。近期综述 [428, 523, 532] 讨论了 PNG 对大尺
度结构的影响；这里将大幅扩展其中关于存在 PNG 时偏置的讨论，并纳入过去数年的结果。
我们首先在 Sec. 7.1 中，把 PNG 纳入 Sec. 2 所述的一般偏置展开框架；Sec. 7.1.1–7.1.2 从

最简单的局域型 PNG 开始。为清楚起见，我们把 PNG 存在时偏置展开中新引入的附加项称为非
Gaussian 偏置。局域型 PNG 在不引入更一般非 Gaussian 初始条件复杂性的情况下，体现了 PNG
影响星系成团的核心物理；更一般的情形在 Sec. 7.1.3–7.1.4中处理。Sec. 7.1.5对较小尺度上附加项
的讨论结束这一部分。Sec. 7.1.6 简要总结 PNG 幅度领阶对一般偏置展开的贡献，补充 Sec. 2.11，
并把 Sec. 4.1.1 的结果推广到星系静止系中的二点和三点函数。Sec. 7.2 简述从星系成团中探测和限
制各种 PNG 信号对早期宇宙物理的意义。
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要定量限制 PNG，还需要预言 PNG 存在时出现的新偏置系数。Sec. 3 的 PBS 论证可用于推
导这些系数，详见 Sec. 7.3。随后，Sec. 7.4 表明：对任意给定的示踪体“微观”拉格朗日模型，都
能完整预言 PNG 对拉格朗日空间 n 点函数的影响。其中包括阈值化（Sec. 2.1）、游走集（Sec. 5）
和峰模型（Sec. 6），它们依次在 Sec. 7.4.1–7.4.3 中讨论。
最后，Sec. 7.5 比较存在 PNG 时暗晕偏置的理论预言与 N 体模拟；Sec. 7.6 给出利用星系成

团对局域型 PNG 的当前和预测观测限制，推广 Sec. 4.1.3 的预测。

7.1 一般偏置展开中的原初非高斯性

本节详细说明如何把 Sec. 2.5–2.8 的一般偏置展开推广到非 Gaussian 初始条件。我们只考虑
弱 PNG 极限下的领先贡献，它们由初始条件的三点和四点函数描述。正如下文所见，在当前大尺
度 PNG 限制下，这些贡献在唯象上远比其他项重要。

7.1.1 局域型原初非高斯性

PNG 描述结构形成初始条件的统计性质。通常用原初 Bardeen 势 ϕ 表述 [533]；对在物质主导
时期进入视界的模，它与共动规范曲率扰动 R 满足 ϕ = (3/5)R [534]。在物质主导时期，Newton
势 Φ(k) 通过转移函数 T (k) 与 ϕ(k) 相联系；当 k ≪ keq 时 T (k) = 1，其中 keq ≃ 0.02hMpc−1 是
在物质–辐射相等时进入视界的波数。因此，ϕ 与线性密度场的关系为

δ(1)(k, τ) = M(k, τ)ϕ(k) 其中 M(k, τ) =
2

3

k2T (k)Dmd(τ)

Ωm0H2
0

. (7.1)

这里 Dmd(τ)是在物质主导时期归一化为 a(τ)的线性增长因子。更准确地说，按照 Sec. 2.9的讨论，
Eq. (7.1) 定义的 δ(1) 是同步共动规范中的物质密度反差。下文将省略 δ、M 和偏置参数的显式时
间依赖，并在 Sec. 7.1.6 恢复。

前文一直假设 ϕ = ϕG 是完全由功率谱 Pϕ(k) 描述的 Gaussian 随机场。产生非 Gaussian 初始
条件最简单的方法，是对该 Gaussian 场作局域非线性变换 ϕ(x) = f(ϕG(x))。由于 ϕ 的均方根小于
10−4，Taylor 展开收敛很快，故只保留领先非线性项：

ϕ(x) = ϕG(x) + fnl
[
ϕ2
G(x)− ⟨ϕ2

G⟩
]
+O(ϕ3

G) . (7.2)

这定义了局域二次 PNG，以 [535] 首先引入的参数 fnl 参数化；−fnl⟨ϕ2
G⟩ 保证 ⟨ϕ⟩ = 0。

在 fnl 的领阶，功率谱之外唯一的多谱是双谱：

Bϕ(k1,k2,k3) = 2fnl[Pϕ(k1)Pϕ(k2) + 2 perm.] . (7.3)

注意，若要推导 f2
nl 阶的 ϕ 的 N 点函数，还必须纳入展开 Eq. (7.2) 的下一项 gnlϕ

3，因为二者具
有相同微扰阶数。由 Eq. (7.1) 立即得到物质双谱的领先原初贡献：

B(1)(k1,k2,k3) ≡M(k1)M(k2)M(k3)Bϕ(k1,k2,k3) . (7.4)

即早期 τ → 0 时同步共动规范中的物质双谱。PNG 影响星系成团的一个特别重要区间是挤压极限，
此时两个波数远大于第三个。该极限下，物质双谱 Eq. (7.4) 变为

B(1)(k1,k2,k3)
k1≃k2≫k3= 4fnlM(k3)Pϕ(k3)PL(kS) +O

(
k23
k2S

)
= 4fnlM−1(k3)PL(k3)PL(kS) +O

(
k23
k2S

)
, 其中 kS ≡ k1 +

1

2
k3 . (7.5)

第二行使用了 ϕ(k) 与 δ(1)(k) 的关系 Eq. (7.1)。
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7.1.2 包含局域型 PNG 的一般偏置展开

回到大尺度极限（k → 0）下星系–物质互功率谱的表达式，即 Eq. (4.2) 或 Eq. (2.121)，见
Sec. 2.10：

⟨δg(k)δ(k′)⟩
∣∣∣
lo

Gauss
= b1⟨δ(1)(k)δ(1)(k′)⟩ . (7.6)

对 Gaussian 初始条件，Sec. 4.1.4 推导的次领阶修正（即单圈功率谱）包含引力演化诱导的二阶、
三阶密度场以及非线性偏置贡献。大尺度上，NLO 贡献受 (k/knl)

3+n 抑制，其中 n 是有效功率谱
指标，knl(τ) ≳ 0.2hMpc−1 是非线性尺度［见 Eq. (4.25)，位于 Sec. 4.1.4；高阶导数修正同样受
(kR∗)

2 抑制］。
现在考虑局域型 PNG 对星系–物质互功率谱诱导的领先修正，它对应以下两项贡献：

⟨δg(k)δ(k′)⟩
∣∣∣
PNG

=
1

2
b2

〈(
δ(1)
)2

(k)δ(1)(k′)
〉
+ bK2

〈(
K

(1)
ij

)2
(k)δ(1)(k′)

〉
, (7.7)

因为此时线性（初始）密度场 δ(1) 的双谱不再为零。记号 (δ(1))2(k) 表示密度场平方的 Fourier 变
换，即 Fourier 空间中的卷积；潮汐场 (K

(1)
ij )2(k) 类似。出于很快会明确的原因，我们重新引入尺

度 R = Λ−1 上对偏置算符中密度场的人为平滑；Sec. 2.10 正是用它严格区分大尺度（微扰或背景）
与小尺度（非微扰或峰）。最终所有可观测量都应与 Λ 无关，并可取极限 Λ−1 → 0。相应地，用 cO

表示“裸”偏置系数。于是 Eq. (7.7) 变为

⟨δg(k)δ(k′)⟩
∣∣∣
PNG

=
1

2
c2,Λ

〈(
δ
(1)
Λ

)2
(k) δ(1)(k′)

〉
+ cK2,Λ

〈(
K

(1)
ij,Λ

)2
(k) δ(1)(k′)

〉
, (7.8)

利用 Eq. (7.4) 计算第一项，得到 [100, 536]〈(
δ
(1)
Λ

)2
(k) δ(1)(k′)

〉′

=

∫
p

B(1)(p,k − p,k′)WΛ(p)WΛ(|k − p|)

≈ 4fnl

∫
p

|WΛ(p)|2PL(p)M−1(k)PL(k) = 4fnlσ
2(Λ) ⟨ϕ(k)δ(1)(k′)⟩′ . (7.9)

第二个近似等号假设积分在 p ∼ Λ 处达到峰值且 k ≪ p，因而在挤压极限 Eq. (7.5) 计算 B(1)。此
外，σ2(Λ) 是在截止尺度 R = Λ−1 上平滑的密度场方差。Sec. 7.1.5 将讨论 k/Λ 的次领项；它们类
似于 Sec. 2.6 的高阶导数偏置贡献。在物理上，只要测量星系统计的尺度远大于星系形成尺度，挤
压极限就是良好假设。Eq. (7.8) 的第二项 ⟨(K(1)

ij,Λ)
2(k)δ(1)(k′)⟩ 恰好等于 Eq. (7.9) 再乘 2/3。

也许令人意外的是，在局域型 PNG 存在时，(δΛ)
2 与 (Kij,Λ)

2 必须在微扰论领阶重整化，因为
它们与 δ(1) 的大尺度关联正比于 σ2(Λ)，强烈依赖截止。Eq. (7.9) 的贡献在大尺度上也不小；对足
够小的 k，它甚至超过 Eq. (7.6) 的 Gaussian 领阶贡献。注意，在 k < keq ≃ 0.02hMpc−1 的大尺
度上，M−1(k) ∝ (k/H0)

−2。这一结果显然不合理，但可通过向 δ2,K2 加入反项来吸收非物理贡献，
并得到重整化算符：

[δ2](k) = (δ2Λ)(k)− 4fnlσ
2(Λ)ϕ(k) + [Gaussian 反项] (7.10)

[K2](k) = (K2
Λ)(k)−

8

3
fnlσ

2(Λ)ϕ(k) + [Gaussian 反项] . (7.11)

PNG诱导的这些反项有一个关键性质：它们都直接含有不带任何导数的 Bardeen势 ϕ。正如 Sec. 2.5
所见，引力演化无法产生这种项，因为引力势不是局域可观测的；只有正比于 ϕ 二阶空间导数的密
度和潮汐效应才可局域观测。
因此，在局域型 PNG 存在时，必须把 fnlϕ 加入偏置展开的算符列表 [537, 538]：

δg

∣∣∣
PNG

⊃ bϕ fnl[ϕ] . (7.12)
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严格说来 [ϕ] 是重整化算符，但在 fnl 领阶不接收反项。把这一新的线性阶算符加入偏置展开后，大
尺度星系–物质互功率谱的领阶为

P lo
gm(k) ≡ ⟨δg(k)δ(k′)⟩′lo = b1⟨δ(1)(k)δ(1)(k′)⟩′ + bϕfnl⟨ϕ(k)δ(1)(k′)⟩′

=
[
b1 + bϕfnlM−1(k)

]
PL(k) , (7.13)

它以与截止无关的适当方式包含了大尺度上的领先项。类似地，局域型 PNG 存在时星系自功率谱
的领阶为

P lo
gg (k) =

[
b1 + bϕfnlM−1(k)

]2
PL(k) + P {0}

ε , (7.14)

其中 P
{0}
ε ≡ limk→0⟨ε(k)ε(k′)⟩′ 是领阶随机贡献；它在大尺度上与尺度无关，因而形式与 Gaussian

情形相同。这表明，局域型 PNG 会在示踪体的大尺度二点函数中产生与尺度有关的偏置 ∝ k−2

[68, 536]（见第 166页的 Fig. 32）。这是 PNG 独有的确证信号，因为任何局域过程或非线性引力演
化都无法产生这种尺度依赖。另一方面，Eq. (7.8) 中正比于 (c2,Λ/2)⟨(δ2Λ)(k)δΛ(k′)⟩ 的项应视为裸
偏置展开的伪影，并被吸收到重整化算符 [δ2] 中。因此，新偏置参数 bϕ 先验上与 b2 无关。Sec. 7.3
将用广义 PBS 论证推导 bϕ。

Eqs. (7.13)–(7.14)的物理解释如下。若初始势涨落的双谱由 Eq. (7.3)给出，长波势扰动便会调
制小尺度扰动的初始振幅。考虑一个长波模 ϕ(kℓ)，以及远小于其波长的斑块。若在位置 x 的该斑
块内测量小尺度密度扰动的局域功率谱，记为 PL(kS |x)，则 Eq. (7.5) 表明它被调制为

PL(kS |x) =
[
1 + 4fnlϕ(kℓ)e

ikℓ·x
]
PL(kS) , (7.15)

其中 PL(k)是对全部初始条件平均的物质功率谱。为验证这一点，只需把该关系乘以 ϕ(k′
ℓ)e

ik′
ℓ·x，取

期望并对 d3x积分，即恢复挤压极限下的初始物质双谱 Eq. (7.5)。可见，初始条件中小尺度扰动的振
幅被长波势扰动以 4fnlϕ(kℓ) 调制。暗晕和星系的丰度对初始涨落振幅敏感，所以也受到 4fnlϕ(kℓ)

的调制 [539]，从而产生 Eq. (7.13) 中与尺度有关的偏置。在 Gaussian 情形，小尺度初始扰动在统
计上处处相同，所以 Sec. 2.5 可以把其振幅完全吸收到 P

{0}
ε 等随机贡献中；非 Gaussian 情形不再

如此，决定偏置效应的相关量正是挤压极限双谱。
bϕϕ(k) 是 PNG 对偏置的领先贡献，但不是唯一贡献。初始条件中的非 Gaussian 性还与引力

演化耦合，并改变物质扰动的增长（见第 33页的 Fig. 6）。改变 q = xfl(0) 处小尺度初始条件的统
计，会改变沿流体轨迹 xfl(τ) 的后续演化 [267, 540]。在最低导数阶和 fnl 线性阶，需要纳入的偏置
算符，是 fnlϕ 与 Sec. 2.5 所列 Gaussian 算符的所有组合。关键在于，ϕ = ϕ(xfl(0)) = ϕ(q) 必须在
与 Euler 位置 (x, τ) 对应的拉格朗日位置 q 求值 [538, 541]：

ϕ(q) = ϕ(x)− si(x, τ)∂iϕ(x) + · · · , (7.16)

这里展开到扰动二阶。原因是该耦合存在于初始条件，而非由演化诱导。实际上，这对初始条件中
的任何印记都成立，包括重子与 CDM 之间的等熵模（见 Sec. 8.2）。总之，在 Euler 框架中，对于
局域型 PNG，Sec. 2.5.3 的算符基 Eq. (2.64) 直到三阶需补充以下各项：

1st fnlϕ(q) (7.17)

2nd fnlTr[Π[1](x)]ϕ(q)

3rd fnlTr[(Π[1](x))2]ϕ(q) , fnl(Tr[Π[1](x)])2ϕ(q) ,

其中 Π
[1]
ij = Kij + (δij/3)δ ∝ ∂i∂jΦ。这里强调了 Euler 与拉格朗日宗量的区别，向更高微扰阶推广

已很直接。推导给定微扰阶的星系统计时，还要按照 Eq. (7.16) 展开 ϕ(q)，见 Sec. 7.1.6。但这不会
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产生额外偏置参数，因为位移项振幅由相应偏置参数（例如 bϕ）控制。完全拉格朗日的基同样可以
由 ϕ(q) 与 Eq. (2.61) 构造。

Eq. (7.17)只给出 O(fnl)的领先非 Gaussian贡献。在 O(f2
nl)，必须加入 ϕ2(q)；按照 Eq. (7.3)

后的讨论，还要保留 ∝ gnl 的三次非 Gaussian 项。不过，这些项对大尺度结构统计的可观测影响
极小 [540]。例如，除非三次非 Gaussian 幅度很大，gnl ≳ 104，否则必须测量三个 k 模都与 aH 同
阶的示踪体双谱，这在可预见未来不太可能得到显著探测。因此，偏置展开始终限制在 fnl 线性阶。
当然，即便如此，也会分别在示踪体功率谱与双谱中产生 f2

nl 和 f3
nl 阶项；当单个 k 模与 aH 同阶

时，这些项变得重要，应予保留。
Eq. (7.17) 所列偏置项只适用于局域型 PNG。不过，向其他挤压极限双谱推广很直接，只需把

ϕ(q) 替换为势的非局域变换。下面对此说明。

7.1.3 超越局域型 PNG

现在把上一节的结果推广到任意二次非 Gaussian 性，也就是领阶由三点函数或双谱描述的
PNG。[542] 最早研究了任意三点函数对星系二点函数的影响；他们采用了 Sec. 2.1 所述的阈值化
模型（基于 [525]；见 Sec. 7.4.1）。[543] 探讨了多场暴胀对偏置的影响（将在 Sec. 7.1.4 讨论）。对
一般原初双谱，[544] 推广了 [539] 的物理论证，推导出 PNG 在大尺度上诱导的领先尺度依赖偏置；
[545] 在高峰极限下得到了相同结果，[495] 则采用了 iPT 方法（Sec. 6.6.2）。最后，[98, 546, 547] 指
出，对非局域型 PNG，尺度依赖偏置中遗漏了一项贡献；我们将在 Sec. 7.3 回到这一问题。
这里仍遵循一般微扰偏置展开（Sec. 2.5）的思路，处理方式与 [540]最为接近，而其早期先驱可

见 [100, 537]。这一处理只作两条假设：（i）引力由广义相对论描述；（ii）初始条件由弱非 Gaussian
的绝热扰动 ϕ 给出。我们不假设星系或暗晕质量函数具有普适性，也不采用高峰极限。
一般二次 PNG 常用局域展开 Eq. (7.2) 的推广来参数化 [544, 546]：

ϕ(k) = ϕG(k) +

∫
k1

∫
k2

Knl(k1,k2)ϕG(k1)ϕG(k2)(2π)
3δD(k − k12) , (7.18)

其中 ϕG(k) 是 Gaussian 场，Knl(k1,k2) 是一个核。ϕ 的双谱并不能唯一确定核 Knl [544, 546]，这
似乎意味着，仅凭 Bϕ 对非 Gaussian 偏置作出的预言可能有歧义。幸运的是，事实并非如此。我们
不采用展开 Eq. (7.18) 来推导 PNG 对星系偏置的影响，而是直接以 ϕ 的 n 点统计构造偏置展开。

如 Sec. 7.1.2 所述，我们关注的星系成团尺度远大于星系形成尺度（∼ R∗），因此与偏置有关的
三点函数运动学区域是挤压极限：一个模 k3 = kℓ 远小于另外两个模 k1, k2。此时双谱可写成

Bϕ(k1,k2,kℓ) =A(kS , kℓ)Pϕ(kℓ)Pϕ(kS) +O
(
k2ℓ
k2S

)
=

∑
J=0,2,4,...

AJ(kS , kℓ)LJ(k̂S · k̂ℓ)Pϕ(kℓ)Pϕ(kS) +O
(
k2ℓ
k2S

)
, (7.19)

其中仍定义 kS ≡ k1 + kℓ/2 = −k2 − kℓ/2，LJ 是 Legendre 多项式。由对称性，在挤压极限下只有
偶数阶多极矩能对双谱作出贡献。类似于 Eq. (7.15)，考虑 ϕ 的局域小尺度功率谱 Pϕ(kS |x) 即可看
出这一点：它是真实标量场的功率谱，因而必须满足 Pϕ(kS |x) = Pϕ(−kS |x)。这要求 Eq. (7.19) 中
不存在奇数阶多极矩贡献 [540, 548]。以下假设 Bϕ 尺度不变，并写成

AJ(kS , kℓ) = 4aJ(kℓ/kS)
α , (7.20)

其中 aJ 和 α是无量纲常数。一般尺度不变双谱形状可由若干贡献 {aJ,i, αi}之和近似 [549]；注意 α

可以是实数。局域形式 Eq. (7.3) 是 Eq. (7.19) 的特例，对应 J = 0、α = 0 和 a0 = fnl。Eq. (7.20)
中的因子 4 来自核展开 Eq. (7.18)；无量纲系数 aJ 刻画场 ϕ 的二次耦合强度。
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先考虑 J = 0，并再次考察重整化之前的星系–物质互功率谱。与局域型 PNG 一样，需要处理
裸偏置展开中的 (1/2)c2,Λδ

2
Λ(x) 项。类似于 Eq. (7.9)，现在它变为 [544]〈(

δ
(1)
Λ

)2
(k)δ(1)(k′)

〉
= 4a0σ

2
−α/2(Λ) k

α⟨ϕΛ(k)δ
(1)(k′)⟩ , (7.21)

其中谱矩 σ−α/2(Λ) 定义于 Tab. 4［另见 Eq. (6.1)；注意，该定义对非整数 n 也成立］。我们再次得
到需要重整化的截止依赖。此时由于 Eq. (7.21) 中含有因子 kα，必须加入不同的反项以得到重整化
算符 [δ2]：

[δ2](k) = (δ2Λ)(k)− 4a0σ
2
−α/2(Λ)k

αϕ(k) + [Gaussian 反项] . (7.22)

重整化算符 [K2] 同样如此，只相差因子 2/3。此后可完全照搬 Sec. 7.1.2 的论证。我们必须引入额
外的偏置算符

ψ(q) ≡
∫
k

kαϕ(k)eik·q . (7.23)

于是，一般 J = 0 PNG 的 Euler 偏置算符基可直接由 Eq. (7.17) 中的替换 fnlϕ→ a0ψ 得到：

J = 0 : 1st a0ψ(q) (7.24)

2nd a0Tr[Π[1](x)]ψ(q)

3rd a0Tr[(Π[1](x))2]ψ(q) , a0(Tr[Π[1](x)])2ψ(q) .

引入新算符 ψ(q) 的物理原因与局域型 PNG 相同：对 J = 0，Eq. (7.19) 表明，单个长波模
ψ(kℓ) 会按下式重新标度局域初始物质功率谱：

PL(kS |x) =
[
1 + 4a0ψ(kℓ)e

ikℓ·xk−αS
]
PL(kS) . (7.25)

这一调制由 ψ(kℓ) 传递，因此它现在出现在偏置展开中。由 Eq. (7.24)，星系的领阶互相关和自相
关为

P lo
gm(k) =

[
b1 + bψa0k

αM−1(k)
]
PL(k)

P lo
gg (k) =

[
b1 + bψa0k

αM−1(k)
]2
PL(k) + P {0}

ε . (7.26)

可见，大尺度上存在 ∝ k−2+α 的尺度依赖偏置。α = 0 时显然恢复局域型 PNG。α = 2 时，星系
二点函数的非 Gaussian 贡献在大尺度上与尺度无关，因而与 Gaussian 项（线性偏置 b1）简并。这
并不意外，因为 α = 2 时 ψ ∝ ∇2ϕ，它在大尺度上正比于物质密度。这适用于单场暴胀产生的等边
型和正交型 PNG，因而需要追问能否用尺度依赖偏置约束这些形状。在较小尺度 k ≳ keq 上，转移
函数不再为常数，确会产生 ∝ T−1(k) 的偏置尺度依赖。不过，对绝热扰动可展开转移函数的倒数：
T−1(k) = 1 + t1(k/keq)

2 + t2(k/keq)
4 + · · ·，其中 ti 是一量级因子。相应的尺度依赖偏置为

bψf
α=2
nl k2M−1(k) ∼ fα=2

nl R2
∗H

2
0T

−1(k) ∼ const+ fα=2
nl R2

∗H
2
0

(
k2

k2eq
+
k4

k4eq
+ · · ·

)
, (7.27)

其中定义了 fα=2
nl = a0(α = 2)，并假设 bψ ∼ R2

∗ 受示踪体特征尺度 R∗ 控制；对暗晕而言，R∗ 就是拉
格朗日半径（这一点将在 Sec. 7.3论证）。这些项对 k 的标度与 Gaussian高阶导数偏置 b∇2δ∇2δ, . . .

（Sec. 2.6）相同，但除非 fα=2
nl ≳ 103，它们要小得多 [540]。不过，若能足够精确地测量 k ≳ keq 处

的偏置尺度依赖，就可以区分高阶导数贡献和 PNG 贡献涉及的不同尺度 R∗ 与 k−1
eq ，从而打破这

一简并。[550] 表明，仍可利用尺度依赖偏置约束 fα=2
nl ；但它与星系功率谱的高阶导数项及次领阶

（单圈）贡献部分简并，使 fα=2
nl 的不确定度相对于完全没有高阶导数和非线性偏置贡献的情形增大

约 40 倍。
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现在简要考虑 J = 2，即原初双谱在挤压极限下具有各向异性 [551]。除其他非标准物理外，这
种形状可能表明暴胀期间存在有质量的自旋 2（张量）场（见 Sec. 7.2）。此时 [δ2] 获得略有不同的
反项 [540]：

[δ2](x) = δ2(x)− 16

105
a2σ

2
−α/2(Λ)ψij(q)K

ij(x) , (7.28)

其中 ψij(q) 是由 Bardeen 势构造的无迹张量场：

ψij(q) ≡
∫
k

3

2

(
kikj

k2
− 1

3
δij
)
kαϕ(k)eik·q . (7.29)

这类 PNG 对应长波势扰动对局域小尺度功率谱的各向异性调制 [552]：

PL(kS |x) =

[
1 + 4a2ψij(kℓ)

kiSk
j
S

k2+αS

eikℓ·x

]
PL(kS) . (7.30)

如果可以直接测量小尺度物质功率谱，也可基于局域功率谱 PL(kS |x) 构造 ψij 的估计量，用这一
效应搜寻自旋 2 场 [553]。
直到三阶，J = 2 PNG 的偏置展开包含以下各项：

J = 2 : 1st − (7.31)

2nd a2 Π
[1]
ij (x)ψ

ij(q)

3rd a2 Tr[Π[1](x)]Π
[1]
ij (x)ψ

ij(q) , ψij(q)Π
[2]
ij (x) .

注意，偏置展开的领先非 Gaussian贡献 Π
[1]
ij ψ

ij = ψijK
ij 是二阶项。因此，J = 2 的各向异性 PNG

不会在星系二点函数中产生突出的的大尺度信号。不过，它会在星系双谱的四极矩中产生 ∝ k−2+α

的尺度依赖 [540]（见 Sec. 7.1.6）；当 α < 2 时，这与局域型 PNG 的尺度依赖偏置一样，是暴胀物
理明确而独特的信号。此外，同一效应会使星系形状的二点函数具有很强的尺度依赖，因为星系形
状有望保留小尺度涨落局域初始功率谱各向异性的记忆 [552, 554]。
最后，如果 PNG 还含有更高一阶的自旋贡献 J = 4，就必须引入对所有指标都对称且无迹的

张量场 ψijkl [540]。由对称性可知，在最低导数阶下，领先贡献出现在三阶：

J = 4 : 1st − (7.32)

2nd −

3rd a4 Π
[1]
ij (x)Π

[1]
kl (x)ψ

ijkl(q) .

这只会在星系四点函数（三谱）中产生特征性的尺度依赖信号。

7.1.4 PNG 引起的随机性

下面讨论 PNG 对偏置展开随机项的贡献；Gaussian 初始条件下的对应内容见 Sec. 2.8。先从
各向同性情形 J = 0 开始。按照假设，那里引入的随机变量 ε, εO 只依赖小尺度初始扰动的统计。
只要长短模耦合完全由 Eq. (7.25) 捕获，全部效应都已包含在非 Gaussian 基 Eq. (7.24) 中。此时，
只需把 Gaussian 情形的项 Eq. (2.87)（见 Sec. 2.8）补充为同类项乘以 a0ψ(q)：

J = 0 : 1st − (7.33)

2nd a0εψ(x)ψ(q)

3rd a0εψδ(x)ψ(q)Tr[Π[1](x)] .
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场 εψ, εψδ 与 Gaussian初始条件下的对应场一样，由其单点矩刻画。对各向异性 PNG，例如 J = 2，
领先随机贡献是 εijψψij。不过，小尺度模在领阶不知道任何优先方向，所以它必须是高阶导数贡献：
εijψ(k) = kikj ε̂ψ(k)，其中 ε̂ψ 在大尺度上趋于白噪声。这进一步压低了其数值重要性。
可以证明，只要初始条件来自单个统计场，即对应唯一一组随机相位，Eq. (7.33) 与 Eq. (2.87)

就构成完整的随机场集合（[540] 附录 B）。上面考虑的拟设 Eq. (7.2) 和 Eq. (7.18) 正属此类。但若
初始 Bardeen 势 ϕ 是两个或更多独立场的叠加，且各场具有不同程度的非 Gaussian 性，例如

ϕ(q) = φG(q) + σG(q) + fσnlσ
2
G(q) , (7.34)

其中 φG 和 σG 是独立 Gaussian 随机场，那么 Eq. (7.24) 与 Eq. (7.33) 就不充分。这类模型在坍
缩极限下具有很大的三谱 ⟨ϕ(k1)ϕ(k2)ϕ(k3)ϕ(k4)⟩（四点相关函数的 Fourier 变换）：ki 的大小相近，
但 |k13| 或 |k24| 远小于它们 [555, 556]；该极限的三谱振幅通常用 τnl 参数化。这种贡献会在星系二
点函数中产生依赖截止的圈贡献，且无法被 ψ(q) 或基 Eq. (7.24) 的其他项吸收。因此必须向偏置
展开加入独立场 ψ̂ 及其偏置参数 bψ̂；ψ̂ 与初始条件的 Gaussian 部分 ϕ 不相关 [540, 543, 556]，这
不同于与 ϕ 完全相关的 ψ [Eq. (7.23)]。[557] 已指出它可能对大尺度星系成团作出很大贡献。
由于 ψ̂ 与 ϕ 的长波模不相关，只与自身相关，它不影响星系–物质互相关，却对星系功率谱给

出非零贡献：
P lo
gg (k) ⊃ τnl(bψ̂)

2 Pψ̂(k) . (7.35)

对 Eq. (7.34) 的局域型例子，有 Pψ̂(k) = Pϕ(k)，故该项在足够大尺度上将成为主导项之一。此时
物质与星系之间的领阶相关系数变为

rlo
gm(k) ≡

Pgm(k)√
Pgg(k)Pmm(k)

∣∣∣∣∣
lo

fnl ̸=0
=

bψPδψ(k)√[
(bψ)2Pψ(k) + (τnl/f2

nl)(bψ̂)
2Pψ̂(k)

]
PL(k)

, (7.36)

其中 Pψδ(k) ≡ ⟨ψ(k)δ(1)(k′)⟩′。当且仅当 τnlbψ̂ = 0 时它等于一，否则物质–星系相关系数小于一。
其尺度依赖与 Gaussian 情形 Eq. (2.35) 很不相同，后者见 Sec. 2.3。因此，测量大尺度星系–物质
相关系数，可以判断四点函数的坍缩极限是否超过由单自由度产生初始条件时的预言值。

7.1.5 超越挤压极限

对一般尺度不变二次 PNG，星系二点函数的领先非 Gaussian 贡献由 Eq. (7.26) 给出；它通
过在挤压极限计算原初双谱而得。不过，只有当波长与间隔 k 同阶的模对示踪体形成尺度 R∗ 上
小尺度密度场方差 [σ(R∗)]

2 的贡献可忽略时，该极限才有效。经验上，当 k 接近物质功率谱峰值
（k ∼ 0.02hMpc−1）时，挤压极限已不是良好近似 [544]。可以把初始物质双谱展开到领先挤压极
限之外，以微扰方式处理这一问题。假设原初势扰动具有 Eq. (7.19) 的无标度双谱，得到（细节见
[558]）

B(1)(k1,k2,kℓ) = 4
∑

J=0,2,4,...

{
a
{0}
J

(
kℓ
kS

)α
+ a

{2}
J

(
kℓ
kS

)α+2

f
{2}
J (kS) + · · ·

}
Pϕ(kℓ)PL(kS) . (7.37)

次领项含有转移函数导数 dT (k)/dk，不再无标度。但给定原初功率谱和双谱后，次领系数 a
{2}
J 与

函数 f
{2}
J (kS) 被唯一确定。若 α 是完整双谱中唯一的非解析标度维数——常见的局域、等边、正

交、准单场形状和折叠模板都如此（见 Sec. 7.2）——那么超越挤压极限的领先修正相对于领项受
(kℓ/kS)

2 抑制；这里采用这一标度，但以下论证不依赖它。即使领阶只有 J = 0 项，次领阶通常也
会出现更高 J 项。
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关键是，超越挤压极限的修正与领项具有相同的一般形式。因此，对 J = 0 贡献，只需在偏置
展开中引入另一个场 ψ̃；它定义为 ϕ 的非局域变换，即在 Eq. (7.23) 中令 α→ α+ 2。把 ψ̃ 作为反
项加入 Eq. (7.28) 的 [δ2]，便按预期消除直到 (k/Λ)4 阶的截止依赖 [558]。领阶星系自功率谱为

P lo
gg (k)

∣∣∣
J=0

=
[
b1 +

(
a
{0}
0 bψk

α + a
{2}
0 bψ̃k

2+α
)
M−1(k)

]2
PL(k) + P {0}

ε . (7.38)

对 Eq. (7.37) 中 J > 0 的贡献，也适用 Sec. 7.1.3 所述类似论证。它们会影响二点函数圈修正以及
星系三点和更高点函数。Sec. 7.3 将表明，若暗晕近似服从普适质量函数，则 bψ̃ ∼ R2

∗bψ，其中 R∗

是暗晕拉格朗日半径；这可粗略估计超越挤压极限贡献的大小。
还需注意，另有一些项以相近阶数贡献星系功率谱 Eq. (7.38)，与 Eq. (7.38) 中写出的超越挤

压极限项可比。第一，Gaussian 高阶导数项与领先非 Gaussian 项组合成贡献

−2bψb∇2δk
2⟨ψ(k)δ(k′)⟩′.

第二，正如 Gaussian初始条件的一般偏置展开（Sec. 2.6）包含 b∇2δ∇2δ 等高阶导数项，非 Gaussian
情形也应有与场 ψ 有关的项，领阶即 b∇2ψ∇2

qψ(q)。例如，若星系丰度依赖尺度 R∗ 区域内初始涨
落的统计，对空间卷积作形式展开便得到这种项，且 b∇2ψ ∝ R2

∗。这些项都等于领先 PNG 贡献再
乘 R2

∗k
2，所以与 Eq. (7.38) 的超越挤压极限贡献可比。这不同于通过M−1(k) 进入、由 k−1

eq ≫ R∗

控制的转移函数尺度依赖 [见 Eq. (7.27) 附近的讨论]。
Sec. 7.4.2 将表明，若作出很强的假设：星系形成是单一尺度 R 上平滑初始密度场的严格局域

函数，那么超越挤压极限贡献以及 b∇2ψ∇2
qψ(q) 型项，都由双谱积分唯一确定。

7.1.6 小结

在 Sec. 7.1.1–7.1.5 中，我们推导了 PNG 存在时一般星系偏置展开新增的贡献，重点考察由势
扰动双谱参数化、关于 Bardeen 势为二次的领先 PNG。现在总结直到扰动三阶的完整偏置贡献集
合，作为 Gaussian 初始条件下展开 Eq. (2.135)（Sec. 2.11）的补充。先令 τnl = 0，得到

δg(x)
∣∣∣
a0, a2, a4

= a0

{
bψψ(q) + bψδψ(q)δ(x) + bψδ2ψ(q)δ

2(x) + bψK2ψ(q)(Kij)
2(x)

+ εψ(x)ψ(q) + εψδ(x)ψ(q)δ(x) + b∇2ψ∇2
qψ(q)

}

+ a2

{
bψKψ

ij(q)Kij(x) + bψKδψ
ij(q)Kij(x)δ(x) + bψΠ[2]ψij(q)Π

[2]
ij (x)

+ εψK(x)ψ
ij(q)Kij(x)

}
+ a4bψKKψ

ijkl(q)Kij(x)Kkl(x) , (7.39)

如 Sec. 7.1.2 末尾所述，这里把展开限制在参数 aJ 的线性阶。我们特别强调，场 ψ, ψij , ψijkl 取在
与 Euler 位置 (x, τ) 对应的拉格朗日位置 q 上。这三个场定义为原初 Bardeen 势 ϕ 的非局域变换：

ψ(q) ≡
∫
k

kαϕ(k)eik·q

ψij(q) ≡
∫
k

3

2

(
kikj
k2

− 1

3
δij

)
kαϕ(k)eik·q

ψijkl(q) ≡
∫
k

35

8
Pijkl(k̂)kαϕ(k)eik·q , (7.40)

其中 Pijkl(k̂) 表示相对于 k 的完全无迹投影算符［显式表达式见 Eq. (A.25)］。
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Eq. (7.39) 中所有算符都应理解为已经重整化；为简洁起见省略了方括号。前两行 ∝ a0 包含各
向同性 PNG 的贡献。第一行是确定性 LIMD 偏置展开的推广，第二行给出随机贡献和高阶导数贡
献。这里采用了与 Eq. (2.135) 相同的近似，只保留领先的线性高阶导数项。注意，在 PNG 情形下，
这还包含超越挤压极限的贡献（Sec. 7.1.5），其标度通常不同于其他高阶导数贡献。
第三、四行分别 ∝ a2 和 a4，包含各向异性 PNG（J = 2 和 4）的确定性与随机贡献。由对称

性，这些项分别从扰动二阶和三阶开始。因此这里没有列入高阶导数贡献，不过上述关于超越挤压
极限项的警告仍然适用。
最后给出 ∝ τnl 的贡献。当初始条件是多个随机场的叠加时，这些贡献便会出现，如 Sec. 7.1.4

所述。依定义，ψ̂ 与其他长波扰动 ψ, δ, Kij 不相关；在当前阶数上，它完全由功率谱 Pψ̂(k) 指定。
与 Eq. (7.39) 中 ∝ a0 的各项完全类似，我们得到

δg(x)
∣∣∣
τnl

= τnl

{
bψ̂ψ̂(q) + bψ̂δψ̂(q)δ(x) + bψ̂δ2ψ̂(q)δ

2(x) + bψ̂K2ψ̂(q)(Kij)
2(x)

+ εψ̂(x)ψ̂(q) + εψ̂δ(x)ψ̂(q)δ(x) + b∇2ψ̂∇
2
qψ̂(q)

}
. (7.41)

进一步令 a0 → fnl、ψ → ϕ，并取 a2 = 0, a4 = 0, τnl = 0，就把 Eq. (7.39) 限制到最常研究的
局域型 PNG，得到

δg(x)
∣∣∣
fnl

= fnl

{
bϕϕ(q) + bϕδϕ(q)δ(x) + bϕδ2ϕ(q)δ

2(x) + bϕK2ϕ(q)(Kij)
2(x)

+ εϕ(x)ϕ(q) + εϕδ(x)ϕ(q)δ(x) + b∇2ϕ∇2
qϕ(q)

}
. (7.42)

[540] 最早给出了完整表达式 Eqs. (7.39)–(7.42)。局域型 PNG 下偏置展开的早期研究只考虑第一项
bϕϕ。[538] 加入了所有 ϕn(q)δm(x) 型项以推广该展开，但没有包括潮汐项 ∝ ϕ(Kij)

2，也没有包括
Eq. (7.42) 第二行中的随机项和高阶导数项。[541] 亦是如此。[559] 包括了 Gaussian 潮汐项 (Kij)

2，
但由于只展开到偏置二阶，没有写出其非 Gaussian 对应项 ϕ(Kij)

2；他们也没有考虑在二阶已经相
关的随机项 εϕϕ（见下文）。
给出二次 PNG 下的一般偏置展开后，下面转向星系统计，推广 Sec. 4.1.1 的结果。具体而言，

我们简要总结静止系中（不含 RSD和其他投影效应）领阶星系功率谱与双谱，并显式标出所有量的
时间依赖。首先，星系的领阶互功率谱和自功率谱为

P lo
gm(k, τ) = [b1(τ) + ∆b1(k, τ)]PL(k, τ)

P lo
gg (k, τ) = [b1(τ) + ∆b1(k, τ)]

2
PL(k, τ) + P {0}

ε (τ) + τnl[bψ̂(τ)]
2Pψ̂(k) , (7.43)

其中
∆b1(k, τ) ≡ a0bψ(τ)k

αM−1(k, τ)
local PNG

= fnlbϕ(τ)M−1(k, τ) (7.44)

就是 PNG 诱导的尺度依赖偏置。当然，这只是对非局域偏置 bψ(τ)ψ(q) 的另一种表述。这里以 α

表示 Eq. (7.19) 中 J = 0 贡献的挤压极限标度指数。例如，局域型和等边型 PNG [560–562] 分别有
α = 0 和 2。准单场暴胀 [563, 564] 给出 0 ≤ α ≤ 3/2。
注意，这里没有包括超越挤压极限的修正和高阶导数修正，它们通常按 R2

∗k
2∆b1(k)PL(k)标度；

见 Sec. 7.1.5。此外，上面列出的三阶算符已足以推导 PNG对星系功率谱的次领阶（单圈）贡献，但这
些项受到很强抑制，故不在此写出完整表达式；它们涉及三个新偏置参数：a0bψδ, a2bψK , a2bψΠ[2]。为
作量级估计，可把第 75页标准次领阶项 Eq. (4.22)（位于 Sec. 4.1.4）中的 PL(p)替换为 pαM−1(p)PL(p)。
即使 α = 0，所得项也比标准次领阶项小约 10−4aJ，所以只有当 aJ ≳ 100 时才相关。



偏置与原初非高斯性 157

接着给出静止系中领阶星系双谱的完整表达式，其中包括来自 Eq. (7.39) 的所有相关项 [540]。
这里的项明显更多，因为会出现 ψ 以及 J = 2 时 ψij 的所有二次组合。把星系双谱的可分贡献按两
波矢夹角余弦的 Legendre 多项式 Ll(k̂i · k̂j) 分解很有用：

Blo
ggg(k1, k2, k3, τ) = b31B

(1)(k1, k2, k3, τ) +
∑
l=0,1,2

[
PL(k1, τ)PL(k2, τ)B[l](k1, k2, τ)Ll(k̂1 · k̂2) + 2 perm.

]
.

(7.45)

第一项就是领阶物质双谱 Eq. (7.4)。注意，Eq. (7.45) 不限于挤压极限，而对所有构型都成立。因
此这里出现包括奇数阶在内的所有多极矩 l。与 Sec. 2.8 一样，定义大尺度随机振幅

P {0}
εOεO′ (τ) ≡ lim

k→0
⟨εO(k, τ)εO′(k′, τ)⟩′ (7.46)

以及 B
{0}
ε (τ)［Eq. (2.86)］。这里虽只考虑 Bggg，但 Bggm 和 Bgmm 的结果可类似得到。单极矩由

下列确定性贡献和随机贡献组成：

B[0](k1, k2, τ) =
(
b1(τ) + ∆b1(k1, τ)

)(
b1(τ) + ∆b1(k2, τ)

)
×
[
34

21
b1(τ) + b2(τ) +

bψδ(τ)

bψ(τ)

(
∆b1(k1, τ) + ∆b1(k2, τ)

)]
+ τnlb1(τ)bψ̂(τ)bψ̂δ(τ)

(
Pψ̂(k1)

PL(k1, τ)
+

Pψ̂(k2)

PL(k2, τ)

)
+ B[0]

ε (k1, k2, τ)

B[0]
ε (k1, k2, τ) =

B
{0}
ε (τ)

3PL(k1, τ)PL(k2, τ)

+

[
(b1(τ) + ∆b1(k1, τ))

(
P {0}
εεδ

(τ) +
P

{0}
εεψ (τ)

bψ(τ)
∆b1(k1, τ)

)
1

PL(k2, τ)
+ {1 ↔ 2}

]

+ τnlbψ̂(τ)P
{0}
εεψ̂

(τ)
Pψ̂(k1) + Pψ̂(k2)

PL(k1, τ)PL(k2, τ)
. (7.47)

在这一阶上，偶极矩项的唯一来源是把拉格朗日位置 q 围绕 Euler 位置 x 展开［参见 Eq. (7.16)］，
其表达式为

B[1](k1, k2, τ) =
(
b1(τ) + ∆b1(k1, τ)

)(
b1(τ) + ∆b1(k2, τ)

) [k1
k2

(
b1(τ) + ∆b1(k1, τ)

)
+
k2
k1

(
b1(τ) + ∆b1(k2, τ)

)]
+ τnlb1(τ)[bψ̂(τ)]

2

(
k1
k2

Pψ̂(k1)

PL(k1, τ)
+
k2
k1

Pψ̂(k2)

PL(k2, τ)

)
. (7.48)

也就是说，B[1] 来自场 ψ, ψ̂ 取值于拉格朗日位置这一事实。它完全由星系功率谱中出现的偏置参数
b1, bψ, bψ̂ 决定，因此可以对功率谱中测得的尺度依赖偏置作干净而独立的交叉检验 [540]。最后，四
极矩

B[2](k1, k2, τ) =
4

3

(
b1(τ) + ∆b1(k1, τ)

)(
b1(τ) + ∆b1(k2, τ)

) [
bK2(τ) +

2

7
b1(τ)

]
(7.49)

+ a2bψK(τ)
(
b1(τ) + ∆b1(k1, τ)

)(
b1(τ) + ∆b1(k2, τ)

) [
kα2
1 M−1(k1, τ) + kα2

2 M−1(k2, τ)
]
,

包含潮汐偏置贡献［∝ bK2，见 Sec. 4.1.1］和 J = 2 各向异性 PNG 的贡献（∝ a2bψK）。注意第二
行的前因子不同，这是因为场 ψij 的定义还要乘以偏置 bψK［Eq. (7.40)］。这里 α2 表示 Eq. (7.19)
中 J = 2 贡献的标度指数。因此，双谱四极矩可以解开 J = 0 和 J = 2 贡献。下一节将说明，这意
味着星系成团原则上既能探测早期宇宙中额外场的存在，也能确定其自旋。
最后，虽然这里限于二点和三点函数，更高阶 n 点函数也可用来约束 PNG。例如，[553] 用物

质密度场构造的估计量，本质上对应测量坍缩极限三谱。
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7.2 用星系成团探测暴胀

上一节表明，初始条件的挤压极限双谱和坍缩极限三谱会在大尺度星系成团中产生丰富信号。
下面简要总结这些信号探测了暴胀物理的哪些方面。

单场暴胀：在单场暴胀中，单一标量自由度驱动暴胀准 de Sitter 阶段的膨胀，并产生为大尺度
结构提供种子的原初曲率扰动。[565] 发现，在吸引子区间的单场暴胀中，挤压极限双谱具有普适形
式，对应 fnl ∝ ns − 1 的局域型 PNG；其中 ns − 1 ≈ 0.04 是原初曲率扰动功率谱相对于尺度不变
性的偏离。这一预言称为一致性关系，乍看似乎意味着单场暴胀预言了一个确定且非零的局域 fnl，
可由 LSS 巡天瞄准。另一方面，下文讨论的多场暴胀模型通常产生更大的局域 fnl。虽然在最简单
的单场模型中 ns − 1 很小，原初功率谱中的振荡却能显著增强这一效应 [566–569]。

不过，[565]的双谱计算是在特定规范（共动规范）下、于暴胀时期完成的，因此需要追问这一效
应如何传递到晚期，以及如何体现在星系成团的实际观测中。近期多篇工作 [95, 145, 185, 570–572]
表明，单场一致性关系等价于：长波势扰动 ϕℓ 与小尺度扰动之间没有物理耦合。也就是说，在单场
暴胀中，星系静止系里不存在尺度依赖偏置；大尺度扰动的领先效应以 ∂i∂jϕℓ 进入，正如 Sec. 2.9
所论证。[573, 574] 认为二阶相对论微扰论中的项（近期综述见 [575]）会产生一量级的有效 fnl，这
与上述结论看似矛盾；最可能的解决办法，是纳入向以固有长度和时间单位定义的局域可观测量的
映射。挤压极限双谱及其对应的 fnl 值依赖计算所用坐标系，而共动观测者静止系中长短模没有耦
合，则是物理且规范不变的陈述。
但必须强调，不处于吸引子区间的单场暴胀变体——例如具有非 Bunch–Davies 态 [576–578]，

或暴胀子经历初始踢动 [579]——确会在 kℓ/kS 的有限取值范围内产生局域型双谱。也就是说，当
kℓ/kS 足够小时，它们具有上文所述的物理标度 (kℓ/kS)

2（即共动坐标中的双谱满足一致性关系），
但可能存在一个中间区域：kℓ/kS 已很小，双谱却仍呈现 α < 2 的标度（讨论见 [524]）。这也适用
于共振非 Gaussian 性 [566, 567]。因此，简单的可分拟设 Eq. (7.19) 不足以描述这些模型。[569] 最
近完整推导了这些模型中 PNG 导致的可观测尺度依赖偏置，表明同时满足 CMB 约束与理论自洽
性的模型，其尺度依赖偏置很可能不可观测。此前 [568]得出了不同结论，因为其中包含了一致性关
系带来的非物理贡献。
还应注意，从星系静止系映射到地球上观测者的参考系，需要沿扰动时空中的光子测地线追迹，

并包括引力红移、Doppler 效应和引力透镜；这确会在观测到的星系成团中造成表观尺度依赖偏置。
Sec. 9 将综述这些贡献。不过，即使初始条件完全 Gaussian，这些效应也存在，且与暴胀物理无关。
给定基准宇宙学模型和所取样星系族群的光度函数后，它们很容易计算。因此，在计入所有光传播
效应后，如果星系成团中仍观测到任何 ∝ k−2 的残余尺度依赖偏置，就会排除吸引子区间内的单场
暴胀。此外，规划中的未来星系巡天预计可把 fnl 约束到 σ(fnl) ∼ 1（Sec. 7.6），因而有望显著优于
当前 CMB 约束（|fnl| ≲ 5 [580]）。

依定义，单场暴胀只有一个随机相位源，因此不允许出现 Sec. 7.1.4 所述类型的星系–物质大
尺度随机性；探测到这种随机性同样会排除单场暴胀。探测这一信号需要在相同体积中同时观测物
质–星系互功率谱（例如通过弱引力透镜）和星系功率谱。目前尚未发表对这种信号可探测性的详细
研究。
最后，单场暴胀通常确会产生 α = 2 的非局域非 Gaussian 性 [565, 576, 581]，其精确形状尤其

是等边型和正交型 [582]。正则单场慢滚暴胀给出的（物理）振幅为 f eql
nl ∼ 0.01 [583]；在更一般的

单场模型中，若暴胀子声速 cs 很小，这类非 Gaussian 性会被增强，此时 f eql
nl ≃ 1/c2s [581]。由于这

些 PNG 在挤压极限下有 α = 2［Eq. (7.26)］，它们不会产生大尺度尺度依赖偏置。事实上，利用大
尺度结构改进 CMB 对 f eql

nl 的约束相当困难 [263]。
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多场暴胀：依定义，这类模型除了单个标量之外还包含额外的轻自由度，通常产生一量级或更
大的局域型 PNG fnl（综述见 [584]）。此外，如果某些场的质量与暴胀期间的 Hubble 率可比，就会
诱导 0 ≤ α ≤ 3/2、∝ kα−2 的尺度依赖偏置［Eq. (7.26)］；只要 m < 3H/2，测量 α 就能测定该场
的质量 m [563, 564, 585, 586]。质量更高的场会在双谱中产生振荡特征 [587–589]。此外，Sec. 7.1.4
所述星系与质量关系中的大尺度随机性是多场模型的独特特征（具体例子见 [543, 556]）。
高自旋场：各向异性的挤压极限双谱［Eq. (7.19) 中的 J = 2, 4, · · ·］会在星系成团中产生更多

独特信号，如 Sec. 7.1.3 所见。这类 PNG 可以指示暴胀期间存在高自旋场 [588, 590, 591]；另一类
模型“固体暴胀”[592, 593] 和“色自然暴胀”[594] 也会产生各向异性 PNG。此外，具有各向异性
非 Bunch–Davies（即非真空）态的暴胀模型 [595, 596]，以及具有强原初磁场的模型 [597, 598]，通
常也会产生各向异性的挤压极限双谱。

总之，大尺度星系统计为探测初始条件的统计并约束暴胀模型提供了众多途径。不过，要推导
对 fnl, aJ , τnl, · · · 的约束，还需要预言相应的偏置参数 bψ, bKψ, bψ̂, · · ·。峰–背景分裂提供了一条
由半解析方法和模拟得到这些预言的路径。

7.3 峰–背景分裂给出的非高斯偏置参数

在 Sec. 3.1 中，利用 PBS 论证，我们把重整化 LIMD 偏置参数 bN ≡ N ! bδN 推导为暗晕丰度
对背景密度变化的响应。现在对 PNG 引起的尺度依赖偏置作类似辨认，具体是局域型和非局域型
PNG 展开 Eq. (7.17) 与 Eq. (7.24) 中的参数 bϕδN , bψδN（N ≥ 0；本节始终限制在 J = 0 的各向同
性 PNG）。与 Sec. 3 类似，先讨论适用于星系和其他示踪体的一般情形，再专门研究服从普适质量
函数的暗晕。
为了推导 bϕδN , bψδN，需要考察星系数密度对初始密度涨落振幅变化的响应；由 Eq. (7.15) 和

Eq. (7.25)，尺度依赖偏置在物理上正源于这种响应。参数化这一依赖的最简单方式，是相对于基准
值把初始扰动重新标度 1 + 2ϵk−α，其中 ϵ 是无穷小参数［对应于 a0ψ，Eq. (7.25)］。例如，给定一
次 N 体模拟初始条件实现，可把初始密度扰动乘以 (1 + 2ϵk−α)，得到功率谱归一化和形状不同的
实现。于是，把表达式 Eq. (3.4) 推广为下式，定义拉格朗日非 Gaussian PBS 偏置 bLψδN：

bLψδN ≡ 1

N !

1

ng(0)

∂N+1ng(∆, ϵ)

∂∆N∂ϵ

∣∣∣∣
∆=0,ϵ=0

. (7.50)

当 N = 0 时，这一定义包括特例 bψ；当 N = 0, α = 0 时，则包括 bϕ。注意，拉格朗日与 Euler 偏
置参数的区别只在 N ≥ 1 时才重要，因为关于 ϵ 的导数总是相对于初始涨落定义。对 N ≥ 1，可
类似于 Sec. 2.1 的 Gaussian 情形，推导拉格朗日 bLψδN 与 Euler bEψδN 之间的映射；具体而言，bEψδN
等于 bLψδN 加上涉及 0 ≤ m < N 的 bEψδm 的修正。

Eq. (7.50)定义的偏置参数可作如下理解。平均共动星系数密度是平均共动物质密度 ρm 与密度
涨落初始功率谱的函数（对 PNG还依赖更高阶 n点函数）。bLψδN 表示在 ρm 和原初功率谱归一化的
基准值处，这一函数对 ρm 与 ϵ 的特定导数。因此，只需简单推广 PBS 论证，也能推导非 Gaussian
情形的领先偏置参数。具体而言，局域型 PNG（α = 0）的领先效应由 bϕ 刻画，它受星系平均数密
度对初始涨落振幅 As 重新标度的响应控制，20

bϕ = 4
1

ng

∂ng
∂ lnAs

= 2
1

ng

∂ng
∂ lnσ8

. (7.51)

这里用到了这样一个事实：初始条件的无尺度依赖重新标度既可用 As 参数化，也可用 σ8 参数化。
20注意，在 α = 0 的重新标度下，As 和 σ8 分别改变因子 (1 + 4ϵ) 和 (1 + 2ϵ)。
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对任何能够预言星系或暗晕平均丰度的方案，都可计算这一关系以及更一般的 Eq. (7.50)。[315, 599]
把 Eq. (7.51) 用于 N 体模拟中识别的暗晕，详见 Sec. 7.5。现在先作一些一般考察。
假设给定星系样本的数密度对初始涨落振幅的依赖主要来自某一特定尺度 R。于是有：

• 对局域型 PNG，特定尺度 R 与 bϕδN 无关，因为长波势扰动会均匀地重新标度所有扰动 δ(k)。

• 对 Eq. (7.19) 中指数为 α 的非局域可分双谱，控制星系丰度的小尺度扰动所在的尺度会影响
偏置参数。注意 [bψδN ] = (Mpc)α，故由量纲分析预期 bψδN ∝ Rα。若星系数密度依赖若干不
同尺度上初始扰动的振幅，则 bψ 是这些不同依赖的线性组合，其相对权重受 α，即原初双谱
形状控制。

• 不可分双谱首先必须用可分形状的线性组合近似（例如见 [549]）。此时星系统计通常涉及若干
具有不同 αi 的 bψi。

因此，同一星系族群对不同形状原初非 Gaussian 性的响应不同；也就是说，bψ 和 bψO 既依赖星系
样本，也依赖原初双谱形状。
下面转向暗物质暗晕这一特例。具体而言，考虑 Sec. 3.3 所述普适质量函数的轻微推广，把暗

晕平均丰度写为

nh = nh (ρm, σ) J , 其中 σ ≡ σ(R[M ]) , J ≡
∣∣∣∣ d lnσd lnM

∣∣∣∣ . (7.52)

也就是说，nh 是宇宙平均密度、在尺度 R(M) 上平滑的密度场方差及其相对于尺度的导数的函数。
Jacobian J 把 lnσ 的区间变换为 lnM 的区间，因此假设 nh 与之成线性关系（Sec. 3.3 引入的普适
质量函数正是如此）。在重新标度 δ(k) → [1+ 2ϵk−α]δ(k) 下，小尺度均方根密度涨落 σ 在最低阶变
为

σ →

[
1 + 2ϵ

σ2
−α/2

σ2

]
σ , (7.53)

其中 σ−α/2 ≡ σ−α/2(R)。Jacobian 变为

J →

[
1 + 4ϵ

σ2
−α/2

σ2

(
d lnσ2

−α/2

d lnσ2
− 1

)]
J , (7.54)

其中使用了 d/d lnM = 2J d/d lnσ2。对 α = 0 的局域二次 PNG，局域 Jacobian 如预期不受长波
模影响。利用 Eqs. (7.51)–(7.52)，可由 Eq. (7.50) 推导领先非 Gaussian 偏置 [98, 100]：

bψ =

[
bϕ + 4

(
d lnσ2

−α/2

d lnσ2
− 1

)]
σ2
−α/2

σ2
. (7.55)

注意，我们对 bψ 采用的约定不同于 [98]，所以出现了因子 4。这里 bϕ = bψ(α = 0) 是刻画服从
Eq. (7.52) 的暗晕对局域型 PNG 响应的 PBS 偏置参数。因此，对服从普适质量函数的暗晕，刻
画其对一般非局域 PNG 响应的偏置参数与局域型 PNG 的对应参数直接相关。[98, 600] 最早指出
Jacobian J 的贡献；要与非局域 PNG 的 N 体模拟中测得的尺度依赖偏置以及三次局域型（gnlϕ

3）
PNG 相匹配，这一贡献在数值上很重要 [546, 600]。这里不详细讨论 gnl，因为其信号与 fnl 高度简
并（例如见 [601]）；不过，可利用二者不同的质量依赖，通过多示踪体技术（见 Sec. 7.6.2）从 fnl

中分离 gnl。
与双谱挤压极限展开（Sec. 7.1.5）额外次领贡献相联系的偏置参数，也可用同样方式计算。具

体而言，Eq. (7.38) 中的偏置参数 bψ̃ 定义为平均丰度 nh 对下列初始密度扰动振幅变化的响应：

δ(1)(k) →
[
1 + 2ϵk−α−2f

{2}
0 (k)

]
δ(1)(k) . (7.56)
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因此，对形式为 Eq. (7.52) 的质量函数，次领贡献通过含 k−α−2f
{2}
0 (k) 的谱矩与领先尺度依赖偏置

bψ 直接相关。现在把 Eq. (7.52) 特化到熟知的普适形式［Eq. (3.21)］：

nh =
ρm
M

νcf(νc) J , νc ≡
δcr

σ
, (7.57)

其中 f(νc) 通常是 νc 的任意函数。除了 bψ 与 bϕ 的关系［Eq. (7.55)］外，特定形式 Eq. (7.57) 还
允许把 bϕ 与 PBS 推导的线性拉格朗日偏置 bL1 联系起来：

bL1 = b1 − 1 =
1

nh

∂nh
∂ ln ρm

= − 1

σ

1

νcf(νc)

d[νcf(νc)]

dνc

bϕ =
1

nh

∂nh
∂ϵ

= 2
1

nh

∂nh
∂ lnσ = −2

δcr

σ

1

νcf(νc)

d[νcf(νc)]

dνc
= 2δcrb

L
1 . (7.58)

这就是 [68, 538, 539] 最初推导的密度偏置参数与原初非 Gaussian 性响应之间的关系，由此得到局
域型 PNG 的尺度依赖偏置

∆b1(k, τ) = fnlbϕM−1(k, τ) =
3fnlδcrb

L
1Ωm0H

2
0

k2T (k)Dmd(τ)
. (7.59)

Sec. 7.5 将讨论这一结果对实际暗晕的准确度（见 Figs. 32–33）。通过 Eq. (7.50)，非 Gaussian 与
Gaussian PBS 偏置参数之间的关系可以延伸到更高阶。例如，很容易得到 [538]

bLϕδ = −bL1 + δcrb
L
2 , 且 bEϕδ = bLϕδ + bϕ . (7.60)

第二个关系可直接由拉格朗日与 Euler暗晕密度之间的关系得到（Tab. 5，见 Sec. 2.2）。与 Gaussian
情形一样，非 Gaussian PBS 偏置 bψδN 是大尺度极限下物理的、经过重整化的偏置参数；它们进入
星系和暗晕的 n 点函数（Sec. 7.1.6），也进入 Sec. 4 所述的矩等其他暗晕统计。

7.4 拉格朗日偏置模型中的非高斯偏置

前几节已经说明，原初非 Gaussian性通过耦合长短波模产生的效应，可用挤压极限双谱展开以
不依赖具体模型的方式纳入。现在在拉格朗日偏置模型中讨论非 Gaussian偏置。这种方法与一般偏
置展开 Eq. (7.39) 的本质差别在于：拉格朗日模型中的“微观”微扰偏置展开与 Gaussian 情形保持
相同，即示踪体丰度的局域描述中不引入新项。以下忽略引力演化，在拉格朗日空间进行计算；只
要考虑足够大、线性理论能很好描述宇宙密度场演化的尺度，这就是合理的。下文将看到，所有拉
格朗日偏置模型都预言正确的低 k 标度（例如局域型 PNG 有 ∆b1(k) ∝ k−2），但对非 Gaussian 尺
度依赖偏置振幅的预言不同。还应注意，在这些拉格朗日方法中，尺度 R 是与星系形成尺度相关的
物理尺度，不同于 Sec. 7.1.2 采用的截止 Λ−1。

7.4.1 阈值化

从一个简单但很有启发性的例子开始，即 Sec. 2.1 讨论的简单拉格朗日 LIMD 拟设。在该模型
中，共动拉格朗日暗晕数密度为

nh(q) = nthr(q) ∝ ΘH [δR(q)− δcr] , (7.61)

其中 ΘH 是 Heaviside 函数，δR 是在物理尺度 R 上平滑的密度场。这里省略的归一化常数会在相
关函数计算中抵消。阈值 δcr 可认作球对称坍缩阈值（Sec. 5.2.1），因此 Eq. (7.61) 的期望值在对 M

求导后，对应 Press–Schechter 质量函数（Sec. 5.2.2）。Gaussian 初始条件下阈值区域的二点相关函
数已在 Sec. 2.1 中推导［Eq. (2.7)］。在高峰极限 νc ≫ 1 下，Eq. (2.7) 简化为 [12, 602, 603]

ξLh (r)
νc≫1
= exp

(
ν2c

σ2(R)
ξL,R(r)

)
− 1 ≈

(
νc
σ(R)

)2

ξL,R(r) ≡ (bL1 )
2ξL,R(r) , (7.62)
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其中高峰极限下的线性拉格朗日偏置为 bL1 ≈ νc/σ(R)。为在同一高峰区间计算非 Gaussian 偏置，
[536] 考察了 [525, 526] 对 Eq. (7.62) 向非 Gaussian 初始条件所作的推广：

ξLh (r)
νc≫1
= −1 + exp

{ ∞∑
N=2

N−1∑
j=1

νNc σ
−N (R)

j!(N − j)!
ξ
(N)
L,R [q1, · · · , q1, q2, · · · , q2]

}
. (7.63)

这里
ξ
(N)
L,R(q1, · · · qN ) ≡ ⟨δ(1)R (q1) · · · δ(1)R (qN )⟩c (7.64)

是初始线性外推密度场在尺度 R 上平滑后的连通 N 点函数。假设原初三点函数主导 Eq. (7.63) 中
所有其他 (N > 3) 点函数，则在 ξ

(3)
L,R 的线性阶，阈值区域二点相关函数的非 Gaussian 修正为

∆ξLh (r) =
ν3c

2σ3(R)

[
ξ
(3)
L,R(q1, q1, q2) + ξ

(3)
L,R(q1, q2, q2)

]
. (7.65)

在 Fourier 空间中，该关系可写为

PLh (k) = [b1 + 2b1∆b1(k)]PL(k) , (7.66)

其中尺度依赖偏置通过下式与原初三点函数相联系 [536]：

∆b1(k) = 2ν2cF
(3)
R (k)M−1

R (k)

其中 F (3)
R (k) ≡ 1

4σ2(R)Pϕ(k)

∫
k1

MR(k1)MR(p)Bϕ(k1, |k − k1|, k) . (7.67)

这一结果仍然只在高峰极限下有效。在讨论它之前，先说明如何从与阈值化对应的微扰偏置展开推
导非 Gaussian 偏置。后者具有熟悉的 LIMD 形式

δLthr(q) = bL1
[
δR
]
(q) +

1

2
bL2
[
δ2R
]
(q) + . . . , (7.68)

对 Gaussian 初始条件，重整化偏置参数 bLN 和算符 [δNR (q)
]
与 Sec. 6 所述的正交多项式相关。对简

单阈值模型，它们是 Eq. (2.102) 中的 Hermite 多项式 [99]，而 bLN 为［见 Eq. (2.8)］

bLN =

√
2

π

[
erfc

(
νc√
2

)]−1
e−ν

2
c/2

σN (R)
HN−1(νc)

νc≫1
=

νNc
σN (R)

. (7.69)

原初三点函数诱导的领阶贡献为

∆ξLh (r) = bL1 b
L
2

〈[
δR
]
(q1)

[
δ2R
]
(q2)

〉
= bL1 b

L
2

〈
δR(q1)δ

2
R(q2)

〉
. (7.70)

变换到 Fourier 空间并取高峰极限，就恢复 Eq. (7.67)。下面简要讨论这一结果：

• 可以把 Eq. (7.67) 中的 ν2c 与 bL1 δcr 等同，从而恢复普适质量函数的预言 Eq. (7.58)。然而，
Eq. (7.70) 表明阈值化真正预言的是 bϕ ∝ bL2，这显然与模拟测量不符。事实上，任何拉格朗
日 LIMD 偏置展开都会给出 bϕ ∝ bL2。[243, 604, 605] 最早指出了这一点。注意，这里的贡
献不会被反项 bϕϕ 吸收，因为偏置参数定义为在物理尺度 R 上平滑的密度幂次之系数，而不
是 Sec. 7.1.2 中人工截止 Λ 的系数。这源于采用 Eq. (7.61) 这样的微观拉格朗日拟设，而非
Sec. 7.1 那样的有效大尺度展开。

• Eq. (7.67) 一般适用于任意原初三点函数，并不限于局域型 PNG。但很快将看到，对非局域型
PNG，它漏掉了尺度依赖偏置的一项重要贡献。
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• 这一推导不依赖把原初双谱在挤压极限展开。这是精确 LIMD 拟设 Eq. (7.61) 的结果，因为
它没有把我们限制在 k ≪ 1/R。可以把它理解为：通过假设拉格朗日暗晕数密度究竟如何依赖
小尺度模的统计，对 Sec. 7.1.5 所述超越挤压极限的贡献作了重求和。这一方法的准确度取决
于 Eq. (7.61) 是否能很好近似该依赖。事实上，下文将看到，若拉格朗日偏置模型包含高阶导
数算符，预言 Eq. (7.67) 就会改变（Sec. 7.4.3）。尽管如此，对服从普适质量函数的暗晕求值
时，Eq. (7.67) 的确在挤压极限展开的次领阶与 Sec. 7.1.5 的结果相符。

7.4.2 游走集方法

显然，Eq. (7.61) 型阈值拟设不足以现实地描述暗晕偏置（见 Sec. 5）。还应加入首次穿越约束，
它会修正尺度依赖偏置。对局域二次 PNG 之外的所有 PNG 类型，这一修正都很显著 [98, 600]。它
的来源是：对一般 PNG，长短波模之间的尺度依赖耦合会改变从 ln νc 区间到 lnM 区间的转换，如
Eq. (7.54) 所示。考虑条件质量函数 nh(M |δℓ)，其中长模 δℓ 因 PNG 而与小尺度密度涨落相关［见
Eq. (7.15) 和 Eq. (7.25)］，便可得到尺度依赖非 Gaussian 偏置的一般关系 [98, 600]。

具体而言，在标准游走集方法中，给定尺度 Rℓ 上长模 δℓ 的暗晕条件质量函数为

nh(M |δℓ) = −2ρm
∂

∂M

∫ ∞

δcr

dδ p
(
δ;R

∣∣δℓ;Rℓ) , (7.71)

现在，给定 Rℓ ≫ R 尺度上的大尺度过密度 δℓ 后，在尺度 R 上出现小尺度过密度 δ 的条件概率
p
(
δ;R

∣∣δℓ;Rℓ) 不再是 Gaussian 的。把它展开为约化累积量级数，并按 Sec. 5 计算

δh(δℓ) =
nh(M |δℓ)
nh(M)

− 1 (7.72)

再把累积量级数的系数与 Gaussian 偏置参数对应，最终可读出尺度依赖偏置 ∆b1(k) [98]：

∆b1(k) =
∞∑
N=3

4

(N − 1)!

{
bLN−2 δcr + bLN−3

[
N − 3 +

∂ lnF (N)
R (k)

∂ lnσ(R)

]}
F (N)
R (k)M−1

R (k) , (7.73)

其中 bLN 是拉格朗日暗晕偏置参数，bL0 ≡ 1。推导这一结果时没有对平滑滤波器的形状作任何假设。
此外，定义一般形状因子后，可以纳入所有连通原初 N 点函数的贡献：

F (N)
R (k) ≡ 1

4σ2(R)Pϕ(k)

{
N−1∏
i=1

∫
ki

MR(ki)

}
⟨ϕ(k1) · · ·ϕ(kN−1)ϕ(k)⟩c . (7.74)

在挤压极限下，F (N)
R 对应把右边 N 点函数的 N 个动量之一取到零，并对其余 N − 1 个动量积分

（同时满足总动量约束）。对原初双谱（N = 3），得到 Eq. (7.67) 中的修正方差。这里强调两点：

• 一般而言，原初 n 点函数会贡献修正后的 (n− 1) 阶累积量 [243]。因此，纳入高阶（n > 3）原
初 n 点函数时，必须同时纳入给定暴胀模型预言的所有同量级项。例如，在高阶局域型 PNG
中纳入 gnl 阶（N = 4）项时，也应纳入通常与之可比的 f2

nl 阶项。注意，Eq. (7.70) 不包括原
初三谱增强的坍缩极限所诱导的随机贡献（Sec. 7.1.4）。

• 与 Eq. (7.70) 一样，在 bN−2 ≈ (νc/σ(R))
N−2 的高峰极限 νc ≫ 1 下，Eq. (7.73) 精确恢复

[536, 542, 606, 607] 的结果。Eq. (7.73) 中关键的新项是 ∂ lnF (N)
R (k)/∂ lnσ(R) 的贡献，它源

于约化累积量对质量（R）的依赖。我们已在 Sec. 7.3 的 PBS 方法中得到这一贡献；在那里，
它对应初始条件经过尺度依赖重新标度时 Jacobian J 的变化［Eq. (7.54)］。事实上，在对应
双谱挤压极限的大尺度极限下，取 N = 3 计算 Eq. (7.73)，会精确恢复结果 Eq. (7.55)，见
Sec. 7.3 [100]。
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最后，对二次局域型 PNG，Eq. (7.73)花括号中的第一项（包括前面的乘法因子 2）恢复 bϕ = 2δcrb
L
1，

与普适质量函数的预言 Eq. (7.58)一致（Press–Schechter正属此例，见 Sec. 5.2.2）。因此，Eq. (7.70)
预言非 Gaussian 偏置振幅 ∝ bL2 的问题似乎得到了解决。
为更好地理解这一点，现在从包含首次穿越的阈值拟设所对应的微扰偏置展开推导 Eq. (7.73)。

相应数密度为 [e.g., 495]

nPS(q) = −2ρm
∂

∂M
ΘH [δR(q)− δcr] = 2ρmµR(q)δD

[
δR(q)− δcr

] dR
dM

, (7.75)

按照 [430]，第二个等号中已经对M 求导，并像 Sec. 6.8一样引入变量 µR ≡ −dδR/dR。因此，密度反
差 δPS(q) 由二元微扰展开描述；在 Gaussian 初始条件下，其重整化算符 [δiµjR](q) 是二元 Hermite
多项式。即

δLPS(q) = bL10H10(δR, µR) + bL01H01(δR, µR) (7.76)

+
1

2
bL20H20(δR, µR) + bL11H11(δR, µR) +

1

2
bL02H02(δR, µR) + · · · .

相应偏置参数 bLij 与 Sec. 6.6.1 中一样，是二元 Hermite 多项式的系综平均。例如 [430]

bL10 =
1

σ(R)

(
νc −

1

νc

)
, bL01 = − 1

νc

(
dσ(R)

dR

)−1

(7.77)

bL20 =
ν2c − 3

σ2(R)
, bL11 = − 1

σ(R)

(
dσ(R)

dR

)−1

, bL02 = 0 . (7.78)

因此，对原初双谱，示踪体二点相关函数的领阶非 Gaussian 贡献为

∆ξLh (r) = bL10

[
bL20

〈
δR(q1)δ

2
R(q2)

〉
+ 2bL11

〈
δR(q1)δR(q2)µR(q2)

〉
+ bL02

〈
δR(q1)µ

2
R(q2)

〉]
, (7.79)

这里取大尺度极限 r → ∞，因而可以忽略 bL01；如 Sec. 5.7 所述，它对应 ∝ k2 的高阶导数项。对
Eq. (7.79) 作 Fourier 变换，最终得到：在 k → 0 极限下，局域二次 PNG 诱导的非 Gaussian 偏置
振幅为 [430, 495]

bϕ = 2

∫
k

cL2 (k,−k)PL(k) , (7.80)

其中
cL2 (k1,k2) = bL20WR(k1)WR(k2) +

1

σ2(R)

∂

∂ lnσ(R)

(
WR(k1)WR(k2)

)
(7.81)

对这里考察的特定模型 Eq. (7.75)，cL2 由上式给出。不过，Eq. (7.80) 对任何微观拉格朗日偏置模
型都成立。对一般原初双谱，Eq. (7.81) 中正比于 ∂/∂ lnσ(R) 的项会产生 Eq. (7.73) 中的新贡献
∝ ∂ lnF (N)

R (k)/∂ lnσ(R)。把 Eq. (7.81) 代入 Eq. (7.80)，得到

bϕ = 2

(
bL20σ

2(R) + 2

)
= 2δcrb

L
10 , (7.82)

即普适质量函数的预言 Eq. (7.58)；由于 Press–Schechter 质量函数是普适的，这正是预期结果。
最后，可通过 Sec. 7.1.5 所述方法证明：采用普适质量函数 ∝ f(νc) 时，即使在挤压极限的次

领阶，游走集结果 Eq. (7.73) 仍与一般偏置展开一致，并与 Eq. (7.61) 相容 [558]。根本原因在于：
阈值方法与一般普适质量函数一样，所有暗晕统计预言中都只进入单一尺度 R。

7.4.3 拉格朗日密度峰

下面转向峰方法，它是多变量拉格朗日偏置模型的一个例子。为简单起见，这里关注 BBKS [13]
峰，而不是游走集峰（ESP）。Sec. 6.2–6.6已详细描述 BBKS峰，这里沿用相同记号。与上一节的简
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单游走集方法一样，有效峰微扰偏置展开 Eq. (6.50)（见 Sec. 6.6.2）使用变量 ν ∝ δ, J1 ∝ ∇2δ, η2 ∝
(∂iδ)

2，以及由 ∂i∂jδ 构造的不变量 J2, J3；无论线性密度场具有什么统计性质，该展开都成立。与
Sec. 7.4.1–7.4.2 完全类似，原初双谱对 BBKS 峰非 Gaussian 二点相关的领阶贡献为

∆ξLpk(r) = 2σ3
0b
L
10b

L
20⟨ν2(q1)ν(q2)⟩+ 4σ2

0σ2b
L
10b

L
11⟨ν(q1)J1(q1)ν(q2)⟩+ 2σ0σ

2
2b
L
10b

L
02⟨J2

1 (q1)ν(q2)⟩

+ 4σ0σ
2
1χ

L
1 b
L
10⟨η2(q1)ν(q2)⟩+ 4σ0σ

2
2ω

L
10b

L
10⟨J2(q1)ν(q2)⟩

+
(
σ0, b

L
10, ν(q2)

)
→
(
σ2, b

L
01, J1(q2)

)
, (7.83)

其中各符号定义于第 124页的 Tab. 10；与 Eq. (6.50)一样，所有矩都在尺度 R上计算。各种拉格朗
日二阶峰偏置参数见 Sec. 6.6.1（另见 Fig. 29）。最后一行另外五项由每次把 (σ0, b

L
10, ν(q2)) 替换为

(σ2, b
L
01, J1(q2)) 得到。限制到局域型 PNG，在低 k 极限下，拉格朗日峰功率谱的领阶非 Gaussian

贡献为 [430]
∆PLpk(k) = 2fnlM−1

R (k)bϕ
(
bL10 + bL01k

2
)
W 2
R(k)PL(k) , (7.84)

其中

bϕ = 2

(
σ2
0b
L
20 + 2σ2

1b
L
11 + σ2

2b
L
02 + 2σ2

1χ
L
1 + 2σ2

2ω
L
10

)
. (7.85)

注意，对 BBKS 峰使用 Eq. (6.56) 给出的 cL2 (k1,k2)（见 Sec. 6.6.2），也可由 Eq. (7.80) 计算
bϕ。密度峰服从广义形式的普适质量函数，因为其丰度依赖若干谱矩 σi(R)；因此不应预期它们满
足 Eq. (7.58)，但一般 PBS 预言 Eq. (7.51) 应当成立。对 BBKS 峰，暗晕质量函数 npk(M) 由
Eq. (6.67) 给出，其中 fpk 同时是 νc 和均方根值 σi 的函数。可以证明

bϕ =
∂ lnnpk

∂ ln ε = 2
2∑
i=0

∂ lnnpk

∂ lnσi
(7.86)

确实给出 Eq. (7.85) [430]。物理解释与 Sec. 7.3 相同：存在局域二次 PNG 时，波数为 kℓ 的长波背
景扰动会以无尺度依赖的方式重新标度线性密度场功率谱 PL(kS) 的振幅：

PL(kS) → (1 + 4ϵ)PL(kS) . (7.87)

因此，对局域二次 PNG，所有谱矩按比例重新标度为 σi → (1+2ϵ)σi，参数 γ1 和 R⋆ 保持不变。令
ϵ ≡ fnlM−1(k)，便恢复线性暗晕偏置完整的非 Gaussian k 依赖修正。对一般 PNG，应把 ϵ 替换为
a0(kℓ/kS)

αM−1(k)，其中 α是原初双谱在挤压极限下领先贡献的标度［见 Eq. (7.37)和 Eq. (7.25)］。
此时，npk 所依赖的不同矩在 Eq. (7.86) 中有不同标度，峰的非 Gaussian 偏置振幅也不同于普适质
量函数给出的 Eq. (7.55)。

注意，一方面由 Eq. (7.86)、另一方面由 Eq. (7.85) 计算的 bϕ，只有对确定性势垒才等价 [430]。
若采用以唯象方式描述散布（参见 Sec. 5.9）的模糊移动势垒，如当前游走集峰实现（参见 Sec. 6.8）
那样，bϕ 就无法一致地恢复 ∂ lnn/∂ ln ε [608]。如 Sec. 7.5 所示，这与 N 体模拟测量相冲突。

这一问题可用坍缩势垒 B 中散布的“微观”模型解决（见 Sec. 5.9），例如 [326]提出的模型。此
时，重整化拉格朗日偏置函数 cLn［Eq. (6.57)］显式依赖剪切 Kij。可以证明，由于坍缩势垒 B 现在
与 σ8 无关，非 Gaussian偏置振幅 bϕ［Eq. (7.85)］会恢复峰–背景分裂预期 ∂ lnn/∂ ln ϵ [513]。实际
中，若势垒 B 的全部散布都来自潮汐剪切，则 bϕ 还包含正比于 bLK2

和 bLQ2
的两项额外贡献；其中

K2 定义于 Eq. (5.101)，Q2 ∝ tr
(
Kijζij

)
。因此，只要 bLQ2

非零，就能满足一致性关系 Eq. (7.51)，
而不违反对 bLK2

的约束（见 Sec. 4.5）。

总结 Sec. 7.4.1–7.4.3的结果：在“微观”拉格朗日偏置框架中，标准拉格朗日 LIMD模型 δh(x) =

bL1 [δ](q) + bL2 [δ
2](q)/2 + · · · 无法再现 PNG 诱导的尺度依赖偏置之正确振幅，根本原因在于它不同
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图 32: 在 fnl = ±250 的局域型 PNG N 体模拟中，为暗物质暗晕测得的尺度依赖偏置 ∆b1(k) ≃
Phm(k)/Pmm(k)− b1（数据点）。左图为球对称过密度法（∆SO = 200）识别的暗晕，右图为以连接
长度 λ = 0.2 识别的朋友之友暗晕。实线表示一般峰–背景分裂预言 Eq. (7.51)，点线表示用 fnl = 0

模拟中相同质量区间测得的线性偏置 b1，对普适质量函数计算的 PBS 结果 Eq. (7.58)。质量区间以
1013 h−1M⊙ 为单位：区间 1 为 [0.9, 1.4]；区间 2 为 [1.4, 2.7]；区间 3 为 [2.7,∞)。From [599].

于这里考察的离散密度峰和阈值区域，未包含密度以外的变量，尤其是保证首次穿越条件的滤波器
导数 µ = −dδR/dR。与 Sec. 7.1 的方法不同，这里考察的微扰拉格朗日偏置展开不随初始条件的统
计性质而改变，因为原暗晕数密度直接用假定在所有尺度上有效的模型从拉格朗日物质密度场构造。
PNG尺度依赖贡献的系数 bϕ 由广义二阶偏置参数之和给出，并必须保证恢复 PBS标度 Eq. (7.51)。
对 ESP 这样的微观拉格朗日偏置模型，若只以唯象方式描述坍缩阈值散布，这一条件不会自动满
足，因为模型未能完整描述原暗晕密度与线性密度场之间的局域关系。作为从第一性原理预言暗晕
质量函数的 ESP 峰模型的替代，可以把 Press–Schechter 数密度 Eq. (7.75) 推广为 [495]

nΣPS(q) = −2ρm
∂

∂M
Σ
[
δR(q)− δcr

]
. (7.88)

可选择自由函数 Σ，使预言的暗晕质量函数再现模拟结果 [494]。这里同样得到二元偏置展开 bLij，反
映对 δR 和 µR 的共同依赖。由于没有峰约束，该模型的偏置展开中不出现 (∂iδ)

2。因此，它预言的
重整化偏置函数 cLn(k1, . . . ,kn) 只依赖波数 ki = |ki|。测量暗晕双谱对尺度和构型的依赖，因而有
助于区分不同拉格朗日偏置方案的预言。

7.5 模拟中的非高斯暗晕偏置

许多研究已经用大型 N 体模拟结果检验局域二次 PNG 诱导的尺度依赖偏置之理论预言，包
括 [68, 315, 538, 546, 609–612]（见 Fig. 32）。为了准确比较预言 Eqs. (7.43)–(7.44) 与模拟，还
应加入两项细微修正 [538, 609]。它们来自 PNG 同时改变暗晕平均数密度 nh(M, τ) 和物质功率谱
PL(k, τ)。第一，PNG存在时暗晕平均数密度（质量函数）的变化会使线性偏置发生无尺度依赖的平
移 b1 → b1(fnl)；对 fnl > 0 的大质量暗晕，该平移为负，因为相较于 fnl = 0，大质量暗晕更常见，
因而偏置更小。第二，如果测量延伸到弱非线性区，还应计入物质功率谱中 ∝ fnl 的圈贡献 [613]。
最新结果来自 [599]。他们计入上述修正，用不同暗晕搜寻器测量了 fnl = 250局域型 PNG的尺
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图 33: 暗晕尺度依赖偏置的测量振幅 bNG ≡ bϕ/2［通过 Eq. (7.51)］除以普适质量函数预言 bL1 δcr

［Eq. (7.58)］，并画成 bL1 的函数。结果来自图中标出的不同输出红移和不同模拟盒尺寸。左图为球
对称过密度法（∆SO = 200）识别的暗晕，右图为连接长度 λ = 0.2 的朋友之友暗晕。From [599].

度依赖偏置 ∆b1(k) = fnlbϕM−1(k)。Fig. 32展示 SO和 FoF暗晕的测量（见 D）。实线是 Eq. (7.51)
的一般 PBS 预言；其实现方式与 [315] 相同：运行具有不同初始功率谱振幅 As 的模拟，并对测得
的暗晕质量函数关于 lnAs 求导。对所有质量区间和暗晕搜寻器，结果都与数据高度一致。相比之
下，点线采用普适质量函数给出的 bϕ = 2δcrb

L
1、δcr = 1.687［Eq. (7.58)］，与模拟结果并不吻合。

Fig. 33 更清楚地显示这一点：图中给出由 Eq. (7.51) 测得的 bϕ 相对于普适质量函数预言的偏离。
对两种暗晕搜寻器，普适质量函数结果都高估 bL1 ≳ 1 的稀有暗晕之 bϕ；对 SO 暗晕，2δcrb

L
1 又在较

低质量的 0 ≲ bL1 ≲ 0.5 范围内低估结果。这些结果确认了研究 SO 暗晕的 [609, 614] 与使用 FoF 暗
晕的 [315, 546, 610, 611] 的早期发现。[546] 把 nh 关于 σ8 的导数写成质量函数关于暗晕质量的导
数。虽有游走集形式体系作为动机，但正如前面看到的，bϕ 的精确 PBS 预言严格对应关于原初涨
落振幅的导数。
在高质量端，这一差异可解释为选择了球对称坍缩近似所启发的特定值 δcr = 1.687（见 Sec. 5.2.1）。

例如，有迹象表明，连接长度 λ = 0.2的 FoF暗晕对应小于 1.687的平滑拉格朗日过密度 [e.g., 615]；
这可以解释为何取 δcr = 1.687 的 2δcrb

L
1 会在高质量端高估 bϕ。毕竟，如 Sec. 5.2.1 所述，真实暗物

质暗晕从不精确对应孤立球对称扰动的坍缩，所以 δcr 的选择存在一定自由度。为计入对暗晕搜寻
算法的依赖，合理的替换是

δcr →
√
qδcr , (7.89)

其中参数 q 编码所考察暗晕与球对称坍缩近似之间的偏离。[609–611, 616] 使用不同暗晕搜寻方案，
因而得到不同的 q值，综述见 [545]。Fig. 33表明，对连接长度 λ = 0.2的 FoF暗晕，√q ≡ rFoF ≈ 0.85；
对 SO 暗晕，√

q ≡ rSO ≈ 0.9。
Figs. 32–33 还给出两个重要结论：

• SO 暗晕在低质量端相对于 2δcrb
L
1 的偏离，无法通过改变定义 SO 暗晕质量所用的过密度判据

（这里相对于物质取 ∆SO = 200）吸收，因为这种改变会在质量函数陡峭的高质量端更强烈地
影响结果。因此，这里观测到的非普适性与 [313] 讨论的效应无关；正如 [617, 618] 指出的，后
者由其对 δcr(z) 的特定选择引起。另一种可能解释是用来计算 2δcrb

L
1 的球对称坍缩近似在低
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质量端失效。此时，可通过 Eq. (7.89) 把球对称坍缩临界阈值 δcr 替换为例如椭球坍缩中的相
应值 [619]。显然，这只能解释部分偏离，因为有显著证据表明 bϕ 变号的质量不同于 bL1 = 0对
应的质量，而改变 δcr 无法解释这一点。

• 当前游走集峰（ESP）实现对非 Gaussian 偏置的预言与模拟数据不一致。在这一方法中（细
节见 Sec. 6.8 和 Sec. 7.4.3），非 Gaussian 偏置振幅是全部二阶偏置参数的加权和 [430]。这
一般适用于任意“微观”拉格朗日偏置模型 [495]，不同于作大尺度偏置展开的模型（Sec. 7.1；
[100]）。采用确定性势垒时，ESP 方法预言的 bϕ 与 PBS 预言 Eq. (7.51) 相符 [430]，也与数
据一致；但 [396] 的随机势垒给出的 bϕ 大于 Eq. (7.51) 的结果 [608]，已被 Fig. 33 的测量明
确排除。为解决这一问题，必须在“微观”层面描述平均势垒附近的散布 [513]，例如通过潮汐
剪切 Kij，而不是像 [303, 608] 那样使用白噪声项。

最后，Eq. (7.58) 假设暗晕成团完全由暗晕质量 M 决定。但对某些观测示踪体，这可能不成立，
例如活动可能由暗晕并合触发的类星体。[539] 用 Sec. 5 所述游走集形式体系估计并合诱导的偏置
修正 ∆bmerger，得到

∆bmerger = δ−1
cr . (7.90)

因此，对普适质量函数，应把 δcrb
L
1 替换为 δcrb

L
1 − 1。[620] 用 N 体模拟检验了这一预言。按并合树

识别的形成时刻划分暗晕后，他们发现 bϕ 显著依赖形成时刻，与 Eq. (7.90) 一致。这种平移（尽管
幅度较小）可以解释 SO 暗晕中 bϕ 和 bL1 的过零点不同（Fig. 33 右图）。
其他数值研究考察了局域型之外的 PNG 效应，尤其包括三次耦合 gnlϕ

3 [606, 621]、正交型与
等边型双谱模板 [546, 616]，以及多场暴胀 [543, 622]。这些分析表明，暗物质暗晕的非 Gaussian 偏
置与普适质量函数的 PBS 预言——Eq. (7.55) 结合 Eq. (7.58)，或等价的 Eq. (7.73)——一致。不
过，对这些形状，计入 Eq. (7.55) 和 Eq. (7.73) 右边第二项至关重要。上述关于 bϕ = δcrb

L
1 的同一

警告也适用于 Eq. (7.73) 的第一项。
总的来说，为了用星系尺度依赖偏置约束原初非 Gaussian 性，对 bϕ 和 bψ 的这些校准工作是

重要组成部分；因为 bϕ 的任何系统不确定度（例如 Fig. 33 中约 10–20%）都会转化为 fnl 约束中
相近的不确定度。

7.6 观测前景

Planck 卫星的宇宙微波背景（CMB）已经对多种 PNG 形状给出严格约束，尤其对局域二次
PNG 有 fnl = 0.8 ± 5 [580]；但当前 CMB 限制尚未约束 |fnl| ≃ 1 水平的有趣现象学。利用 PNG
在星系功率谱和双谱中诱导的尺度依赖特征（Sec. 7.1.6），DESI、Euclid、LSST 等未来宇宙大尺度
结构（LSS）巡天，是改善现有 CMB PNG 限制的最佳希望之一。
功率谱中尺度依赖偏置的大部分信噪比来自给定巡天可达到的最大尺度。在这些尺度上，星系

成团的理论模型非常稳健，因为线性理论已经足够（不过如 Sec. 9.3.1 所述，纳入投影效应很重要），
但观测系统误差可能构成严峻障碍。这是因为内禀信号在这些尺度上很小，而系统效应诱导的表观
星系成团——例如天空不同位置巡天深度的起伏、恒星污染和测光标定不确定度——却在大尺度上
最强。这些效应可以模仿非零 fnl 的信号，必须仔细控制 [623–625]。另一方面，星系三点函数（双
谱）中的 PNG 信号存在于较小尺度，因而可提供重要的交叉检验。
当前 LSS巡天对 fnl 的限制都只基于功率谱测量，其水平相当于 Planck之前的 CMB约束。例

如，在 68% 置信水平下有

− 16 < fnl < +26 , 来自星系 [626]，以及 (7.91)

− 39 < fnl < +23 , 来自类星体 [627] . (7.92)
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预报表明，下一代大规模红移巡天可把 fnl 的统计误差降低 1–2 个数量级 [628–635]。本节余下部分
将定量预报未来巡天可达到的局域 fnl 约束，重点讨论单示踪体功率谱与双谱的联合，以及多示踪
体技术。我们采用与 Sec. 4.1.3 相同的理想化设置，忽略红移空间畸变，并假设平凡的巡天窗函数。

7.6.1 单示踪体的星系功率谱和双谱

本节利用星系功率谱和双谱预报未来巡天对局域 fnl 的约束。为此，采用 Sec. 4.1.3 详细介绍
的 Fisher 信息矩阵［见 Eqs. (4.13)–(4.15)］。使用与 Sec. 4.1.3 相同的假设和巡天参数，在零假设
fnl = 0 下计算预期不确定度；因此功率谱和双谱测量的不确定度仍分别由 Eq. (4.17) 和 Eq. (4.19)
给出。把 Sec. 4.1.3 考察的参数向量扩展为包含 fnl：

θ⃗ =
{
b1, b2, bK2 , lnA, P {0}

ε , P {0}
εεδ

, B{0}
ε , fnl

}
, (7.93)

基准值与 Tab. 6 相同。按照 Sec. 7.1.6 的关系，在一般偏置展开二阶纳入 fnl 效应，并只保留 fnl

的线性项。对基准值 fnl = 0，这已经足够，因为 Fisher 矩阵只涉及对参数的一阶导数，而所有高
阶项对 ∂Pgg/∂fnl 和 ∂Bggg/∂fnl 的贡献在 fnl = 0 处求值时都消失。于是功率谱为

Pgg(k) = P (G)
gg (k) + 2b1∆b1(k)PL(k) , (7.94)

其中 P
(G)
gg (k) 是 Gaussian 初始条件下的领阶星系功率谱［Eq. (4.2)］。再使用 Sec. 4.1.1 的记号，星

系双谱为

Bggg(k1, k2, k3) = B(G)
ggg (k1, k2, k3)

+ 2b31fnlM(k1)M(k2)M(k3) [Pϕ(k1)Pϕ(k2) + 2 perm.]

+

{
b21PL(k1)PL(k2)

×
[
(2δcr − 1)(b1 − 1) + δcrb

L
2

2δcr(b1 − 1)
(∆b1(k1) + ∆b1(k2)) + µ12

{
k1
k2

∆b1(k1) +
k2
k1

∆b1(k2)

}]
+ b1 [∆b1(k1) + ∆b1(k2)]PL(k1)PL(k2)

[
2F2(k1,k2)b1 + b2 + 2bK2

(
µ2
12 −

1

3

)]
+ 2P {0}

εεδ
[∆b1(k1)PL(k1) + ∆b1(k2)PL(k2)]

+ 2 perm.
}
, (7.95)

其中 B
(G)
ggg (k1, k2, k3) 是 Gaussian 初始条件下的星系双谱［Eq. (4.4)］。两式中的 ∆b1 均取自

Eq. (7.59)：
∆b1(k) = 2fnlδcr(b1 − 1)M−1(k) . (7.96)

此外还代入了 bEϕδ 的普适质量函数预言［Eq. (7.60)］，使用 Eq. (2.34) 给出的二阶拉格朗日偏置
bL2 = b2 − 8/21(b1 − 1)，并按照以 Poisson 散粒噪声描述随机性时的预言，取 P

{0}
εεϕ ≈ (bϕ/b1)P

{0}
εεδ 。

对这些理想化预报，这些近似已经足够。
许多早期文献已经研究局域型 PNG 存在时的星系双谱 [243, 538, 541, 547, 559, 612]。与其中

大多数不同，这里只保留 fnl 的线性阶；如上所述，对基准值 fnl = 0 的 Fisher 预报，这已经足
够。考虑到 Planck 卫星给出的约束，fnl 的高阶项未来也不太可能重要。我们还忽略了领先双谱之
外 PNG 对物质密度场统计的影响；在当前扰动阶数下这是自洽的：对所考虑波数和 fnl 值，PNG
对物质功率谱的单圈修正可以忽略，而对双谱的修正在 kmax ∼ 0.2hMpc−1 才开始重要 [613]。另一
方面，上述文献没有包括一般微扰偏置展开中出现的完整偏置参数和随机振幅集合。[550] 仅用功率
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图 34: 局域型 PNG 对星系双谱贡献的形状依赖，即 Eq. (7.95) 中除 B
(G)
ggg 外的所有项。取 z = 2，

基准值为 fnl = 5；其余参数列于 Tab. 12。为突出形状依赖，每幅图中的双谱都除以该图内达到的
最大值。局域型 PNG 的贡献在挤压极限处呈尖锐峰值；这与 Fig. 10 所示 Gaussian 初始条件贡献
的形状依赖很不相同。

谱预报了对等边型（α = 2）和准单场型（0 ≤ α ≤ 3/2）fnl 的约束，并纳入次领阶修正和相关高阶
导数项。[636] 则通过各向异性挤压极限原初双谱，预报了星系功率谱对高自旋场的可探测性。后者
还可用星系形状相关约束，相关预报见 [552, 554]。

Fig. 34 以与 Fig. 10 相同的形式（见 Sec. 4.1），展示 PNG 对星系双谱贡献的构型依赖。这些
贡献在挤压三角形构型处达到峰值，与 Fig. 10 中的 Gaussian 贡献明显不同。因此，双谱有望显著
改善由星系成团得到的 fnl 约束。

Tab. 12 汇总了这里考察的七项星系巡天之 Fisher 矩阵计算结果：HETDEX [50]、eBOSS [49]、
DESI [53]、PFS [57]、Euclid [54] 和WFIRST [58]。偏置参数和随机参数采用与 Tab. 6 相同的基准
值，并给出 kmax = 0.1hMpc−1 和 kmax = 0.2hMpc−1 的结果。对所有巡天，联合星系功率谱和双
谱得到的 fnl 约束都比只用功率谱好数倍；加入星系双谱后，未来星系巡天预计还能改善 CMB 对
fnl 的约束。
比较不同 kmax 可见，只用功率谱时约束仅略有变化，而较大的 kmax 会使联合约束改善约两倍。

这是因为星系功率谱中的 PNG 信号只在大尺度上突出（见 Fig. 32），星系双谱中的信号则出现在
所有尺度的挤压三角形构型上（Fig. 34）。此外，预报的 fnl 误差对偏置参数基准值很敏感，因为在
数密度固定时，PNG 信号 ∆b1 ∝ (b1 − 1) 与每个 k 模的信噪比 n̄Pg(k) ∝ b21 都对高偏置示踪体更
有利。例如，把 b1 = 1.5 改为 b1 = 2 后，Tab. 12 中的预期不确定度改善 2–3 倍；此时 DESI 和
Euclid 在 kmax = 0.2 h/Mpc 下都达到 σfnl < 1。注意，早期预报 [559, 637–640] 若考虑随机参数，
就把它们以及原初功率谱振幅固定在各自基准值上，因而比 Tab. 12 的预报更乐观。

7.6.2 多示踪体方法

上一节在假设单一示踪体时，推导了星系功率谱和双谱给出的最优约束。值得注意的是，原则
上只用星系功率谱，也可通过多示踪体技术和最优权重显著减小尺度依赖偏置的统计误差，从而改
善 fnl 约束 [342, 345, 641–644]。这些方法利用了这样一个事实：不同示踪体相对成团中的尺度依赖
信号不受宇宙方差影响。近期 [554] 把同一技术用于星系形状相关，以约束 Sec. 7.1.3 所述各向异性
PNG。此外，施加合适权重还可减小示踪体散粒噪声带来的方差。
该方法的核心如下。首先，把观测星系分布划分为若干具有不同偏置性质的子样本；再对这些子

样本施加不同权重，以利用N体模拟暗晕成团测量中发现的大质量暗晕散粒噪声抑制（见 Sec. 4.5.3）。
在无限精细分箱且最小暗晕质量趋于零的极限下，与宿主暗晕质量成正比的权重 ω(M) = M 会使
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表 12: 由单一星系样本的功率谱和双谱得到的局域型 PNG 振幅 fnl 预期约束。只用功率谱的约束
在边缘化 b1 和 P

{0}
ε 后得到；联合约束在边缘化 7个参数 {b1, b2, bK2 , P

{0}
ε , P

{0}
εεδ , B

{0}
ε , lnA}后得到。

所有情形都采用以下基准值：fnl = 0；b1 = 1.5；b2(b1) 取自 Tab. 7的拟合公式（b2 ≃ −0.69）；假设
拉格朗日 LIMD偏置得到 bK2(b1)（bK2 = −2/7(b1−1) ≃ −0.14）。此外采用基准值 P

{0}
εεδ = b1/(2ng)

和 bL2 = b2 − 8/21(b1 − 1) ≃ −0.88。注意，σfnl 对 b1 的基准值很敏感（见正文）。

巡天
红移

z̄

体积[
h−3Gpc3

] 104 ng[
h−3Mpc3

] σfnl , kmax = 0.1h/Mpc σfnl , kmax = 0.2h/Mpc

P (k) P (k) +B(k1, k2, k3) P (k) P (k) +B(k1, k2, k3)

eBOSS (LRG) 0.8 6.1 4.4 19 15 18 7.5

eBOSS (QSO) 1.4 39 1.5 7.6 6.5 7.2 3.9

HETDEX 2.7 2.7 3.6 24 22 22 14

PFS 1.5 8.7 4.6 13 11 12 6.4

DESI 1.1 40 3.3 6.1 5.1 5.7 2.9

WFIRST 1.9 13 12 7.8 6.9 7.3 4.2

Euclid 1.4 63 5.2 4.0 3.4 3.8 2.0

暗晕相对于暗物质分布的随机性最小，从而减小散粒噪声贡献 [177]。必须同时考虑散粒噪声与宇宙
方差抑制，尽管这并不总是充分；否则 σfnl——fnl 的 68%置信水平不确定度——净改善很小 [342]。
给定由普适质量函数 PBS 得到的 bϕ 预言［Eq. (7.58)］，以及不同子样本间散粒噪声的协方差矩阵
［通过 Eq. (4.52) 估计］，就可构造最优权重函数并估计 fnl 的预期不确定度 [614]；这里仍假设暗晕
密度场为 Gaussian，在与 fnl 约束有关的大尺度上这是准确的。

Fig. 35展示红移 z = 1处暗晕的结果。能够获得暗物质密度场时（红线和实心符号），按暗晕质量
加权（红色虚线和实心圆）总是优于传统均匀加权（红色实线和实心方块），尤其对较低质量暗晕。具体
而言，在质量加权情形中，σfnl 随Mmin 降低而显著减小；均匀加权时，它在Mmin ≃ 5×1010 h−1M⊙

处出现尖峰。这是因为质量加权暗晕样本的有效线性偏置 b1 始终大于 1，而均匀加权时 b1 在上述
Mmin 值处等于 1。按 PBS 预言，这意味着 bϕ ∝ b1 − 1 = 0，于是 σfnl 发散。若干 Mmin 值的模
拟结果以符号叠加在图上。模拟与基于暗晕随机性协方差参数化的解析预言（见 Sec. 4.5.3）吻合良
好。能够获得暗物质且采用最优权重时，模拟在 Mmin ≃ 1012 h−1M⊙ 处给出最小误差 σfnl ≃ 0.8。
不能获得暗物质时的结果以蓝线和空心符号表示。先关注单一质量区间：对均匀加权和质量加

权暗晕，σfnl 都在 Mmin ∼ 1013 h−1M⊙ 处取最小值 σfnl ∼ 5。因此，在单示踪体情形下，只考虑最
高质量暗晕对 fnl 约束最优；不过，若把暗晕样本划分为多个区间，纳入低质量暗晕仍会继续改善
σfnl。

Tab. 12中 Euclid的体积和平均红移与 Fig. 35的假设相近；再考虑到后者展示的是不对其他参
数边缘化的理论最优值，可以看出，功率谱与双谱的联合预计优于采用多示踪体方法的功率谱（假
设无法获得物质密度，与 Tab. 12 相同）。不过，多示踪体方法也可用于双谱，从而结合两种方法的
优势，并可能进一步改善 PNG 约束。
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kmax = 0.032hMpc−1 的所有模。注意 kmax 的取值在数值上并不重要。实线和虚线表示单一质量区
间内分别采用均匀权重和质量权重的暗晕结果；不同最小质量截断下的 N 体测量以方块和圆叠加。
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加了均匀权重（细实线）和质量权重（细虚线）的高采样极限（nh → ∞）。箭头表示给所有暗晕质
量加入 σlnM = 0.5 的对数正态散布之影响；散布影响可忽略时不画箭头。From [614].
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8 超越冷暗物质、宇宙学常数和广义相对论
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到目前为止，本综述一直聚焦于一个充满无压冷物质并含有宇宙学常数的宇宙。然而，真实宇
宙还包含自由流中微子背景，而我们现在已经知道中微子具有非零质量。此外，重子还会受到非引
力作用。Sec. 8.1 和 Sec. 8.2 将分别回顾这些应力–能量组分对星系偏置展开的影响。除此之外，宇
宙学常数也可能实际上具有动力学起源，例如源于缓慢滚动的标量场（精质），或源于对广义相对论
的修改。我们将在 Sec. 8.3 中考察这些新物理的影响。

8.1 大质量中微子

基于太阳、大气和反应堆中微子的中微子振荡直接测量 [645]已经表明，三个中微子质量本征态
（mν1、mν2、mν3）中至少有两个必须具有非零质量。实验所约束的质量间隔为 ∆m2

21 = m2
ν2
−m2

ν1
≃

(8.58meV)2，且 |∆m2
32| = |m2

ν3
−m2

ν2
| ≃ (49.6meV)2 [645]. 中微子在宇宙能量预算中所占比例虽

小但不可忽略，其质量在大尺度结构增长中起着重要作用。大爆炸核合成期间热产生的宇宙中微子
背景温度约为 Tν(z) ≃ 1.95(1 + z)K ≃ 0.168(1 + z)meV. 因此，在高红移处，当 Tν(z) ≫ mi 时，
中微子完全相对论性，不会促进 CDM 和重子组分中的结构增长。一旦中微子在大约如下红移 znr,i

处转变为非相对论性物质：
1 + znr,i ≈ 1890

(mνi

1 eV

)
, (8.1)

中微子密度扰动便开始在大于其自由流尺度的尺度上显著增长，从而有效形成另一种（尽管并非冷
的）暗物质组分。中微子自由流尺度类似于无碰撞物质的 Jeans尺度，其量级为中微子在一个 Hubble
时间内传播的距离，并随着中微子变为非相对论性而相应缩小。更精确地说，它由下式给出 [646]：

kfs(mν , z) = λ−1
fs (mν , z) =

0.068

(1 + z)2

( mν

0.1 eV

) [
Ωm0(1 + z)3 +ΩΛ0

]1/2
hMpc−1 . (8.2)

在自由流尺度 λfs 以内，中微子密度涨落由于其较大的速度弥散而受到阻尼。另一方面，在大于 λfs

的尺度上，中微子实际上表现为一种通过引力与 CDM 和重子耦合的无压流体。视波长而定，某些
模最初可能位于自由流尺度以内，随后随着 λfs 缩小而越出该尺度。
在红移 z ≪ mini{znr,i} 处，非相对论性物质总能量密度中以中微子形式存在的比例为

fν ≡
Ων0

Ωc+b,0 +Ων0
≃

∑
imν.i

93.1Ωm0h2 eV
. (8.3)

其中下标 m 和 c+ b 分别表示总物质以及 CDM 与重子之和。我们可以方便地把总物质密度扰动表
示为 CDM+ 重子涨落与中微子涨落的加权和：

δm = (1− fν)δc+b + fνδν , (8.4)

这里我们假设 CDM与重子彼此完全示踪。由于我们关注大尺度，这一假设是适当的（但关于 CDM
与重子之间相对密度和速度扰动的影响，见 Sec. 8.2）。以下假设三种活跃中微子具有相近质量；推
广到一般情形十分直接。在大于中微子自由流尺度的尺度上，即 k ≪ kfs(mν)，中微子密度扰动 δν

遵循绝热预言，并以一个依赖红移的因子正比于 δc+b（假设不存在原初中微子等熵扰动）。在远小于
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自由流尺度的尺度上，即 k ≫ kfs(mν)，中微子扰动被抹除，δν ≈ 0，因此 δm ≈ (1− fν)δc+b。此外，
大质量中微子对 Poisson 方程的贡献以及由其引起的膨胀率变化，也会修改 CDM+ 重子组分自身
的功率谱 Pc+b(k)。因此，在物质主导时期，CDM+重子扰动的增长按如下规律减缓：δc+b ∝ a1−

3
5 fν

（关于大质量中微子在宇宙学中的影响，详见综述 [647]）。下列近似 [648, 649]

PL(k)
k≫kfs−→ (1− 8fν)P

(mν=0)
L (k) , (8.5)

能够很好地拟合数值数据。数值模拟表明，在红移 z = 0 处，非线性效应会增强这种压低：在 k ∼
1hMpc−1 处达到 ∆Pm(k)/Pm(k) ≃ −10fν，随后在更小尺度上减弱 [650–652]。因此，中微子会在
总物质以及其中非相对论性部分（c+ b）的功率谱上留下具有特征性的尺度依赖印记 [653–655]。当
前基于 CMB和膨胀历史的中微子质量总和约束为

∑
mν ≲ 0.6 eV [97]，对应中微子比例 fν ≲ 0.05；

而中微子振荡测量允许的最小值为
∑
mν ≥ 0.06 eV [645]，对应 fν ≳ 0.005。对于处在此范围内的∑

mν，中微子自由流尺度足够大，使得中微子扰动一直到红移 z ≲ 10 都保持在线性区间；这一点
已由数值研究证明 [656–658]。

关于大质量中微子对暗晕成团的影响，已有半解析方法（例如 [654, 655, 659–661]）和完整 N
体模拟（例如 [656, 657, 662–669]）两方面的研究。与纯 CDM 情形相同，解析方法能够帮助我们理
解大质量中微子对大尺度结构的影响；但若要完整捕捉其在非线性区间内的作用，仍需要精细的 N
体模拟。
半解析预言的一个良好初始假设是：暗晕仅由 CDM 和重子组分形成。也就是说，若把峰高定

义为 νc ≡ δcr/σc+b，其中 σc+b 是利用适当的尺度依赖线性增长因子计算得到的 CDM+ 重子涨落方
差，那么在这一近似下，暗晕质量函数与标准 ΛCDM 情形一样近乎普适 [657]。相应地，我们可以
用 δc+b 对暗晕密度场作偏置展开，使暗晕功率谱写为

P lo
hh(k) = [bc+b1 (νc)]

2Pc+b,L(k) + P {0}
ε , (8.6)

这里我们强调，线性偏置 bc+b1 是相对于重子 +CDM 组分定义的偏置。Eq. (8.6) 在线性尺度上相当
准确；此外，bc+b1 (νc) 近似为峰显著性 δcr/σc+b 的普适函数 [655, 657]。
然而，Eq. (8.6) 并不完全正确，因为尺度依赖的增长通常会导致尺度依赖偏置 [670, 671]（另见

Sec. 8.3）。特别地，若暗晕位置定义在拉格朗日空间中，并且像峰模型和游走集图景那样局域地追
随其中的密度，那么它们与欧拉物质密度场之间的关系将具有尺度依赖性。文献 [660] 针对大质量
中微子情形详细研究了这一效应，指出 Eq. (8.6) 中的 bc+b1 实际变为

bc+b1 (νc; k) = 1 +
1

nh

∂nh
∂δcr

∂δcr

∂δc+b,ℓ(k)
, (8.7)

其中 δc+b,ℓ(k) 是 c + b 流体中的一个长波单 Fourier 模扰动。∂δcr/∂δc+b,ℓ(k) 可通过多流体球对称
坍缩计算得到 [661]：其中中微子扰动按线性方式处理，而跟踪 c+ b 流体的球形顶帽壳层直至坍缩。
在自由流尺度深处，即 k ≫ kfs，有 ∂δcr/∂δc+b,ℓ(k) = −1，这与 Sec. 3 中为纯冷物质情形推导的结
果相同；在更大尺度上，该结果则会改变。这使暗晕偏置 Eq. (8.7) 中出现百分之几量级的尺度依赖
特征，并构成中微子在星系成团中尺度依赖效应的一部分。具体而言，预言 P lo

hh 中的尺度依赖相比
Pc+b,L(k) 中的尺度依赖会减弱 20–40% [660]。中微子诱导的尺度依赖效应由自由流尺度 λfs = 1/kfs

[参见 Eq. (8.2)] 控制；这不同于涉及尺度 R∗ 的高阶导数偏置贡献。因此，只要所探测的波数范围
足够大，就可以分离这两种尺度依赖来源 [138]。虽然形式上也可以用 Sec. 2.6 所述的高阶导数项捕
捉中微子诱导的星系偏置尺度依赖，但这一展开仅在 k ≪ kfs 的尺度上有效；鉴于 1/kfs 很大，这
一适用范围十分受限。因此，应当发展更显式地把大质量中微子效应纳入一般微扰偏置展开的方法
（例如沿用 [672] 的思路）。在观测上，可利用 Sec. 7.6.2 所述的多示踪体技术提取大质量中微子带来
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的尺度依赖 [673]。为此至少需要两种尺度依赖偏置振幅不同的示踪体。需要强调的是，若这一效应
存在，那么对更高阶偏置（例如 bc+b2 ）也预期会出现类似的尺度依赖。
在包含大质量中微子的 N 体模拟中，很难明确确认相对于 δc+b 的尺度依赖偏置：一方面它

的振幅很小，另一方面它与非线性贡献和高阶导数贡献所诱导的暗晕成团尺度依赖存在简并。文献
[657, 666, 668] 报告称，没有发现 Ph(c+b)(k)/Pc+b(k) 的尺度依赖超出 CDM+ 重子扇区非线性贡献
预期的明确证据。另一方面，文献 [669] 推广了 Sec. 3.2 和 Sec. 4.4 所述的独立宇宙技术，以分离尺
度依赖偏置。他们发现的尺度依赖与 Eq. (8.7) 一致，总振幅约为 6fν，其方向与中微子导致的物质
功率压低相反。最近，文献 [674] 报告在一大组含中微子的 N 体模拟所测得的暗晕成团中探测到这
一效应。为增强信号并同时保持自由流尺度处在线性区间，模拟中的中微子种类数被放大了约 ∼ 10

倍。所得振幅大体上与 [669] 的独立宇宙结果一致。

8.2 原初重子声学振荡的印记

上文已经看到，尽管中微子至多只占当前宇宙能量预算的百分之几，它们仍会在自由流尺度以
下的结构形成中留下尺度依赖印记。现在我们转向两种最重要的物质组分：冷暗物质（CDM，c）和
重子（b，即自辐射主导结束以来一直为非相对论性的所有标准模型粒子；这不包括质量处于允许范
围内的标准模型中微子）。此前我们假设，在可忽略非引力作用的大尺度上，重子与 CDM 同动，因
此可视为单一流体。在一般偏置展开中，由压力和反馈造成的密度及速度差异通过 b∇2δ∇2δ 等高阶
导数偏置纳入（Sec. 2.6）。对于支配低红移结构形成的绝热增长模密度扰动，这一假设是成立的。然
而，在复合时代之前，即质子和电子首次结合形成中性氢以前，重子与等离子体中的光子紧密耦合，
因此其行为与 CDM 很不相同。在复合时期附近（严格说是重子–光子退耦时期）设定初始条件时，
这会引入衰减模，并可能在星系统计量中留下持久印记。需要注意，大多数 N体 +流体模拟在设置
初始条件时并未纳入这些效应；也就是说，其初始条件通常只包含重子和 CDM 的绝热增长模。微
扰论和模拟中分别处理重子与 CDM 的研究见 [132, 675–677]。下面我们研究这些衰减模，重点讨论
它们对一般星系偏置展开的贡献。
考虑重子–光子退耦之后，重子与 CDM 流体在引力作用下的耦合演化。在线性阶，我们有如下

演化方程组：

∂

∂τ
δs = − θs , s ∈ {b, c}

∂

∂τ
θs +Hθs = − 3

2
Ωm(a)H2δm , (8.8)

其中 δs ≡ δρs/ρs、θs = ∂jv
j
s，而 δm ≡ δc+b = fbδb + (1− fb)δc 是总物质密度扰动，fb = Ωb/Ωm 是

重子比例（本节始终忽略大质量中微子的小量贡献）。注意，本节使用的 CDM 密度扰动 δc 不应与
坍缩临界密度 δcr 混淆。
把这些方程组合起来，并用 δm、相对密度扰动 δr ≡ δb − δc 以及相对速度散度 θr ≡ ∇ · vr ≡

∇ · (vb − vc) 重写会很方便 [678–680]：

∂2

∂τ 2
δm +H ∂

∂τ
δm − 3

2
Ωm(a)H2δm = 0

∂2

∂τ 2
δr +H ∂

∂τ
δr = 0

∂

∂τ
θr +Hθr = 0 . (8.9)
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于是可以立即得到这三个常微分方程的一般解：

δm(x, τ) =A+(q)D(τ) +A−(q)H(τ)

δr(x, τ) =R+(q)−R−(q)Dr(τ) （线性）

θr(x, τ) =
H0

a(τ)
R−(q) , (8.10)

其中 A±(q), R±(q) 是初始条件（因而取在拉格朗日位置 q 处；在这里所考虑的阶数上有 x = q），
并且

Dr(τ) ≡ H0

∫ τ

0

dτ ′

a(τ ′)
(8.11)

是 R− 模的增长因子。21 总物质密度对比度 δm 包含绝热扰动中 ∝ A± 的增长模与衰减模。在第 2–7
节中，我们已经广泛使用了前者。第三个模 R+(q) ≡ δbc(q) 是满足 δρc = −δρb 的常数补偿密度扰
动，对应于 δm = 0 而 δr ̸= 0 [681–683]。可把该模理解为对局域重子–CDM 比例的调制（见下文）。
第四个模 ∝ R− 对应两种流体之间的初始相对速度；它按 a−1(τ) 标度（与无源本动速度的预期相
同），文献中通常记作 vbc。具体而言，它与 R− 的关系为

vbc(q, τ0) ≡ H0R−(q) ≡ H0
∇q

∇2
q

R−(q) . (8.12)

相应地，我们记 θbc ≡ ∇ · vbc，其中 θbc(q, τ0) = H0R−(q)。虽然文献中更常用 δbc,vbc 的记号，但
在推导对偏置展开的贡献时，模振幅 R+, R−（或 R−）更为方便。不过，两套记号完全等价。以下
把这两个模统称为重子–CDM 扰动。
需要注意记号上的区别：δr, vr表示一般而言经过非线性演化的相对密度和速度扰动；而R+, R−，

或等价地 δbc, vbc，表示系统独立模的线性外推初始振幅。这类似于绝热情形中 δ(1) 与 δ ≡ δm 的区
别。在非线性引力演化过程中，衰减模会与增长模耦合，导致重子–CDM扰动（尤其是相对速度）的
非线性演化，因此上述区别十分重要。此外，δr 同时接受 R+ 和 R− 两个模的贡献 [Eq. (8.10)]。不
过我们将看到，对偏置展开的贡献可以完全用独立模的初始振幅 R+, R− 表示，因此不必显式考虑
δr, vr。Tab. 13 汇总了本节使用的记号。
在推导对偏置展开的贡献之前，先讨论 R+, R− 模的意义。文献 [684] 指出，复合之前的等离子

体波，即重子声学振荡，会激发 R−，从而在重子–光子退耦时刻 τdec 产生超声速流动速度。这会在
由高红移低质量暗晕组装而成的低红移结构中留下印记 [680, 685–688]。注意，其中许多文献把相对
速度初始振幅用其方差归一化，即 vbc → vbc/

√
⟨|v2

bc|⟩；这里我们不作此归一化。类似地，R+ 模也
在复合期间受到激发 [681]。R− 和 R+ 都具有显著的大尺度关联，尤其保留了很强的 BAO特征。不
过它们在数值上很小：依赖于平滑尺度，均方根相对密度扰动为

√
⟨R2

+⟩ ≲ 0.03；当前时刻的均方根
相对速度扰动约为 0.03 km/s。预期它们对大尺度星系功率谱的相对影响低于百分之一（Fig. 36）。
由于星系形成对重子和 CDM都高度敏感，在预言星系成团时纳入附加模 R+, R− 至关重要。下

面在与 Sec. 2.5 相同的假设下，简要推导一般情形中这些模会给偏置展开增加哪些算符。由于绝热
衰减模（A−）在数值上小得多 [159]，以下始终忽略它。在线性阶，结果由 Eq. (8.10) 已一目了然：
必须允许重子–CDM 系统剩余的三个模出现在星系过密度 δg 中：

δ(1)g (x, τ) = b1δ
(1)
m (x, τ) + bR+(τ)R+(q[x, τ ], τ) + bR−(τ)R−(q[x, τ ], τ)

= b1δ
(1)
m (x, τ) + bbcδ δbc(q) + bbcθ θbc(q, τ) , (8.13)

第二行使用了 Eq. (8.12)。注意，R+, R−（或 θbc, δbc）必须在与 (x, τ) 对应的拉格朗日位置 q[x, τ ]

处取值 [680]。这类似于原初非高斯性情形，其中附加算符同样在拉格朗日位置处取值（Sec. 7.1.2）；
21注意，[678] 中的定义采用了相反的符号。
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δs 组分 s ∈ b, c 的密度扰动

δm = fbδb + (1− fb)δc 总物质密度扰动

δr = δb − δc [Eq. (8.10)] 相对密度扰动

vr = vb − vc 相对速度

R+(x) ≡ δbc(x) 常数相对密度扰动的初始振幅

R−(x) ≡ H−1
0 ∂iv

i
bc(x, τ0) 外推至 τ0 的衰减相对速度初始振幅

表 13: 本节所用的重子–CDM 扰动记号。实际的相对密度与速度扰动用下标 r 表示；偏置展开中
出现的初始振幅（利用线性理论外推至 z = 0）则用下标 bc 表示，或等价地写成 R±。注意应区分
CDM 密度扰动 δc 与球对称坍缩阈值 δcr。

两种情形的初始条件中都存在额外的模。严格来说，对于重子–CDM 相对扰动，应使用复合时刻的
流体轨迹位置。然而，两者之间的差别很小，其量级与复合时期其他被始终忽略的非线性贡献相近。
在二阶，预期会出现 R+, R−（δbc, θbc）彼此之间以及它们与 δm 的所有组合。不过，还存在一

个结构不同的贡献：

δ(2)g (x, τ) ⊃ bR2
−
(τ)
[
|R−|2(q, τ)− ⟨|R−|2⟩

]
= bbcv2(τ)

[
|vbc|2(q, τ)− ⟨|vbc|2⟩

]
. (8.14)

这是重子与 CDM 之间均匀相对速度对星系密度的最低阶贡献；由于速度是矢量，它在线性阶不能
对标量星系密度作出贡献。
为了推导重子–CDM 扰动对星系成团的所有进一步非线性贡献，考虑双流体系统的完整非线性

演化方程。把 Sec. 2.4 的结果推广到两种流体，可写为 [678]

D

Dτ
δs + θs = − δsθs − gsv

i
r∂iδs (8.15)(

D

Dτ
+H

)
θs +

3

2
ΩmH2δm = − (∂ivks )

2 − gsv
i
r∂iθs ,

其中 s ∈ b, c，并且
D

Dτ
≡ ∂

∂τ
+ vim

∂

∂xi
(8.16)

是相对于总流体速度 vm = fbvb + (1 − fb)vc 定义的对流时间导数；这里还引入了常数 gb = 1 − fb

和 gc = −fb。注意，即使在非线性阶，相对速度扰动也不受源项激发；也就是说，用 θb 的 Euler 方
程减去 θc 的 Euler 方程，只会得到正比于 vr 的源项（另见 Sec. 2.7）。此外，由 vr 诱导的重子与
CDM 流体之间的典型线性位移很小：22sr =

∫
dτ vr ≲ 0.04h−1 Mpc。这远小于观测星系所在红移

处的非线性尺度，也远小于真实星系预期的特征尺度 R∗。因此，可有效假设重子和 CDM 仍沿相同
的流体轨迹 xfl(τ) 运动：不同流体轨迹的最低阶效应由量级为 sr ·∇δs 的高阶导数项给出，与真实
星系已有的高阶导数项及物质的有效流体贡献相比均可忽略。
于是很容易验证，在偏置展开中纳入 R+(q) 和 Eq. (8.12) 所定义的 R−，以及这些量的更高

阶空间导数及其与绝热单流体情形可观测量（Sec. 2.5）的组合，就已经足够 [267, 678]。注意，与
Sec. 2 中详细推导的增长模贡献不同，这里不必加入 R+, R− 的时间导数，因为它们是在初始条件
中定义的固定振幅。这类似于 PNG 情形中出现的附加场 ϕ, ψ（Sec. 7.1）。另一种理解方式是，允
许星系密度依赖于沿流体轨迹的 δr = δb − δc 和 vr = vb − vc。在微扰论任意阶上，若忽略上文所述
两种流体之间的位移，利用运动方程 Eq. (8.15)，沿流体轨迹的相对密度和速度可写成 R+, R− 以

22这里给出的数值对应 z = 0，因而是最大值。位移的大部分发生在高红移 z ≳ 30。
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及 Sec. 2.5.3 的星系偏置展开中所含 Π
[n]
ij（n ≥ 1）的局域函数。因此，允许 R+, R− 与 Π[n] 以所有

组合出现，就允许星系密度一般地依赖于重子–CDM 相对密度和速度扰动。Eq. (8.12) 还说明了如
何对 R+,R− 的空间导数计阶。具体而言，∂jRi− 与 R+ 属于同一阶。事实上，不同流体之间的相对
密度扰动（R+）、相对速度（R−）和相对速度剪切（∂iRj−）都是最低阶局域可观测量。另一方面，
含有 R− 的两个或更多导数的算符，以及至少有一个导数作用于 R+ 的算符，会受到与所考虑星系
形成相关的空间尺度 R∗（例如宿主暗晕的拉格朗日半径）的压低。其原因仍是该尺度远大于衰减相
对速度造成的绝对位移 sr。

具体地，我们采用 Sec. 2.5.3 给出的单流体算符基。定义

(∇R−)ij(q) ≡ ∂iqR
j
−(q) =

∂iq∂
j
q

∇2
q

R−(q) . (8.17)

于是用矩阵记号可简洁汇总重子–CDM 扰动的贡献。微扰论至三阶时，相对密度和速度对一般欧拉
偏置展开的贡献为 [678]：

1st R+(q) , tr[(∇R−)](q) (8.18)

2nd R+tr[Π[1]] , R2
− , tr[(∇R−)Π

[1]] , tr[(∇R−)] tr[Π[1]]

3rd R+ tr[Π[1]Π[1]] , R+(tr[Π[1]])2 , R2
−tr[Π[1]] ,

R−Π
[1]R− , tr[(∇R−)Π

[1]Π[1]] , tr[(∇R−)Π
[1]] tr[Π[1]] ,

tr[(∇R−)] tr[Π[1]Π[1]] , tr[(∇R−)](tr[Π[1]])2 , tr[(∇R−)Π
[2]] ,

其中 R+, R− 均在拉格朗日位置 q[x, τ ] 处取值，而 Π
[n]
ij 在 (x, τ) 处取值。一阶项正是 Eq. (8.13) 中

所含的项；第二行则包含 Eq. (8.14) 以及其他若干项。这里仅保留了关于 R+, ∇R− 的线性项，但
保留了关于 R− 至二阶的项。这样做是合理的，因为它们对星系统计量的贡献只是对标准绝热贡献
的百分比级修正，因而更高阶项受到强烈压低。把 Eq. (8.18) 推广到高阶导数算符时，也应相应加
入 (R− ·∇) tr[Π[1]] 类型的项，即 vibc∂iδ（见 [677]，其中对这类项进行了重求和）。尽管我们把作用
于 Ri− 的导数定义为对 q 的导数，但这一差别实际上并不重要，因为把 ∂/∂qi 转换为对欧拉坐标 x

的导数时得到的项已经包含在清单 Eq. (8.18) 中。Eq. (8.18) 足以推导最低阶星系双谱和单圈星系
功率谱的全部贡献；后者在 [678] 中有详细推导。
此外，正如 [680] 所指出，R+, R− 在拉格朗日位置处取值这一事实会引入更多项。这同样类似

于原初非高斯性情形（Sec. 7.1.2）。在欧拉位置 x = q + s 附近展开拉格朗日位置 q，会为每个含
R+, R− 的算符诱导位移项。不过，这些项乘以 Eq. (8.18) 中相应算符的偏置参数，因而不会引入额
外自由参数。最后，除 Eq. (8.18) 所列确定性算符之外，还存在与 Sec. 2.8 所述相同类型的随机贡
献。也就是说，对清单 Eq. (8.18) 中每个算符 O，都引入一个均值为零的随机场 εO；在导数最低阶，
它完全由其单点矩刻画。
重子–CDM 扰动还会影响星系速度。具体而言，在线性阶有

vg(x, τ) = vm(x, τ) + βbcv (τ)vbc(q) , (8.19)

其中 βbcv 是速度偏置参数。这一贡献刻画了星系速度可能追随重子（βbcv = 1 − fb）、追随 CDM
（βbcv = −fb），或追随二者某种线性组合的事实。因此，预期 βbcv 至多为一量级。贡献 Eq. (8.19) 会
通过红移空间畸变效应（Sec. 9.3.2）影响星系巡天；对于最低阶星系两点函数，它产生的项在量级
上可与 Eq. (8.13) 中的线性阶项相比 [678]。

至此，我们已经把重子–CDM 扰动纳入一般微扰偏置展开。不过，为评估这些贡献的定量影响，
还需要估计与 Eq. (8.18) 中各算符相联系的偏置参数。为此，把这些项按不同物理机制分为三类：
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图 36: 相对于线性物质功率谱，重子–CDM 相对密度和速度对星系功率谱（z = 1.2）的最低阶贡
献（实线：θbc；长虚线：δbc）。这里假设 bbcδ = 1 且 bbcθ = 6.8/[(1 + z)H0] [Eq. (8.21)，取 b1 = 2]。
短虚线还给出了来自 |vbc|2 项 [Eq. (8.14)] 的最大 NLO 贡献 bbcv2I [δ(2),v2bc](k) [Eq. (8.22)]，其中假设
bbcv2 = 0.01⟨|vbc|2⟩−1，接近当前约束所允许的最大值。From [678].

（i）含 R+ = δbc 的算符：R+ 模本质上通过 (Ωb/Ωc)x = (Ωb/Ωc)[1 + R+(q)] 调制局域重子–
CDM 比例。换言之，它可用 Sec. 3 的独立宇宙图景之推广来描述：保持 Ωm0, ΩK0 不变，改为改
变 Ωb0, Ωc0。因此，存在长波 R+ 扰动时，星系会在组成略有不同的环境中形成。文献 [678, 681]
指出，相对于该模的偏置预期为一量级，因为对 Ωb/Ωc 的调制对应于对可用于恒星形成的重子质量
的调制。此外，由于星系恒星质量函数在高质量端也有类似的指数截断，稀有大质量星系的这一偏
置很可能像暗晕的 b1, b2, · · · 一样得到增强。最近，文献 [689] 利用 BOSS CMASS 样本给出约束
|bR+

| = |bbcδ | ≲ 6（95% 置信水平）。
（ii）含 Ri−R

j
− ∝ vibcv

j
bc 的算符：均匀相对速度的二阶效应最早由 [684] 引入，近来的文献对此

已有广泛研究 [680, 685–688]。文献 [685] 指出，vbc 会增大中性气体的有效声速 cs，使 Jeans 质量
MJ 增大 [1 + v2bc/c

2
s]

3/2 倍。这会对再电离之前的低质量暗晕产生很大影响，相关小盒模拟研究见
[690–692]。例如，这些效应可能通过调制金属增丰，进而调制恒星形成效率，传递至低红移观测到
的质量大得多的星系。其定量程度目前仍不清楚。bbcv2 可能低至 ∼ 10−5⟨|vbc|2⟩−1 [680, 690]。既往研
究对红移 z ≲ 2 采用的基准值为 [680, 685–687]

bbcv2 ∼ 0.01 ⟨|vbc|2⟩−1 ≈ 9× 1011 (1 + z)−2 , (8.20)

这里采用光速 c = 1 的单位。鉴于当前数据中尚未探测到该效应，bbcv2 不可能远大于此值 [687, 693]；
特别地，[693] 利用 SDSS BOSS DR12 CMASS 样本 [30] 的三点函数得到上限 bbcv2 < 0.01。
（iii）含 ∂iRj− ∝ ∂ivjbc 的算符：这类算符包括线性算符 θbc。从物理上说，它对应于重子与 CDM

之间均匀的初始相对速度散度。由 Eq. (8.10) 可知，它会诱导量级为 δr ≃ a1/2θbc/H0 的相对密度扰
动，据此可以非常简单地估计相应的偏置参数。若假设星系密度对这一相对密度扰动的响应与常数
补偿模 δbc 一样为一量级，则得到 bbcθ (τ) ∼ a1/2(τ)H−1

0 。不过，该模的物理含义是初始相对速度散
度，与表示组成改变的 δbc 十分不同。文献 [678] 利用球对称坍缩计算给出了可能更准确的估计。通
过分别跟踪重子壳层和 CDM 壳层，可以近似计入初始相对速度散度对坍缩的影响，继而推导其对
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坍缩阈值 δcr 的作用，并通过游走集论证（Sec. 5.6.2）估计偏置。文献 [678] 得到

bbcθ (z) = [(1 + z)H0]
−1 ∂δcr(z)

∂(θbc,0/H0)
(1− b1) ≈ 6.8[(1 + z)H0]

−1(b1 − 1) . (8.21)

因此，预期与这类算符相联系的偏置参数为数倍 H−1
0 的量级。上文讨论的极低质量暗晕中的流动速

度效应，还可给 bbcθ 诱导一个正比于 bbcv2 的附加贡献。视后一个偏置参数的取值而定，该贡献可能与
估计 Eq. (8.21) 一样大，但更可能较小 [678]。23

Fig. 36 展示了上述三类项对星系功率谱的最低阶贡献。可以看到，R+ = δbc 的贡献占主导，而
θbc = ∂iR

i
− 的贡献最小。图中所示 v2bc 的贡献只是 NLO 的若干项之一 [678, 680]，即

I [δ(2),v2bc](k) = −2

∫
p

F2(p,k − p)
p · (k − p)

p2|k − p|2
Pδθbc(p)Pδθbc(|k − p|) . (8.22)

不过，偏置参数 bbcv2 具有很大不确定性，Fig. 36 采用的值接近当前所允许的最大值。尽管 Fig. 36
清楚表明重子–CDM 贡献在低红移很小，但它们具有显著的 BAO 特征，而且与物质绝热增长模中
的 BAO 特征并不完全同相，因此会影响把星系关联中的 BAO 特征用作标准尺（近期讨论见 [30]）。

最后，文献 [159] 最近指出，另一个物理效应也会进入大尺度星系偏置展开。再电离之后，宇宙
中的自由电子通过 Thomson 散射与自由流 CMB 光子弱耦合，而电子又通过 Coulomb 力与原子核
束缚。若重子在 CMB 参考系中静止，这种散射没有动力学效应；反之，若气体相对于 CMB 运动，
它会在自身静止系中看到偶极，从而产生正比于速度的拖曳力。事实上，这与重子在复合之前经历
的拖曳相同。该拖曳力为重子–CDM 相对速度提供如下源项 [159]：

v′
r +Hvr = − xeαH vb , (8.23)

其中 xe(τ) 是电子电离比例，vb 是重子流体相对于 CMB 参考系的速度，而无量纲系数 α(τ) 为

α(τ) = a(τ)
σTuγ(τ)

YempcH(τ)
∝ (1 + z)4H−1(z) . (8.24)

这里，σT 是 Thomson截面，uγ(T )是温度为 T 的黑体辐射能量密度，Ye ≈ 1.08是电子分子量，mp

是质子质量（当前 α 的量级为 10−6）。在红移 z ≲ 10，拖曳贡献导致的相对速度与上文所述原初贡
献 vbc 量级相同。不过，两者的尺度依赖很不相同：vbc 带有重子声学振荡的印记，而 Compton 拖
曳由暗物质主导的 vb ≈ v 控制，其转移函数正比于 T (k)/k；这里 T (k) 是绝热增长模的转移函数
（Sec. 7.1.1）。这意味着，在偏置展开中必须单独计入 Compton 拖曳对重子–CDM 相对速度的贡献。
正如 [159] 所示，最低阶贡献是二阶的，写为

δ(2)g

∣∣∣
drag

= bdragv
2 + bdrag.bcv · vbc , (8.25)

其中第一项仅由 Compton拖曳诱导，第二项对应 Compton拖曳与原初相对速度之间的耦合。注意，
若只考虑引力，等效原理禁止速度本身出现在偏置展开中（Sec. 2.9）。然而，CMB 辐射提供了一个
优选参考系，使得相对于 CMB 的局域速度成为可观测量；再电离后 Thomson 散射诱导的气体耦
合，则提供了这一可观测量影响星系形成并由此进入偏置展开的物理过程。

8.3 暗能量与修改引力下的星系偏置

本综述始终假设以宇宙学常数 Λ 解释当前宇宙的加速膨胀。尽管目前所有宇宙学观测都与这一
图景相容，探索其他物理范式仍很有价值。最流行的 Λ 替代方案是暗能量，通常把它描述为一个轻
标量场，其势能为加速膨胀提供来源（综述见 [694, 695]）。

23文献 [680] 采用由圈积分得到的有效 bbcθ ；对于其假设的 bbc
v2
值，该结果约为 Eq. (8.21) 的 20 倍。这里遵循重整化微扰论（Sec. 2.10），

把这一圈积分吸收到重整化偏置参数 bbcθ 中，其值需要由数据确定。注意，只要在拟合星系统计量时把 bbc
v2
与 bbcθ 都作为自由参数，两种

参数化就是等价的。



超越冷暗物质、宇宙学常数和广义相对论 181

大多数星系成团模型通过在线性增长因子 D(τ) 中纳入改变后的膨胀历史效应，近似处理暗能
量。这一近似忽略暗能量密度扰动；其振幅按 1 +w 标度，其中 w 是观测约束接近 −1 的状态方程
参数。因此，暗能量扰动通常对结构增长影响很小。更精确地说，该情形与中微子情形（Sec. 8.1）非
常相似，只是自由流尺度被暗能量的声学视界（或 Jeans 尺度）k−1

J = cs/H 取代，其中 cs 是声速。
对于通常称为精质的正则标量场，cs = 1，因此声学视界就是共动视界 H−1。于是结构形成发生在
暗能量声学视界以内很深的尺度上，暗能量扰动在那里可忽略。在这种情况下，上述近似是准确的。
在相反的极限 cs = 0下（例如由 k-精质模型实现），暗能量可以准确地建模为无碰撞流体 [696]。

原则上，此时偏置展开应分别包含暗能量密度和物质密度，并包含二者之间的相对速度 [697]。然而，
如果暗物质与暗能量之间不存在初始等熵扰动，相对速度便为零，物质与暗能量沿相同流体轨迹演
化。这意味着暗能量与物质中的密度扰动彼此成正比。此时，即使暗能量发生成团，偏置展开中也
不会增加新项。
若暗能量声学视界处在中间的可观测尺度上，则与大质量中微子情形类似，预期偏置参数会具

有尺度依赖。文献 [698] 通过考察远在暗能量声学视界以内和以外的两个极限情形，数值研究了线
性偏置的尺度依赖。该研究以独立宇宙方法（Sec. 3.2）包含压力扰动的推广为基础 [216]。对于状态
方程为 w = −0.5 的暗能量，暗物质暗晕的拉格朗日偏置 bL1 在亚 Jeans 与超 Jeans 极限之间的相
对差异为百分之几，并且与暗晕质量无关（见 [698] 图 11；注意，如此强烈地偏离 w = −1 已被观
测排除）。这意味着，在存在暗能量时，暗晕会在 k ∼ kJ 附近表现出尺度依赖偏置，其振幅非常粗
略地为 ∆b1 ∼ 0.1(1 + w) bL1。
暗能量的一种根本性替代方案是在大尺度上修改广义相对论（GR），从而在没有奇异应力–能量

组分的情况下产生加速宇宙。下面讨论这类对 GR 的修改（修改引力）所带来的影响；我们只考虑
在粒子作用量层面服从弱等效原理的修改引力模型。这意味着存在定义良好的时空，在没有非引力
作用时，其测地线支配测试粒子的运动（自由落体的普适性）。修改引力理论通常引入额外的标量自
由度，因此寻找该自由度是检验引力的一条很有前景的途径。关于宇宙学背景下修改引力的全面综
述见 [699, 700]，简明综述见 [701]。
如 Sec. 2.9所述，与长波扰动相对应的局域引力可观测量（即最低导数阶）包括局域 Hubble率、

潮汐场和等固有时间切片上的空间曲率（Sec. 2.9 中的 KF）；此外还有物质密度 δ、速度散度 θ 和
剪切张量 ∂ivj。这一事实的推导完全是几何的，并不依赖 Einstein 方程成立，因此在修改引力中仍
然成立。此外，δ 与 θ 由连续性方程联系，θ, ∂ivj 与潮汐场由 Euler 方程联系，而这两个方程都没
有被修改。另一方面，对于非相对论性示踪体，空间曲率的局域效应受到 (v/c)2 的压低。因此，尽
管 δ, θ, 与 KF 之间的关系不同于 GR 中的关系，Sec. 2.5.1 的论证仍然成立；在偏置展开中纳入物
质密度、潮汐场及其对流时间导数便已足够。然而，在 GR 中可按 Sec. 2.5.2–2.5.3 所述把这些项约
化为微扰论每一阶的少数几项，而一般修改引力中不再能够如此约化。
为说明这一点，我们采用 Brans–Dicke 型标量–张量理论 [702] 作为修改引力的玩具模型。研究

充分的 f(R) 引力模型 [703, 704] 就属于这一类 [705]。该理论引入一个势为 V (ϕ)、以特定强度与物
质耦合的标量自由度 ϕ。于是，GR 中的线性增长因子方程 Eq. (B.9) 被修改为

d2

dτ 2
D(k, τ) +H d

dτ
D(k, τ)− 3

2
Ωm(a)H2

[
1 + α(τ)

k2

k2 + a2m2(τ)

]
D(k, τ) = 0 , (8.26)

其中 α(τ) > 0 是耦合常数，m2(τ) = d2V (ϕ)/dϕ2|ϕ̄(τ) 是标量场在其宇宙学背景值 ϕ̄(τ) = ⟨ϕ(x, τ)⟩
处的质量。Eq. (8.26) 通过求解通常的线性化 Euler–Poisson 系统并加入 ϕ 的 Klein–Gordon 方程得
到；其中忽略了后者的时间导数，即采用适用于亚视界尺度的所谓准静态近似。显然，除非 m = 0，
增长因子会变得尺度依赖。对于 k ≪ am，即尺度大于该场的 Compton 长度时，引力退化为 GR；
而在 Compton 长度以内的尺度（k ≫ am）上，引力增强 1 + α 倍。
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现在考虑线性 LIMD 偏置关系的演化。在时刻 τ = τ∗，写作 δ∗g = b∗1δ
∗。于是，通过 Eq. (2.24)

进行线性演化立即得到 [670, 671]

δg(k, τ) = bE1 (k, τ)δ(k, τ) , bE1 (k, τ) = 1 + (b∗1 − 1)
D(k, τ∗)

D(k, τ)
. (8.27)

因此，除非 D(k, τ) 关于 k 和 τ 可分离，一个 LIMD（尺度无关）初始偏置会在稍后时刻变为非局
域（尺度依赖）的。自由流大质量中微子诱导的尺度依赖增长也有同样结论（Sec. 8.1）。由 Eq. (8.26)
可知，在标量–张量示例中，尺度依赖会出现在 k ∼ am(τ) 处。由于一般偏置展开应当能够描述守
恒且初始具有局域偏置的示踪体这一特殊情形，我们清楚地看到：在具有尺度依赖增长的修改引力
图景中，偏置展开在线性阶就必须包含附加项。
在完全一般的情形下，若尺度依赖增长因子 D(k, τ) 关于 k 和 τ 不可分离，就无法用有限组偏

置参数构造严格的偏置展开。回顾一下，这一构造依赖于各模在大尺度上以相同速率演化，从而可
把时间导数重新排列为微扰论中逐次更高阶的项。对于一般的 D(k, τ)，这一点不再成立。不过，如
Eq. (8.26) 所示，在远大于附加自由度 Compton 长度的尺度上，可以关于 k2/(am)2 作微扰展开。
此时，高阶导数偏置便有效而一致地吸收了第五力的效应。
可行的修改引力模型通常包含屏蔽机制，在高密度区域压低附加自由度，以满足太阳系对引力

的约束（一般讨论见 [700]）。这些机制是非线性的，因此必须在非线性偏置中加以考虑。屏蔽机
制也促使我们使用低质量或低密度示踪体（例如矮星系或空洞）来探测引力。对于变色龙型或对称
子型屏蔽，必须在偏置展开中包含 ϕ 本身，因为屏蔽阈值依赖于环境场值。注意，对于 k ≪ am，
ϕ(k) ∼ k2/(am)2Φ(k) 正比于密度而非势。为满足太阳系检验，采用此类屏蔽的模型其 Compton
波长被约束为小于 ∼ 10h−1 Mpc [706]。因此，对 ϕ 的这种依赖可以通过上述高阶导数项计入。对
于 MOND 型或 k-精质型屏蔽，相关变量是 ∂iϕ/a0，其中 a0 ∼ H0 是 MOND 加速度尺度。因此，
MOND 型屏蔽对星系密度的最低阶贡献为 (∂iϕ)

2/a20，其量级为 (v/c)2 ≲ 10−4，故预期数值影响很
小。最后，对于 Vainshtein 型屏蔽模型，屏蔽依赖于 ∂i∂jϕ。这不会在偏置展开中产生新项，因为
分别纳入 ∂i∂jΦ 与 ∂ivj（以及它们的时间导数）已足以捕捉 ∂i∂jϕ。
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9 与观测的联系
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到目前为止，我们描述的是星系与暗晕在其静止系中的成团。这是适当的，因为本综述关注的
物理偏置展开自然描述静止系星系密度。现在我们转向这些静止系统计量与观测之间的联系。本节
旨在从星系静止系中的一般偏置展开出发，简要说明所有进入星系观测统计量理论预言的效应。首
先，Sec. 9.1 讨论星系与暗晕之间的局域（统计）联系，通常以暗晕占据或丰度匹配方法描述。虽然
在一般偏置展开中，无需通过星系与暗晕的关系来描述星系，因为偏置展开已经有效纳入星系形成
的小尺度物理，但星系–暗晕关系仍能提供有用的物理理解，并可把 Sec. 5–6 所述暗晕统计模型推
广到星系。
随后，Sec. 9.2 回顾天体物理选择效应。我们将说明，一般偏置展开能够用一组有效偏置参数描

述多样的星系族群；不过，某些选择效应会在偏置展开中产生附加项，我们也将在那里说明。
接着，Sec. 9.3 推导如何把星系密度映射到观测红移和天球位置（投影效应）；其中包括红移空

间畸变这一重要复杂性，以及所谓的相对论效应。最后，Sec. 9.4 处理这样一个问题：星系巡天描绘
的并非固定时间切片和平坦天球上的星系分布，而是过去光锥上的分布。对于尺度可与巡天中观测
星系的典型径向距离相比的大尺度扰动，这一点尤其重要。

9.1 星系与暗晕之间的联系

星系形成是一个复杂过程，涉及气体流入和冷却，以及通过反馈效应实现的自我调节（概述见
[92]）。显然，这些过程超出了无压物质坍缩的范围；后者支配 N 体模拟中的暗物质暗晕形成，也
是游走集和峰方法的共同出发假设。另一方面，对星系大尺度分布进行真实数值模拟在计算上仍极
具挑战。模拟和观测都已证实星系寄居于暗物质暗晕中，因此人们发展了依赖暗晕模型的解析方法
[296, 707–711]（综述见 [343]）来描述星系成团。在标准暗晕占据分布（halo occupation distribution,
HOD）模型 [712–714] 中，假设星系追随其宿主暗物质暗晕内的物质分布；例如，可通过抽样暗物
质粒子位置，或采用 NFW 形式的普适平均质量轮廓 [366] 来实现。此外，通常假设宿主暗晕质量
M 是决定星系数目的唯一属性 [715]。我们还假设星系稳定发射；对于类星体等间歇源，丰度与成
团之间的关系会改变，可据此约束其寿命 [716]。
采用暗晕模型假设后，可把星系成团的贡献分成来自不同宿主暗晕的项（对星系两点函数即“二

暗晕项”）和涉及同一宿主暗晕的项（“单暗晕项”）。按照本综述的重点，这里推导该方法所预言的
星系大尺度成团性质。
在 HOD 方法的大多数实现中，星系被分为“中心星系”和“卫星星系”。每个寄居着一个或

多个星系的暗晕恰好含有一个中心星系，位于暗晕质心处或其附近；同一暗晕内的其他所有星系均
称为卫星星系。令 Nc ∈ {0, 1} 和 Ns ∈ {0, 1, 2, · · · } 分别为质量 M 的给定暗晕中中心星系与卫
星星系的数目，并把它们视为随机变量。由于存在卫星星系的前提是存在中心星系，方便起见通过
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Ns = NcNs 定义 Ns。假设 Nc 与 Ns 是独立随机变量，则星系平均数密度为

ng =

∫
d lnM nh(M)

〈
Nc

〉
M

[
1 +

〈
Ns

〉
M

]
, (9.1)

其中
〈
Nc

〉
M
和
〈
Ns

〉
M
分别是质量M 暗晕中中心星系与卫星星系数目的期望值。由定义有 ⟨Nc⟩M ≤

1。线性偏置参数 b1,g 通常写成暗晕偏置 b1(M) 的数目加权积分 [717]：

b1,g = ng
−1

∫
d lnM nh(M)

〈
Nc

〉
M

[
1 +

〈
Ns

〉
M

]
b1(M) . (9.2)

根据精确的一般峰–背景分裂论证（Sec. 3），b1,g 是平均星系密度对宇宙平均密度变化的线性响应。
由此可见，Eq. (9.2) 的推导假设 ⟨Nc⟩M 和 ⟨Ns⟩M 与背景宇宙学无关。也就是说，长波密度扰动通
过 b1(M) 改变暗晕数密度，但假设固定暗晕质量下的占据统计不变。实践中这可能是良好的一阶假
设，但必须牢记它只是一种近似。在相同假设下，也可类似地应用 PBS论证，推导更高阶 LIMD偏
置参数 bN,g。
还可以计算星系的大尺度随机性，假设质量 M 暗晕的随机性由 Poisson 散粒噪声 1/nh(M) 给

出。于是得到（例如 [718]）

P {0}
ε,g =

1

n 2
g

∫
d lnM nh(M)

〈
Nc

〉
M

[
1 + 2

〈
Ns

〉
M

+
〈
N 2
s

〉
M

]
(9.3)

=
1

ng
+

1

n 2
g

∫
d lnM nh(M)

〈
Nc

〉
M

[
2
〈
Ns

〉
M

+
(〈
Ns

〉
M

)2]
, (9.4)

第二行进一步假设 Ns 服从 Poisson 分布。因此，星系功率谱的随机贡献还依赖于固定暗晕质量下
卫星数目分布的二阶矩。
文献中存在多种 ⟨Nc⟩M 和 ⟨Ns⟩M 的参数化。⟨Nc⟩M 通常服从阶跃状函数，这与 N 体模拟中发

现的子暗晕（暗晕的束缚子结构）分布一致 [713]；⟨Ns⟩M 则可用对数斜率 α ≈ 1 的幂律参数化。例
如，[719] 的模型假设：在给定的亮度限样本中，寄居卫星星系的暗晕也寄居着来自同一样本的中心
星系， 〈

Nc

〉
M

=
1

2

[
1 + erf

(
logM − logMmin

σlogM

)]
(9.5)

〈
Ns

〉
M

=


(
M−M0

M ′
1

)α
, M > M0

0 , M ≤M0 .
(9.6)

这里，Mmin 表示中心星系的暗晕质量截断，σlogM 则计入星系亮度与暗晕质量之间的散布。对于卫
星星系，M0 是暗晕质量截断，M ′

1 是寄居一个卫星星系的暗晕特征质量，α ≈ 1 是幂律斜率。通常
假设 Ns 服从 Poisson 分布。所有这些模型参数都依赖于所考虑的星系样本，例如星系亮度。
作为示例，Fig. 37左图展示了不同亮度阈值星系的投影二点关联函数及其最佳拟合 HOD模型。

为了利用 N 体模拟把 HOD 参数化 Eq. (9.6) 拟合到给定星系样本，对模拟中的每个暗晕，以概率
⟨Nc⟩M 在暗晕质心位置和速度处放置中心星系。此外，从均值为 ⟨Ns⟩M 的 Poisson 分布中抽取 Ns，
并把暗晕内随机暗物质粒子的位置和速度赋给卫星星系。随后测量该 HOD 样本的平均数密度和投
影关联函数，并与数据比较（细节见 [720]）。总体而言，基于 N 体模拟的 HOD 方法能在很宽的尺
度范围内很好地描述不同亮度阈值下星系关联函数的形状。平均而言，越亮的星系寄居在越大质量
的暗晕中，因此偏置也越强。右图给出了最佳拟合模型的平均暗晕占据函数〈

N(M)
〉
≡ ⟨Nc

〉
M

[
1 + ⟨Ns

〉
M

]
(9.7)

随暗晕质量的变化。特征暗晕质量截断 Mmin 和 M1 随亮度阈值增加。不过，暗星系样本对 σlogM

的约束很弱，因此这里采用 σlogM ≈ 0。通过 HOD 方法拟合星系小尺度成团，会借助 Eq. (9.2) 对
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图 37: 左图：从 SDSS DR7 主样本测得的二点投影星系关联函数 wp(rp)，图中标出了不同的亮度阈
值。实线表示最佳拟合 HOD 模型。拟合仅包含投影间距 rp > 0.1h−1 Mpc 的数据。右图：最佳拟
合模型的平均暗晕占据函数 ⟨N(M)⟩ [Eq. (9.7)]。对于暗星系样本，其截断质量尺度约束较弱，因此
假设 σlogM = 0；这在右图低质量端表现为陡峭截断。From [720].

大尺度偏置作出预言。文献 [721] 指出，简单 HOD 模型往往高估在 ≳ 60h−1 Mpc 尺度上测得的实
际大尺度星系偏置 b1。注意，在 Eq. (9.2) 之后讨论的 ⟨Nc⟩M 和 ⟨Ns⟩M 对大尺度密度扰动的可能
依赖通常被忽略；它会产生对线性偏置的修正，或许有助于解释这一差异。
丰度匹配技术是 HOD 方法的一种替代方案，其基础假设是某种星系属性与宿主暗晕（或子暗

晕）质量之间存在单调关系。该方法尤其被用于中心星系的恒星质量 [713]，以及卫星星系恒星质量
与子暗晕质量的联系 [722, 723]。两种情形的基本假设都是每个暗物质暗晕恰好对应一个星系，而且
质量最大的星系寄居在质量最大的（子）暗晕中。这些非参数方法在构造上高度依赖模拟，但能很
好地预言观测星系的成团（例如 [724]）。基于这一技术，文献 [725, 726] 分别给出了红移 z = 0− 1

和 z = 0 − 8 时恒星质量与暗晕质量之间的经验映射。这些结果为不同质量尺度上的星系形成效率
提供了有趣认识。

HOD 与丰度匹配方法提供了由 N 体模拟生成星系模拟目录的简单且具有物理动机的流程 [近
期综述见 727]。然而，它们显然依赖于对星系形成的过度简化参数化。近年来，精细的星系形成流
体动力学模拟使我们在理解星系形成物理方面取得了很大进展。近期多套模拟 [728–731] 相当好地
再现了早型和晚型星系、类星体的演化及其在宇宙网中的分布。这些模拟表明，超新星和活动星系
核反馈会显著影响局域星系丰度，甚至影响暗晕质量。为了达到未来星系巡天分析所需的精度，必
须考虑这些会影响星系成团的效应。这凸显了微扰偏置展开与 HOD/丰度匹配方法之间的关键差别：
前者不依赖塑造星系形成的小尺度过程，而后者必然依赖某个特定的（简化）模型。

9.2 天体物理选择效应

实践中，天球巡天收集的所有星系样本都是依据亮度、颜色等某种可观测属性选出的。上一节
说明了如何通过 HOD 方法为这些复杂性建模。不过，如下所示，Sec. 2 的一般偏置展开要成立，并
不要求采用 HOD 模型或其他连接星系与暗晕的经验方法。只要在所考虑的阶数上纳入全部确定性
项和随机项，并一般地把偏置参数视为自由参数，偏置展开就成立（至三阶的结果见 Sec. 2.11）。这
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里仍研究星系静止系中的星系密度，把红移空间畸变和其他投影效应留到下一节。
令 α 表示用于选择星系的一组物理可观测量（例如类型、亮度、颜色、半光半径、形状等）。同

样，我们忽略这些可观测量的任何投影效应，并假设它们是星系静止系中的真实内禀属性。给定选
择函数 S(α)，时空坐标 (x, τ) 处的观测星系密度为

nsel
g (x, τ) =

∫
dαS(α)ng(x, τ ;α) =

∫
dαS(α)ng(τ ;α) [1 + δg(x, τ ;α)] , (9.8)

其中允许平均星系密度 ng 和密度对比度 δg 都依赖于星系属性集合 α。对这一“条件”密度对比度
δg(x, τ ;α) 应用偏置展开：

δg(x, τ ;α) =
∑
O

[bO(τ,α) + εO(x, τ ;α)]O(x, τ) + ε(x, τ ;α) . (9.9)

这里的算符和偏置参数均理解为经过重整化。注意，除随机组分外，这一展开还一致地计入了每个
点 (x, τ) 处可观测量 α 的分布可通过 {O} 依赖于环境这一事实（例如高密度区域中红星系比例更
高）。因此，把 Eq. (9.9) 代入 Eq. (9.8) 得到

nsel
g (x, τ) = ng(τ)

[
1 +

∑
O

[
bSO(τ) + εSO(x, τ)

]
O(x, τ) + εS(x, τ)

]
, (9.10)

其中

ng(τ) =

∫
dαS(α)ng(τ ;α)

bSO(τ) =

∫
dαS(α)bO(τ,α)

εSO(x, τ) =

∫
dαS(α)εO(x, τ ;α) . (9.11)

因此，看似复杂且非线性的样本选择效应，可由有效平均偏置参数 bSO 和随机场 εSO 一致地计入。虽
然偏置展开的适用性并不要求这样做，但按物理属性（或其代理量）划分观测星系样本仍有充分理
由 [732–737]。通过测量不同星系族群的偏置参数，可以了解星系形成与演化（见 Fig. 37）。此外，
相对偏置参数的测量不受抽样方差限制，并可应用多示踪体技术（Sec. 7.6.2）。另一种方法是“标记
关联”分析：按照某种属性或“标记”为星系赋权，从而定量研究星系属性 α 如何与其大尺度环境
关联 [359, 738–741]。
不过，还存在一种并非平凡的附加选择效应。本综述始终把偏置展开中的星系密度写成三维标

量，这意味着不存在优选方向，而且偏置项中的所有张量指标都彼此缩并，例如 KijK
ij。然而，现

实中我们通过沿指向观测者的视线 n̂ 发射的光子观测星系。因此，观测选择函数（即给定星系被纳
入巡天样本的概率）会引入一个优选方向。两种典型情形是：

• 选择函数依赖于星系取向 [742–744]。这对盘星系尤其重要，因为受尘埃遮蔽影响，盘从侧面看
通常比正面看更暗。星系取向又倾向于与大尺度潮汐场相关 [745–748]，从而使选择概率依赖
于沿视线投影的潮汐场。

• 通过发射线或吸收线识别星系；由于辐射转移效应，其观测强度依赖视线。例如，共振线光子
的逃逸概率依赖于物质的局域速度梯度 [749, 750]（另见 [751]），而后者也正比于沿视线投影
的潮汐场。这一点尤其适用于 Lyman-α 线。

在线性阶，这些效应会增加一个附加项，即潮汐场沿视线的投影：

bK∥ n̂
in̂jKij . (9.12)
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在 Fourier 空间中，该项变为 bK∥(µ
2 − 1/3)δ(k)，其中 µ = kin̂

i/k。这一项的重要之处在于，它与
最低阶 RSD 贡献 fµ2δ 简并，因而会妨碍利用 RSD 测量增长率 f。不过，对于上述两种情形，可
按文献 [743, 752] 的讨论，利用星系双谱打破该简并。在扰动和导数的更高阶，选择函数的视线依
赖会迅速产生大量附加项；至三阶的完整清单见 [753]。因此，在大型星系巡天设计中，尽量减小这
类选择效应是一项重要考量。
最后，考虑通过强度映射构造的密度场之偏置。该方法不作目标选择，而是在整个巡天区域的许

多视线方向上获得光谱；随后把光谱每个像素中的流量解释为相应红移处给定跃迁的谱线强度。该
方法已经或将被用于氢 21cm 超精细结构跃迁 [754]、CO 等分子谱线 [755]，以及原子跃迁，特别是
拟议的 SPHEREx 任务 [633] 所采用的 Hα 6563。所得强度图与星系一样，可视为大尺度结构的有
偏示踪体，并服从类似的偏置展开；只需把 Eq. (9.10) 中的 nsel

g (x, τ) 替换为观测强度 Iobs
ν (x, τ)。

由于测量的是谱线流量，强度映射常受到上述辐射转移效应影响，因此模型预言通常需要纳入偏置
Eq. (9.12)。

9.3 投影效应：从本征星系密度到观测星系密度

实践中，所有大尺度结构示踪体都是通过光子到达方向（赤经和赤纬）以及红移来观测的；红
移由星系观测光谱能量分布（SED）的频率相对于静止系频率的偏移推断。也就是说，我们无法直
接获得静止系星系密度（或谱线强度）。因此，解释大尺度结构的一项关键内容，是把静止系物理量
映射到观测量，这正是本节的主题。我们把将静止系星系密度变换到观测坐标时对观测星系密度产
生的贡献称为投影效应。该主题近期的简明综述见 [756]。

给定星系以单位矢量 n̂ 描述的观测到达方向和观测红移 z̃，标准做法是利用由基准宇宙学参数
描述的无扰动平直 FRW 时空中的光子测地线，为星系赋予共动位置。使用共形时间 τ 时，这些测
地线可简单地参数化为直线：

(x0(τ),x(τ)) = (τ0 − τ, χ̄(τ)n̂) , (9.13)

其中 τ0 是当前（即观测时刻）的共形时间，τ̄(z) 和 χ̄(z) 分别是所采用基准背景宇宙学中的共形时
间–红移关系与共动距离–红移关系。因此，给定 (z̃, n̂) 的星系被赋予共动位置

(τ̃ , x̃) = (τ̄(z̃), χ̄(z̃)n̂) . (9.14)

一般而言，只有在不存在时空扰动（且基准宇宙学就是真实宇宙学）时，该位置才对应星系的真实
物理位置。另一方面，当存在 Eq. (1.2) 中的扰动时，这仍是方便的坐标（规范）选择，因为其中的
变量与大尺度结构观测直接相联系。以下，带波浪号的量表示与可观测量直接相关的量，带横线的
量则表示在基准背景宇宙学上取值的量。此外，我们始终假设用真实背景宇宙学通过 Eq. (9.14) 赋
予表观位置。实践中，还必须允许真实膨胀历史与基准假设不同。这些偏差可作为附加坐标重标度
有效计入，称为 Alcock–Paczyński 畸变 [757]；它本身也包含膨胀历史的信息 [44, 758, 759]。

Fig. 38 示意了这一计算。图中两个星系的推断位置 x̃µ 和 x̃′µ 分别基于可观测量 (z̃, n̂) 和
(z̃′, n̂′)；在某个给定全局坐标系中，它们的真实坐标分别为 xµ ≡ x̃µ + ∆xµ 和 x′µ = x̃′µ + ∆x′µ。
我们把 ∆xµ 定义为星系真实时空坐标与推断坐标之间的时空偏差。给定由 z̃, n̂ 指定的观测者处光
子动量，从观测者位置到源积分测地线方程即可计算偏差 ∆xµ。Shapiro 时间延迟、Sachs–Wolfe 效
应、积分 Sachs–Wolfe效应、引力透镜放大以及红移空间畸变等广义相对论效应都会对 ∆xµ 作出贡
献。微扰线性阶和二阶的 ∆xµ 显式表达式分别可见 [756, 761, 762] 与 [763]。这里用一般扰动 FRW
度规给出线性阶结果，即不限制规范自由度（也称为规范就绪形式）：

ds2 = a2(τ)
[
−(1 + 2A[x, τ ])dτ 2 − 2Bi[x, τ ]dτdx

i + (δij + hij [x, τ ]) dx
idxj

]
. (9.15)
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图 38: 投影效应示意图，即从观测光子方向和红移到星系静止系的映射。由位于 xµ 和 x′µ 的两个
星系发出的光子之实际测地线用实线表示。图底部的观测者根据观测红移和光子到达方向推断星系
的径向距离与角位置，并分别赋予其时空位置 x̃µ 和 x̃′µ。沿光子测地线积分并计入每个星系与观测
者的速度四矢量，即可计算偏差四矢量 ∆xµ 和 ∆x′µ。为便于说明，图中大幅夸张了光子测地线的
偏折。From [760].

首先，对于与源共动的观测者，计算给定观测光子发射时的固有时间 tF。在无扰动宇宙中，它
简单地由 tF = t̄(ã) 给出，其中 ã = 1/(1 + z̃)，t̄(a) 是基准背景中的时间–标度因子关系。为方便起
见，不直接使用固有时间 tF，而利用基准背景中的标度因子 a(t) 转换到 ln a(tF )。此外，用下式表
示真实“发射对数标度因子”相对于无扰动背景预言 ln ã ≡ − ln(1 + z̃) 的偏离：

T (x̃, τ̃) ≡ ln
(
a(tF [x̃, τ̃ ])

ã

)
= ∆ ln a(x̃, τ̃) + H̃

∫ τ̃

0

A[x, τ ′]a(τ ′)dτ ′ , (9.16)

其中 H̃ ≡ H(ã)，并且

∆ ln a ≡Ao −A+ v∥ − v∥o −
∫ χ̃

0

dχ
∂

∂τ

[
A−B∥ −

1

2
h∥

]
χn̂, τ0−χ

−H0

∫ τo

0

A(0, τ ′)a(τ ′)dτ ′ , (9.17)

所有未显式写出自变量的量均在 (x̃, τ̃) 处取值，下标 o 表示在观测者处取值，例如 v∥o ≡ v∥(0, τ0)。
下标 ∥ 表示沿视线投影的量，例如 B∥ ≡ Bin̂

i、h∥ ≡ hijn̂
in̂j。因此，T 是固定观测红移曲面（对

固定中心观测者定义）与等固有时间曲面之间的时间偏移，并以 ln a 表示。在 Eq. (9.16) 中，∆ ln a
给出坐标时间差 Hδτ，第二项则把坐标时间映射为固有时间。注意，T 是可观测且规范不变的：若
观测源是一只时钟，即向远方观测者传达自大爆炸以来的固有时间，则可直接测量 T。事实上，在
声学视界以外的大尺度上，观测 CMB 温度涨落恰好由 T 给出 [764]。另一方面，∆ ln a 依赖坐标且
不可观测。只有选择 Eq. (9.15) 中 A = 0 的规范时，∆ ln a = T 才成为可观测量。
此外，把空间位移分解为平行于视线的分量（∆x∥ = n̂i∆xi）和垂直于视线的分量（∆xi⊥ =
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P ij∆xj，其中 P ij ≡ δij − n̂in̂j 是天球上的投影算符），可写为

∆x∥ = −
∫ τo

0

A(0, τ ′)a(τ ′)dτ ′ +

∫ χ̃

0

dχ

[
A−B∥ −

1

2
h∥

]
χn̂, τ0−χ

− 1 + z̃

H(z̃)
∆ ln a . (9.18)

∆xi⊥ =

[
1

2
P ij(hjk)o n̂

k +Bi
⊥o − vi⊥o

]
χ̃

−
∫ χ̃

0

dχ

[
χ̃

χ

(
Bi

⊥ + P ijhjkn̂
k
)
+ (χ̃− χ)∂i⊥

(
A−B∥ −

1

2
h∥

)]
χn̂, τ0−χ

. (9.19)

这里的时空自变量与 Eq. (9.17) 中相同。可以看到，∆ ln a 出现在视线方向的位移中。此外，度规
扰动组合 A − B∥ − h∥/2 是一般规范中的引力透镜势，在共形 Newton 规范 [Eq. (1.2)] 中约化为
Φ + Ψ。小尺度上位移的主导项是含度规势空间导数的项：其一是出现在 ∆ ln a 中并导致红移空间
畸变的 (v∥ − v∥o)；其二是 ∆xi⊥ 中导致透镜放大效应的 ∂i⊥(A−B∥ − h∥/2)。
位移 x̃µ → xµ = x̃µ + ∆xµ 定义了从观测位置到真实位置的坐标变换。现在可以推导星系密

度在该坐标变换下如何变化。具体而言，物理的（而非共动的）静止系星系密度 ng 是星系四动量
nguµg = nguµ 的第 0 分量（这里限于大尺度，故忽略速度偏置，见 Sec. 2.7）。观测者过去光锥上、
以观测笛卡尔坐标 x̃ 定义的体积 V 内的星系数目，由与 nguµ 对偶的三形式之积分给出。写成分量
形式为

N(V ) =

∫
V

d3x̃
√

−g(x) ng(x)εµνρσuµ(x)
∂xν

∂x̃1
∂xρ

∂x̃2
∂xσ

∂x̃3
, (9.20)

其中
√
−g(x) 是度规行列式，ng(x) 是时空位置 x 处的物理星系数密度，uµ = dxµ/dtF = a−1(1−

A, vi) 是星系速度四矢量，εµνρσ 是 Levi–Civita 符号。Eq. (9.20) 是完全非线性的；我们将在两个极
限下计算它：第一，只保留扰动线性阶但包含所有相对论项；第二，把扰动计算到非线性阶，但把
投影效应限制在小尺度相关的项，即度规扰动上含两个空间导数的项。如 Sec. 2.9 所述，这两个极
限基本覆盖了投影效应在数值上重要的参数空间。

9.3.1 线性阶观测星系密度对比度

结合 Eq. (9.20) 与 Eqs. (9.16)–(9.19)，现在可以得到扰动线性阶上观测星系密度对比度的完
全相对论表达式。为此，需要给出星系密度 ng(x) 的表达式；它当然依赖于计算 Eq. (9.20) 所用的
坐标系。完全可以在任意规范中用星系密度扰动 δg 表示 ng，但这里选择把坐标固定到等观测红移
（constant-observed-redshift,“or”）规范。原因是星系平均密度 ng 在固定观测红移处测量。因此，对
星系过密度的观测自然处于“or”规范，这在实践和概念上都会简化计算。
因此，在等观测红移规范中，用平均共动数密度 a3ng 及其扰动 δor

g 把 ng 写为

a3ng(x) = ã3ng(z̃)
[
1 + δor

g (x, z̃)
]
, (9.21)

其中 z̃ 是与时空位置 x 对应的观测红移，ã = 1/(1 + z̃)。可把 Eq. (9.21) 理解为 δor
g 的定义。在扰

动线性阶，由于 δor
g 本身已是一阶量，可以忽略其自变量中 x(x̃) 与 x̃ 的差别。于是 Eq. (9.20) 的

右端变为

N(V ) =

∫
V

d3x̃

(
1 +A+

h

2

)
ã3ng(z̃)

[
1 + δor

g (x̃, z̃)
](

(1−A)

∣∣∣∣∂xi∂x̃j

∣∣∣∣+ v∥

)
. (9.22)

通过在无扰动（基准）背景上计算 Eq. (9.20) 来定义观测推断的星系数密度 ñg，得到

N(V ) =

∫
V

d3x̃ ã3ñg(x̃, z̃) . (9.23)
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令 Eq. (9.22) 与 Eq. (9.23) 相等，得到观测星系密度对比度

δ̃g(x̃, z̃) ≡
ñg(x̃, z̃)
ng(z̃)

− 1 = δor
g (x̃, z̃) +

h

2
+ ∂∥∆x∥ +

2∆x∥
χ̃

− 2κ̂+ v∥ . (9.24)

这里 h ≡ δijhij，并按下式展开 Jacobian：∣∣∣∣∂xi∂x̃j

∣∣∣∣ = 1 +
∂∆xi

∂x̃i
= 1 + ∂∥∆x∥ +

2∆x∥
χ̃

− 2κ̂ , (9.25)

其中，坐标（即依赖规范的）透镜会聚 κ̂ 定义为垂直位移在天球上的散度：

κ̂ = −1

2
P ij∂i∆x⊥j . (9.26)

Eq. (9.24) 中除 δor
g 外的所有贡献，都是体积畸变效应所诱导的星系丰度表观调制。

接下来，需要通过偏置关系把 Eq. (9.24) 中的 δor
g 与物质密度联系起来。Eq. (9.24) 中的星系

密度对比度 δor
g 定义在等观测红移切片上。另一方面，如 Sec. 2.9 的详细讨论，星系密度对比度

与物质密度对比度之间的线性偏置关系在等固有时间（constant-proper-time, “pt”）切片上成立：
δpt
g = b1δ

pt。这是因为在大尺度极限下，星系只能感知宇宙的局域年龄和局域物质密度。24 在线性
阶，两个规范之间的星系密度变换完全由它们之间的时间偏移决定。该偏移正是我们在 Eq. (9.16)
中推导的可观测量 T。因此，等观测红移规范中的 δor

g (x̃, z̃) 与等固有时间（或同步）规范中的星系
密度扰动 δpt

g = b1δ
pt 之间的关系，由标准线性规范变换给出：

δor
g (x̃, z̃) = b1 δ

pt(x̃, z̃) + beT (x̃, z̃) , be ≡
d ln(a3ng)
d ln a , (9.27)

其中引入无量纲参数 be，用来量化星系平均共动数密度的演化。注意，该关系只涉及可观测量，因此
b1 与 be 都有良好定义且规范不变。它还为把偏置关系推广到更高扰动阶提供了无歧义的出发点，例
如可在右端加入 (b2/2)(δ

pt)2 项。对于服从普适质量函数的暗晕，文献 [96]推导出 be = δcrf(b1−1)。
最后，δpt 与所选规范中的物质密度扰动 δ 由下式联系：

δpt = δ + 3H̃

∫ τ̃

0

A(x, τ)a(τ)dτ . (9.28)

结合上两式，可用任意规范中的密度对比度表示等观测红移切片上的星系密度对比度：

δor
g (x̃, z̃) = b1

[
δ + 3H̃

∫ τ̃

0

A(x̃, τ)a(τ)dτ

]
+ beT . (9.29)

于是得到最终表达式：

δ̃g(x̃, z̃) = b1

[
δ + 3H̃

∫ τ̃

0

A(x̃, τ)a(τ)dτ

]
+ be T +

1

2
h+ ∂χ̃∆x∥ +

2∆x∥
χ̃

− 2κ̂+ v∥ . (9.30)

其中，纵向位移的视线导数为

∂χ̃∆x∥ =A−B∥ −
1

2
h∥ −H(z̃)

(
∂

∂z̃

1 + z̃

H(z̃)

)
∆ ln a

− 1 + z̃

H(z̃)

(
−∂∥A+ ∂∥v∥ −

∂

∂τ
v∥ +

1

2

∂

∂τ
h∥ +

∂

∂τ
B∥

)
. (9.31)

迄今忽略的一个细微之处是，观测选择效应会修改观测星系密度 Eq. (9.30)。巡天通常观测表
观流量或星等高于某一阈值的星系。弱透镜会放大或缩小源星系流量，因而对观测星系密度产生另
一项贡献，即放大偏置 [765]。对于固定红移 z̃、累积光度函数为 ng(> Lmin) 的星系族群，定义

Q ≡ −d ln ng(> Lmin)

d lnLmin
. (9.32)

24这里假设初始条件为高斯的，并且不存在与大尺度有关的附加自由度，例如暗能量扰动或修改引力力。相应推广分别见 Sec. 7和 Sec. 8，
并且很容易在此纳入。
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更一般地，星系大小等其他选择效应也会对Q作出贡献 [766]。此时应把系数定义为Q = d ln ng/dM，
其中M 是规范不变的放大量。于是，放大偏置向 δ̃g 增加一项 QM，其中

M = −2∆ ln a− 1

2
(h− h∥)−

2

χ̃
∆x∥ + 2κ̂ . (9.33)

注意，我们忽略了星系内禀光度演化的效应；原则上它也会对放大作出贡献（完整表达式见 [760]），
但该贡献通常远小于M 本身。最终，包含放大偏置的观测密度对比度为

δ̃g(x̃, z̃) = b1

[
δ + 3H̃

∫ τ̃

0

A(x̃, τ)a(τ)dτ

]
+ beT + 2QH̃

∫ τ̃

0

A(x̃, τ)a(τ)dτ +
1

2
(1−Q)h+

Q
2
h∥

+ ∂χ̃∆x∥ + (1−Q)
2

χ̃
∆x∥ + 2(Q− 1)κ̂+ v∥ . (9.34)

Eq. (9.34) 给出了一般规范中示踪体观测过密度在线性阶的完整结果。限制到共形 Newton 规范时，
它与 [95, 190] 一致（注意前一篇文献式 (31) 附近的讨论）；限制到同步–共动规范则得到 [96] 所推
导的结果。这里假设源红移是尖锐确定的，但推广到有限红移区间上的投影十分直接。
假设系数 b, be, Q 均为一量级，可根据 Eq. (9.34) 各项相对于 δ 在 Fourier 空间中随 H/k 的标

度，对其相对重要性排序。在共形 Newton 规范中，最大的“1 阶”项为

δ̃O(1)
g = b1 δ +

1 + z̃

H̃
∂∥v∥ + 2(Q− 1)κ̂ . (9.35)

注意，在共形 Newton 规范中，δ = δpt +O(H2/k2)。Eq. (9.35) 是表观星系过密度的标准小尺度结
果，包含最低阶红移空间畸变 [47]和放大偏置。Eq. (9.34)中的次领头修正分别按 iH/k（“速度型”）
和 (H/k)2（“势型”）标度。Fig. 39 展示了包含相对论投影效应 [Eq. (9.34)，实线] 的星系密度角
平均自功率谱，以及小尺度近似 [Eq. (9.35)，使用 δpt，点线] 的结果。我们略去了沿视线积分的项，
因为它们无法用三维功率谱表示。此外，在如此大的尺度上，平全天近似并不充分（Sec. 9.4 将对此
作推广）。因此，Fig. 39 仅用于展示相对论投影效应的数量级；显然，只有在 k/kH ≡ k/H ≲ 10 时，
这些效应在数值上才变得重要。
再次忽略所有含视线积分的贡献后，相对论线性星系密度扰动 Eq. (9.34) 的功率谱在小尺度极

限 Eq. (9.35) 之外包含三类贡献：速度型项的自相关，相对于最低阶贡献 ∝ PL(k) 按 (H/k)2PL(k)

标度；势型项与最低阶项的互相关，具有相同标度；以及势型项的自相关，按 (H/k)4PL(k) 标度。
注意，对于任意示踪体的自相关，速度型项与势型或密度型项的互相关因对称性而为零。前两类贡
献在大尺度上的 k 依赖，与局域型 PNG 诱导的尺度依赖偏置 ∆b(k) 对 Pgg(k) 的最低阶贡献 [68]、
Eq. (7.94) 相同。因此可求出产生相近量级尺度依赖项的有效 fnl，结果也绘于 Fig. 39。可以看到，
对 b1, be,Q 的典型预期值，相对论投影效应相当于 fnl ≲ 1 的局域原初非高斯性效应 [96, 767]。根
据 Sec. 7.6.1 的预报，势型投影效应预计可在未来星系巡天中得到边缘探测。共形 Newton 规范下
来自含 v∥ 和 ∂∥Ψ 项的速度型贡献 ∝ H/k 更大，也更容易探测 [614, 768, 769]。不过如上所述，它
们在示踪体自相关中相消，必须使用两种不同示踪体测量其互功率谱的偶极。还需注意，投影效应
也会在星系双谱中表现为非零的 fnl ≲ 1，尽管该效应的确切振幅在文献中仍有争论 [763, 770–773]。

文献 [774] 推导了张量模对观测星系成团统计量的贡献；在线性阶，它们只通过投影效应进入。
遗憾的是，对于当前允许的原初引力波振幅，这些贡献甚至远小于 Fig. 39 所示来自标量扰动的相
对论投影效应。

9.3.2 红移空间中的非线性星系密度对比度

现在转向小尺度上的投影效应，此时可以忽略 Sec. 9.3.1 末尾讨论的“势型”项。星系密度的主
导投影贡献来自视线速度 v∥ 及其导数，以及透镜会聚 κ̂。以下忽略 κ̂ 的贡献；虽然它与其他最低阶
项处于相同导数阶，但会受到视线积分的压低。不过，该效应可以直接计入 [775–777]。
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图 39: 按照 Eq. (9.34) 包含相对论投影效应的线性星系功率谱（实线），以及只保留小尺度相关项
Eq. (9.35) 的相应预言（点线）。四幅图采用不同的线性偏置参数（b ≡ b1）和红移。be 使用普适质
量函数预言 be = δcrf(b1 − 1) 计算 [96]。每种情形都对 k̂ 作角平均（功率谱单极矩），并略去沿视线
积分的贡献（见正文讨论）。竖线表示各红移处的共动视界波数（kH = H）。作为比较，还给出了小
尺度近似下、但通过 Eq. (7.94) 纳入局域型 PNG 所诱导尺度依赖偏置的星系功率谱；每种情形都
调节 fnl 使其振幅与相对论投影效应匹配（虚线）。视偏置和红移而定，相对论投影效应与 fnl ≲ 1

的 PNG 尺度依赖偏置处于同一量级。From [96].

另一方面，线性微扰论在小尺度上不再适用。因此，我们不再把 Eq. (9.20) 展开到扰动线性阶，
而采用近似

T → 0, ∆x∥ → −1 + z̃

H(z̃)
v∥, ∆x⊥ → 0 . (9.36)

这里还略去了观测者速度 v∥o，因为它只对星系密度的偶极作出贡献，在关注小尺度时同样可以忽
略。为清楚起见，仍用 v 表示星系速度；由于速度偏置，它现在可能不同于物质速度，不过以下不
会显式出现物质速度。在这些假设下，Eq. (9.20) 变为

N(V ) =

∫
V

d3x̃ a3ng(z)(1 + δg(x[x̃]))

∣∣∣∣∂xi∂x̃j

∣∣∣∣ ≡ ∫
V

d3x̃ ã3ng(z̃)(1 + δ̃g(x̃, z̃)) , (9.37)

其中，由 Eq. (9.36) 有
x̃i = xi + u∥(x)n̂

i (9.38)

是实空间坐标（xi）与红移空间坐标（x̃i）之间的（纯空间）坐标偏移；这里使用缩放后的星系速度
u(x) ≡ v(x)/H，以及 u∥(x) ≡ n̂ ·u(x)。一般而言，Eq. (9.38) 的反函数 x(x̃) 是多值的。因此，观
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测坐标中的单连通体积 V 通常不对应实空间中的单连通区域。对于寄居在大质量暗晕中、具有很大
本动（位力）速度的星系，红移空间畸变可能产生这种多对一映射。由于我们关注星系成团的微扰
描述，以下忽略这一非微扰效应。于是可反演 Eq. (9.38)，把观测星系密度扰动写为

1 + δ̃g(x̃) = [1 + δg(x)]

∣∣∣∣∂xi∂x̃j

∣∣∣∣ = [1 + δg(x)]

∣∣∣∣δji + n̂j
∂

∂xi
u∥(x)

∣∣∣∣−1

. (9.39)

这里及以下，星系密度和速度始终在观测红移 z̃、即坐标时间 τ̄(z̃) 处取值。为清楚起见，以下省略
时间自变量。利用 Sylvester 定理可计算行列式：∣∣∣∣δji + n̂j

∂

∂xi
u∥(x)

∣∣∣∣ = 1 + n̂j∂ju∥(x) = 1 + ∂∥u∥(x) , (9.40)

从而得到

δ̃g(x̃) =
1 + δg(x)

1 + ∂∥u∥(x)
− 1 . (9.41)

只要 Eq. (9.38) 描述从实空间到红移空间的一一映射，该结果就是位形空间中红移空间星系密度对
比度的完全非线性表达式。最后，用观测（红移空间）坐标处的物理量计算上式右端。对于某个标
量函数 f(x)（例如 δg(x)），利用 Eq. (9.38) 在 x̃ 附近展开 x 得到

f(x) = f(x̃)−
[
1− ∂∥u∥

]
u∥∂∥f(x̃) +

1

2
u2∥∂

2
∥f(x̃) +O(u3∥) , (9.42)

右端所有场均在 x̃ 处取值，因子 1− ∂∥u∥ 来自对 u∥(x) 自变量的展开。注意，尽管这里速度没有空
间导数，25 它总是与作用于另一扰动量的空间导数组合出现。因此，展开 Eq. (9.42) 中 u∥∂∥ 量级
的项，与 ∂∥u∥ 处于相同导数阶。
现在可以展开 Eq. (9.41) 的右端，得到观测红移空间星系密度的微扰表达式，即包含小尺度上

最低阶投影效应的表达式。把 δ 和 u∥ 的每个幂都计作一阶，则至扰动三阶，Eq. (9.41) 变为

δ̃g(x̃) = δg(x) + [1 + δg(x)]
{
−∂∥u∥(x) +

[
∂∥u∥(x)

]2}−
[
∂∥u∥(x)

]3
+O(δ4) . (9.43)

应用 Eq. (9.42) 的坐标变换关系，得到红移空间中的三阶星系密度扰动：

δ̃g = δg − ∂∥
[
u∥ (1 + δg)

]
+

1

2
∂2
∥
[
u2∥ (1 + δg)

]
− 1

6
∂3
∥
(
u3∥
)
+O(δ4) , (9.44)

其中所有量均在红移空间坐标 x̃ 处取值。该表达式与 [250, 778] 推导的 Fourier 空间表达式一致：

δ̃g(k) = δg(k) +

∫
d3x e−ik·x

(
e−ik∥u∥(x) − 1

)
[1 + δg(x)] . (9.45)

它又在形式上等价于位形空间中对任意阶都成立的级数展开：

δ̃g = δg +
∞∑
n=1

(−1)n

n!
∂n∥
[
un∥ (1 + δg)

]
. (9.46)

Eq. (9.44) 中含 u∥ 的贡献称为红移空间畸变（redshift-space distortions, RSD）。现在推导 RSD
对观测星系统计量，特别是最低阶功率谱的影响。在平全天极限下，即把视线 n̂ 视为常单位矢量时，
计算大为简化。下一节将介绍全天星系成团方法。首先，微扰论线性阶有

u∥(k, τ) = i
k · n̂
k2

f δ(1)(k, τ) , (9.47)

其中 f = d lnD/d ln a 是线性增长率。在该极限下，红移空间星系功率谱的最低阶预言（“Kaiser 公
式”）为

P lo
g,s(k, µ) = (b1 + fµ2)2PL(k) + P {0}

ε , (9.48)
25严格来说，u∥ 表示源与观测者之间的相对速度 [参见 Eq. (9.17)]，它在 boost 下不变且可观测。
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其中 µ ≡ k̂ · n̂ 是波矢与视线夹角的余弦。该表达式最早由 [47] 推导；相应的位形空间推导见 [779]。
注意，这里用“位形空间”表示 Fourier 空间的对应空间，以区别于通常表示静止系星系密度的“实
空间”。这些结果分别对应在平全天极限并忽略放大偏置时，Eq. (9.35) 的自功率谱和关联函数。注
意，在这一阶 RSD 不会给星系功率谱增加任何自由参数。相反，观测星系功率谱的各向异性（µ 依
赖）可用于约束增长率 f。因此，大尺度 RSD 测量可在不受偏置复杂性影响的情况下约束结构增长
[780, 781]。
利用红移空间中观测到的星系各向异性分布指示速度结构的思想，最早由 [45]提出，随后由 [46]

推广；后者说明，星系两点函数的平均各向异性可通过增长率 f 探测物质密度参数 Ωm。该技术已
应用于真实数据，并对修改引力和非正则暗能量给出约束 [782–787]。Sec. 7.6.2讨论的多示踪体方法
也可用于 RSD；只要充分理解星系样本的随机性 P

{0}
ε ，它就能改进对增长率的约束 [342, 614, 643,

788, 789]。最近，该方法已应用于 GAMA 巡天样本 [790]。关于线性阶红移空间畸变的教学性综述
见 [791]。
必须强调，只有当实空间星系密度 δg 本身不依赖于 ∂∥u∥ 时，Eq. (9.48) 才能被视为对速度的

纯净探针。然而，在线性阶有 ∂∥u∥ ∝ ∂2
∥Φ ∝ Kijn̂

in̂j，因此只有当星系密度不依赖沿视线投影的潮
汐场时，上述条件才成立。如 Sec. 9.2 所示，选择效应或辐射转移效应可以诱导这种依赖。若这些
效应存在，最低阶 RSD 就不再直接探测速度。例如，对 Lyman-α 森林而言，这类辐射转移效应很
重要 [例如见 792–802]，因为 Lyman-α 光子的光学深度强烈依赖于视线方向的速度梯度。
超出线性阶后，已有文献研究红移空间中的星系三点函数 [803] 和双谱 [804, 805]。文献 [806]

利用 Zel’dovich 近似计算了两点函数中的 RSD；拉格朗日微扰论中的 RSD 表述见 [807, 808]。对
星系功率谱而言，[778]（“Scoccimarro”模型）或 [809]（“TNS”模型）推导的表达式被广泛用于在
线性阶之外解释星系巡天数据。需要注意，这些文献给出的表达式并未完整计入非线性偏置与非线
性 RSD 的耦合，以及高阶导数、速度偏置和随机偏置贡献。最近，文献 [180]（另见 [753, 810]）给
出了红移空间中 NLO 星系功率谱的完整表达式，即把 Sec. 4.1.4 的结果推广到红移空间，并包含在
该阶变得重要的速度偏置贡献。在一般偏置展开中，星系功率谱的 NLO 红移空间贡献增加三个附
加参数，它们都与速度偏置有关：两个参数描述确定性速度偏置（见 Sec. 2.7），第三个描述随机小
尺度星系速度的振幅（见 Sec. 2.8）。值得强调的是，在最低阶星系两点函数之外变得重要的位移型
项，例如 u∥∂∥δg，通过等效原理免受选择效应、辐射转移效应以及（大尺度）速度偏置的影响。因
此，即使存在所有这些观测复杂性，原则上仍可利用这类项从观测星系统计量稳健约束结构增长。
严格微扰方法（物质 EFT 与一般偏置展开相结合）的优点已在 Sec. 2 和 Sec. 4 中详细说明；

同时值得指出，在暗晕占据分布框架（HOD，见 Sec. 9.1）下也发展了小尺度 RSD 的替代建模方法
[811–813]。
最后，红移空间畸变还会显著增加解释星系密度场非线性变换的复杂性，例如空洞目录 [814–

818]、“截断”星系密度场 [819, 820] 或对数变换星系密度场 [821–826]。

9.4 天球上的星系统计量

在说明如何把静止系星系密度变换到观测坐标 (z̃, n̂) 后，现在可以超越上一节采用的平全天极
限，描述这些观测坐标中的星系统计量。我们考虑允许宽角 [采用 Eq. (9.35)的处理见 [827–832]，包
含完整表达式 Eq. (9.34) 的处理见 [833, 834]] 和深巡天的完全一般情形。当人们希望测量跨越显著
红移范围和/或天区的长波涨落，例如探测原初非高斯性信号时，这一点尤其重要。这里聚焦星系两
点函数（允许宽角的三点函数推广见 [530, 771, 835]），忽略其最优估计涉及的细节（例如 [836] 的
讨论）。此外，不考虑会进一步增加处理复杂性的巡天窗口效应。由于本节始终处理观测红移空间坐
标，以下省略波浪号，即 x̃ → x。
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分析天球星系统计量的标准方法，是用球谐函数 Ylm 和以参数 p 标记的径向窗口函数 Wl(p, χ)

分解观测星系过密度：

δ̃g(p; n̂) =
∑
lm

δlm(p)Ylm(n̂), 其中 δlm(p) =

∫ ∞

0

χ2dχ

∫
d2n̂ Y ∗

lm(n̂)Wl(p, χ)δg(x, τ [χ]) ,

(9.49)

其中 χ 是共动径向坐标，Wl(p, χ) 是依赖 l 并由参数 p 参数化（见下文）的窗口函数，而

δ̃g(x, τ) =
nobs
g (x, τ)

nobs
g (τ)

− 1 (9.50)

是观测星系分数过密度。下文始终令 χ = χ̄(z̃) 作为观测红移 z̃ 的代理量，并类似地令 τ ≡ τ̄(z̃)（见
Sec. 9.3）。相应地，x ≡ χn̂ 参数化观测推断的（红移空间）空间位置；nobs

g 也定义在等观测红移切
片上。
窗口函数 Wl(p, χ) 的参数 p 参数化径向选择函数。一种选择是 Wl(p, χ) = χ−2δD(χ − χ̄[p])；

在两点层次，这给出窄红移区间中的角二点关联函数 Cl(z, z
′) [123, 190, 774, 837]。另一种选择是

Wl(p, χ) = jl(pχ)，从而恢复 [838–840] 发展的球 Fourier–Bessel 方法。球 Fourier–Bessel 基已用于
分析 IRAS 红移巡天 [841]，以及重建速度场和引力势场 [839]。近期，文献 [842] 计算了 BAO 尺度
上物质密度涨落的球功率谱；文献 [843] 把 RSD 的球 Fourier–Bessel 分析与 CMB 温度各向异性作
互相关；文献 [833] 则计算了包含 Eq. (9.34) 全部项的球功率谱。相对于红移区间角关联 Cl(zi, zj)，
球 Fourier–Bessel 分解的优缺点见综述 [844]。文献 [845] 把该方法应用于 Sloan 数字巡天 BOSS
CMASS 样本的最新数据发布。最后，文献 [846] 提出了所谓对数球面波 eiω ln r，可用来表示“伪
Karhunen–Loève”（信噪比）本征模。
于是把红移空间星系密度写为

δ̃g(x, τ) =
∑
O

bO(τ)Os(x, τ) , (9.51)

其中 Os 是经过重整化的红移空间算符。暂时忽略随机性，下文再回到它。由于张量扰动对星系密
度对比度的影响可忽略 [774]，这里可限制在标量扰动。于是，任意线性红移空间算符 Os 都可由实
空间标量 Or 导出 [参见 Eq. (9.35) 和 Eq. (9.46)]：

Os(x, τ) = n̂i1 · · · n̂in∂i1 · · · ∂inOr(x, τ) , (9.52)

其中 n 可以取任意值，不过最低阶项只涉及 n = 1 和 n = 2。等价地，在 Fourier 空间中

Os(k, τ) = (in̂ · k)nOr(k, τ) . (9.53)

更一般地，这适用于红移空间 N 点函数的所有最低阶贡献。在圈级，n̂ 还可与圈动量缩并，使后续
推导更加复杂。不过，圈项只在小尺度上变得重要，而那里平全天极限适用，处理会简单得多。因
此，我们限制在最低阶关联，尤其考虑两点函数；此时算符 Os 为扰动线性阶。

利用实空间标量 Or 两点函数的均匀性和各向同性，红移空间中的星系两点函数可写为

⟨δ̃g(x, τ)δ̃g(x′, τ ′)⟩ =
∑
Os,O′

s

bOs(τ)bO′
s
(τ ′)

∫
k

(ik · n̂)n(−ik · n̂′)n
′
POrO′

r
(k; τ, τ ′) exp [ik · (x− x′)]

=
∑
Os,O′

s

bOs(τ)bO′
s
(τ ′)

∫
k

(
∂

∂χ

)n
eikχ(k̂·n̂)

(
∂

∂χ′

)n′

e−ikχ
′(k̂·n̂′)POrO′

r
(k; τ, τ ′)

=
∑
Os,O′

s

bOs(τ)bO′
s
(τ ′)

2

π

∑
l,m

Ylm(n̂)Y
∗
lm(n̂

′)

×
∫
k2dk kn+n

′
(
∂

∂x

)n
jl(x)

(
∂

∂x′

)n′

jl′(x
′)POrO′

r
(k; τ, τ ′) , (9.54)
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其中 x = kχ, x′ = kχ′。把它代入 Eq. (9.49)，得到星系过密度 {l,m, p} 分解的两点关联：

⟨δlm(p)δ∗l′m′(p′)⟩ = δll′δmm′

∑
Os,O′

s

2

π

∫
k2dk F lOs(k; p)F

l
O′
s
(k; p′)POrO′

r
(k) , (9.55)

其中

F lOs(k; p) ≡ knO
∫
χ2dχWl(p, χ)

[(
∂

∂x

)nO
jl(x)

]
x=kχ

bOs(τ [χ])DOr(τ [χ]) 且

POrO′
r
(k; τ, τ ′) =DOr(τ)DO′

r
(τ ′)POrO′

r
(k) . (9.56)

考虑 δ̃g 线性阶出现的三个算符。为简化记号，把它们直接与密度场 δ 联系 [即在 Eq. (9.55) 中令
POrO′

r
→ PL]。得到：

(i) Os = δ : F lδ(k; p) =

∫
χ2dχWl(p, χ)jl(kχ)b1(τ [χ])D(τ [χ])

(ii) Os = v∥ = n̂ivi : F lv∥(k; p) = −k−1

∫
χ2dχWl(p, χ)j

′
l(kχ)(HfD)(τ [χ])

(iii) Os = ∂∥v∥ = n̂jn̂i∂jvi : F l∂∥v∥(k; p) = −
∫
χ2dχWl(p, χ)j

′′
l (kχ)b∂∥v∥(τ [χ])(HfD)(τ [χ]) .

(9.57)

上述关系很容易推广到包含沿视线积分的贡献（例如 [190, 774]）。对于项 (i) 和 (iii)，我们允许存在
偏置参数，其中 b∂∥v∥ ∝ bK∥ 只由 Sec. 9.2 所述的特定观测选择效应诱导。另一方面，由于等效原理
禁止星系密度依赖局域物质速度，项 (ii) 必然是纯投影效应，因而不带偏置。加入最低阶随机贡献
也很直接，其形式为

⟨δlm(p)δ∗l′m′(p′)⟩
∣∣∣
stoch

= δll′δmm′

∫
χ2dχWl(p, χ)Wl(p

′, χ)P {0}
ε (τ [χ]) . (9.58)

Poisson 散粒噪声近似对应于代入 P
{0}
ε (τ) = 1/ng(τ)。

最后应注意，实际巡天包含描述天球巡天足迹的窗口函数。这会使表达式 Eq. (9.55)更复杂，因
为 δlm(p) 关于 lm 的正交性不再成立 [847]。

现在考虑一个天球足迹有限的巡天，使巡天足迹内不同视线之间的夹角可近似为无穷小（即宽
角效应可忽略）。进一步假设巡天沿视线方向的范围很小；当然，可通过把巡天划分为多个红移区间
实现。若用 Wl(p, χ) = jl(pχ) 定义 δlm(p)，便可构造角多极矩的平全天版本（见 [848] 附录 C）：

δfs(l, p) ≡
√

4π

2l + 1

l∑
m=−l

i−mδlm(p)e
imφl , (9.59)

其中用 l = (lx, ly) 取代 (l,m)，且 φl = arctan(ly/lx)。平全天多极矩 δfs(l, p) 又可映射到本综述广
泛使用的三维 Euclid Fourier 变换 δg(k)：

δg(k) ≡ δfs(χ̄k⊥, k∥) 其中 k∥ ≡ n̂ · k; k⊥ ≡ k − k∥n̂ . (9.60)

这里 χ̄ 是红移区间的平均共动距离。注意，δg(k) 的量纲为（长度）3。在平全天–浅巡天极限下，两
点函数 ⟨δg(k)δg(k′)⟩ 直接给出有效红移 z̄ 处红移空间三维星系功率谱的估计，并与巡天的三维窗
口函数卷积。这是分析 2dF、SDSS、6dFGRS、Wigglez 和 BOSS 等当前数据集时通常采用的方法
[25, 849–852]。SPHEREx [633]、DESI [53] 和 Euclid [54] 等未来大尺度星系巡天的足迹超过 10,000
平方度；要正确解释所测得的大尺度星系成团，必须纳入宽角效应。这对探测原初非高斯性（Sec. 7）
和相对论投影效应（Sec. 9.3）尤其重要。
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10 总结与展望

偏置描述观测到的星系数密度与底层物质密度及时空扰动之间的关系，是我们构建可观测宇宙
模型时不可或缺的组成部分。过去几年中，这一问题已经取得了重要进展。
如今，我们已经在微扰论框架下建立了大尺度星系偏置的一般体系（Sec. 2）。这些偏置参数具

有明确的物理解释，而广义峰–背景分裂论证最能清楚揭示其含义（PBS，见 Sec. 3、Sec. 6.6.1 和
Sec. 7.3）。事实上，只要能够针对不同宇宙学模型精确模拟感兴趣示踪体的形成（对 LIMD 偏置而
言，这些模型具有不同的曲率），便可严格定义 PBS 论证，使之对偏置参数给出精确预言。对暗物
质暗晕而言，这显然是可行的。不过，微扰偏置展开要普适得多；在下文所述保留条件下，它适用
于大尺度结构的任意示踪体，包括星系团、空洞、Lyman-α 森林以及中性氢的 21 cm 线辐射。
给定相关偏置参数后，微扰论框架会对所有与星系成团有关的可观测量给出确定预言（Sec. 4）：

n 点函数（功率谱、双谱）、元胞计数统计量、与物质的互相关以及不同示踪体之间的互相关。不同
示踪体的互相关能够精确测量相对偏置参数，并在最低阶消除宇宙方差。关键在于，在给定微扰阶
数上，同一组偏置参数能够描述涉及给定示踪体的全部可观测量。不过，这些预言只在足够大的尺
度上有效（见下文）；实践中，部分或全部偏置参数仍须由数据确定。
游走集方法（Sec. 5）和峰方法（Sec. 6）已经为理解偏置的尺度依赖性、非线性和随机性，以及

峰–背景分裂的有效性及其向密度之外变量的推广，提供了许多洞见。此外，它们还会对偏置参数给
出可用 N 体模拟检验的定量预言。然而，迄今考虑的模型依赖若干假设，例如球对称坍缩近似；我
们预期，随着暗晕质量降低到 M ≲M⋆，这些假设会愈发不准确。
偏置的一个关键应用，是纳入非高斯初始条件的影响。非高斯初始条件编码了早期宇宙物理的

丰富特征，并会导致额外的尺度依赖；在许多情况下，这种尺度依赖无法由非线性引力演化和重子
效应模拟（Sec. 7）。
尽管本综述的大部分内容聚焦于广义相对论所描述宇宙中由无碰撞物质形成的结构——这是极

佳的一阶近似——微扰偏置方法仍可推广到由 CDM、重子和大质量中微子组成的多组分流体示踪
体（Sec. 8），标准 ΛCDM 宇宙学正属于这种情形。此外，它还可推广以纳入动力学暗能量或广义
相对论修改的影响。微扰方法也允许把局域静止系中的星系密度一致地映射到观测星系红移及天球
位置；我们把这些贡献称为投影效应（Sec. 9）。其中包括在未来巡天所探测大尺度上变得重要的相
对论效应。此外，星系速度场的物理偏置展开（Sec. 2.7；Sec. 6.9.1）是预言线性阶以上投影效应的
关键组成部分。
微扰偏置展开在理论上定义明确而严格，但其不可避免的缺点是会在小尺度上失效。除了物质

密度本身的微扰描述会在密度对比度达到一量级的非线性尺度 Rnl 处失效外，星系偏置还引入了另
一个尺度——非局域性尺度 R∗（Sec. 2.5–2.6）。按照定义，给定观测样本中的星系形成依赖该尺度
区域内物质的详细分布。因此，在 R∗ 量级或更小的尺度上，不能指望用微扰方法描述星系成团。R∗

与 Rnl 两个尺度中哪一个限制更强，取决于具体星系样本及其红移。对暗晕而言，预期 R∗ 与拉格
朗日半径 R(M) 同量级；但对星系而言，我们对这一尺度所知甚少。暗晕占据分布方法（Sec. 9.1）
利用 N 体模拟校准单暗晕项，以描述星系的小尺度分布；只要能够准确而稳健地描述单暗晕项与二
暗晕项之间的过渡区，它就可能使两点函数绕开这一限制。

除本综述介绍的当前进展外，仍有若干重要问题尚未解决，包括：

• 星系的尺度 R∗ 是多少？在一般微扰偏置展开框架下，能够从星系功率谱、双谱乃至更高阶 n

点函数中提取多少宇宙学信息？

• 暗物质暗晕的偏置参数之间是否存在层级关系或其他联系？例如，拉格朗日空间中涉及潮汐场
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及其时间导数的偏置，是否系统性地小于拉格朗日 LIMD 偏置参数 bLN？进一步说，为了把任
何此类关系应用于实际星系样本，我们需要在何种程度上理解星系形成？暗晕组装偏置是否对
星系偏置具有显著作用？

• 峰方法和游走集形式体系等拉格朗日偏置模型，原则上可以在拉格朗日空间中给出所有尺度均
适用、而不限于 r ≫ R∗ 的偏置关系。是否存在一种把这些模型与欧拉统计量相联系、同时又
不在小尺度上失效的方法？

• 我们希望把这些拉格朗日偏置模型的有效范围推广到更低质量的暗晕，例如当前和未来星系红
移巡天所针对的暗晕。特别是，如何把对球对称坍缩的偏离，以及由小尺度密度扰动非线性演
化引起的其他效应纳入这些模型？

精细的星系偏置模型将在解释未来大尺度结构巡天时发挥重要作用。如今，我们终于拥有了严
格的星系偏置框架，可以据此发展稳健的星系成团理论描述，使其精度与这些巡天预期达到的统计
和系统不确定度相匹配。通过增进对上述开放问题的理解，我们将能够充分发掘数据的潜力，深化
对星系形成、宇宙历史和基本物理的认识。
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A 统计场论

在标准宇宙学模型中，宇宙大尺度结构的初始条件源自量子力学真空涨落。由于这种量子力学
起源，我们无法以决定论方式预言所观测宇宙的精确初始条件。因此，我们对大尺度结构的理论处
理建立在随机场描述之上。本综述始终使用统计场论的基本结果，现于此作简要回顾。关于该主题
更详细的介绍，见 [72, 92, 482]。

本文始终假设，在固定固有时间的空间切片上，所有宇宙学随机场均满足统计均匀性和统计各
向同性，这与宇宙学原理一致。未扰动 FRW 度规［令 Eq. (1.2) 中 Φ = 0 = Ψ］正体现了这一点，
因为空间切片（τ = 常数）是均匀且各向同性的（即最大对称的）。此外，我们还假设公平样本假设：
从宇宙中彼此相距足够遥远的区域提取的样本，是同一物理过程的独立实现。观测表明，公平样本
假设在大于约 80h−1 Mpc 的尺度上成立 [853, 854]。因此，只要体积足够大，就可用空间平均代替
系综平均；这就是遍历假设。
宇宙结构分析中的一个基本问题，是寻找最适合的可观测量，以获取涨落分布（例如物质密度

场）、其初始条件和后续演化的信息。这里集中讨论多谱和相关函数；它们包括矩，并涵盖本综述考
虑的全部可观测量。

A.1 三维欧几里得空间中的随机场

依照宇宙学原理，我们考虑定义在给定时空空间切片上的随机场；实践中，应把它理解为固定
固有时间所定义的切片。按照 Eq. (1.2)，为该切片选取欧几里得坐标 x。此外，我们将聚焦于实标
量场；这适用于大尺度结构中遇到的大多数例子（温度、密度、压强、引力势等）。本节末尾将简要
讨论向矢量场和张量场的推广。
三维欧几里得空间中的随机标量场，是一组随机变量 ρ(x)连同一族分布函数 pn(ρ(x1) . . . , ρ(xn))，

其中 n ≥ 1。为了完整统计描述随机场 ρ(x)，一般需要（但并不足够 [855]）指定其全部相关函数，
即全部矩。

n 点相关函数是如下特定期望值：

⟨ρ(x1) . . . ρ(xn)⟩ =
∫
dρ1 . . . dρn Pn(ρ1, . . . , ρn)ρ1 . . . ρn , (A.1)

其中尖括号表示系综平均，ρi ≡ ρ(xi)。特别地，一点相关就是随机场的均值 ⟨ρ⟩。高阶相关函数遵
循特定的层级关系；以两点函数为例：

⟨ρ(x1)ρ(x2)⟩ . (A.2)

若把其中一点（例如 x1）移至离另一点很远的位置，两点处的场值便相互独立，因此期望值趋于

⟨ρ(x1)ρ(x2)⟩ → ⟨ρ(x1)⟩⟨ρ(x2)⟩ = ⟨ρ⟩2 , (A.3)

这里使用了宇宙学原理：平移不变性意味着切片上任意点的 ρ(x)都具有相同的期望值。因此可写成

⟨ρ(x1)ρ(x2)⟩ = ⟨ρ⟩2
[
1 + ξ(2)(x1,x2)

]
. (A.4)

这定义了约化或连通两点相关函数 ξ2(x1,x2)。n点连通相关函数 ξ(n)以递归方式定义，使得 ⟨ρ(x1) . . . ρ(xn)⟩
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可写为若干项之和，每一项对应 n 个点 x1, . . . ,xn 所成集合的一种划分。例如，前四阶为

⟨ρ(x1)ρ(x2)⟩ = ⟨ρ⟩2
[
1 + ξ(2)(x1,x2)

]
⟨ρ(x1)ρ(x2)ρ(x3)⟩ = ⟨ρ⟩3

[
1 + ξ(2)(x1,x2) + 2 perm.+ ξ(3)(x1,x2,x3)

]
⟨ρ(x1)ρ(x2)ρ(x3)ρ(x4)⟩ = ⟨ρ⟩4

[
1 + ξ(2)(x1,x2) + 5 perm.

+ ξ(3)(x1,x2,x3) + 3 perm.+ ξ(2)(x1,x2)ξ
(2)(x3,x4) + 2 perm.

+ ξ(4)(x1,x2,x3,x4)
]
. (A.5)

“n perm.”表示把紧邻其前的项对指标作所有可能的循环置换后重复相加。对于均值为零的随机场
⟨δ(x)⟩ = 0（本综述用它表示物质密度对比度），相关函数层级为

⟨δ(x1)δ(x2)⟩ = ξ(2)(x1,x2)

⟨δ(x1)δ(x2)δ(x3)⟩ = ξ(3)(x1,x2,x3)

⟨δ(x1)δ(x2)δ(x3)δ(x4)⟩ = ξ(2)(x1,x2)ξ
(2)(x3,x4) + 2 perm.+ ξ(4)(x1,x2,x3,x4) . (A.6)

对连通相关量，我们还会采用记号

⟨δ(x1)δ(x2) · · · δ(xn)⟩c ≡ ξ(n)(x1,x2, · · · ,xn) . (A.7)

宇宙学原理要求，在固定时间切片上，所有期望值以及所有相关函数都在全局平移 xi → xi+∆x

下不变；这也称为统计均匀性。对约化两点相关函数，这意味着

ξ(2)(x1,x2) ≡ ξ(2)(x1 − x2) , (A.8)

所以它只依赖两点间距。类似地，在不存在优选方向时，期望值在坐标系全局旋转 R、即 x → R ·x
下不变；这称为统计各向同性。它意味着两点相关函数只依赖分离矢量的模 |x1 − x2|：

ξ(2)(x1,x2) ≡ ξ(2)(|x1 − x2|) . (A.9)

不同场之间的互相关同样满足这一结论；更高阶 n点相关函数也只能依赖 xij ≡ |xi−xj |。注意，红
移空间畸变等投影效应会使观测 n 点函数依赖 (xi − xj) · n̂，其中 n̂ 是视线方向（Sec. 9.3）。宇宙
学原理要求统计均匀性，而遍历假设只有在大间距极限下 n 点相关函数足够迅速地衰减至零时才成
立。标准 ΛCDM 宇宙学确实满足这一条件。

这些定义还可推广到点过程，即分布而非连续场（此时相关量 ⟨ρ(x1) . . . ρ(xn)⟩ 也称为联合强
度），例如 Sec. 6 讨论的峰。不过，离散性会带来一些细节问题，如散粒噪声修正。
最后讨论矢量场和张量场。均匀性和各向同性意味着，标量–矢量两点互相关函数及矢量两点自

相关函数可写为

⟨δ(0)vi(r)⟩ = r̂iξδv(r)

⟨vi(0)vj(r)⟩ = δijξv,1(r) +

(
r̂ir̂j − 1

3
δij
)
ξv,2(r) , (A.10)

其中 ξδv(r)、ξv,1(r) 和 ξv,2(r) 是标量函数。注意，只有纵向矢量场才会产生标量–矢量相关 ξδv(r)；
而矢量两点自相关函数 ξv,1(r) 和 ξv,2(r) 同时接受纵向矢量与横向矢量的贡献。ξv,1(r) 和 ξv,2(r) 在
r = 0 处是正则的。对称张量场 Kij 的自相关和互相关，同样可由 δkl 与 (r̂mr̂n − δmn/3) 构造。尽
管这些关系一般会十分冗长，无迹张量场在零延迟处的自相关函数可简化为〈

Kij(x)Klm(x)
〉
=

1

15
σ2

(
δilδjm + δimδjl −

2

3
δijδlm

)
, 其中 σ2 =

3

2
⟨KijK

ij⟩ . (A.11)

注意，若把 Kij 视为潮汐场［见第 25 页的 Eq. (2.21)］，则 σ2 对应密度场的方差。
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A.2 傅里叶表示

在统计均匀的宇宙中，用随机场的 Fourier 分量表示它们十分方便。以下假设场 δ 的均值为零。
采用 Fourier 约定

δ(k) =

∫
d3x δ(x) e−ik·x , δ(x) =

∫
d3k

(2π)3
δ(k) eik·x ≡

∫
k

δ(k) eik·x , (A.12)

场的功率谱 P (k) 定义为期望值

⟨δ(k)δ∗(k′)⟩ ≡ ⟨δ(k)δ∗(k′)⟩′ (2π)3δD(k − k′) = P (k) (2π)3δD(k − k′) . (A.13)

这里，上标 ∗ 表示复共轭，它使 P (k) 为正定。狄拉克 δ 函数源自平移不变性（均匀性）；否则，当
x → x+∆x 时，系综平均 ⟨δ(k)δ(k′)⟩ 会获得一个相位因子。若场 δ(x) 为实场，则 δ∗(k) = δ(−k)，
于是得到

⟨δ(k)δ(−k′)⟩ = P (k)(2π)3δD(k + k′) . (A.14)

进一步要求旋转不变性，意味着功率谱只依赖 k = |k|，即

⟨δ(k)δ∗(k′)⟩ = P (k)(2π)3δD(k − k′) . (A.15)

注意，在我们的 Fourier 约定下，狄拉克 δ 分布为

δD(k) =
1

(2π)3

∫
d3r e−ik·r . (A.16)

连通两点相关函数是功率谱的 Fourier 变换。对三维、均值为零的均匀各向同性随机场，有

ξ(2)(r) =

∫
k

P (k) eik·r =
1

2π2

∫ ∞

0

dk k2P (k)j0(kr) . (A.17)

这里 j0(x) = sin(x)/x 是球贝塞尔函数。为完整起见，一维和二维情形分别为

ξ(r) =
1

π

∫ ∞

0

dk P (k) cos(kr) （一维） (A.18)

ξ(r) =
1

2π

∫ ∞

0

dk kP (k)J0(kr) （二维） (A.19)

其中 J0(x) 是普通贝塞尔函数。不过，P (k) 正定并不意味着 ξ(2)(r) 也正定。事实上，∫
d3r ξ(2)(r) = lim

k→0
P (k) , (A.20)

按照均值为零的场 δ 所满足的遍历假设，上式应为零。这意味着 ξ(2)(r) 必须在某些 r 处为负。各向
同性随机场的方差为

σ2 = ξ(0) =
1

2π2

∫ ∞

0

dk k2P (k) =

∫ ∞

0

dk

k
∆2(k) , (A.21)

这里引入了无量纲功率谱 ∆2(k)；它度量单位 ln k 区间内的密度场方差，并且不同于 P (k)，不依赖
所采用的 Fourier 约定。在我们的约定下，∆2(k) ≡ k3P (k)/(2π2)。
这些结果可推广到高阶相关函数。例如，双谱 B(k1,k2,k3) 是期望值

⟨δ(k1)δ(k2)δ(k3)⟩ = B(k1,k2,k3)(2π)
3δD(k1 + k2 + k3) . (A.22)

狄拉克 δ 函数确保波矢 ki 对应三角形的三条边，从而使三点函数在平移下不变。各向同性还意味
着 B 只能是波数 ki = |ki| 的函数。与功率谱类似，三点连通相关函数是双谱的 Fourier 变换：

ξ(3)(x1,x2,x3) = (2π)3
∫
k1

∫
k2

∫
k3

δD(k1 + k2 + k3)B(k1,k2,k3)e
i[k1·x1+k2·x2+k3·x3] . (A.23)
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三谱和更高阶多谱以相同方式定义。
最后，矢量场和张量场在 Fourier 空间中的两点相关函数，例如

⟨δ(k)vi(k′)⟩′ , ⟨vi(k)vj(k′)⟩′ , ⟨δ(k)Kij(k
′)⟩′ , ⟨Kij(k)Klm(k

′)⟩′ , (A.24)

可分解为矢量 k̂i、张量 δij 与 (k̂mk̂n − δmn/3)［参见 Eq. (2.22)］以及完全无迹投影张量的乘积：

Pijlm
(
k̂
)
= k̂ik̂j k̂lk̂m − 1

7

(
δij k̂lk̂m + 5 perm.

)
+

1

35
(δijδlm + 2 perm.) . (A.25)

我们经常使用密度场的平滑版本 δR，它由球对称滤波核 WR 与密度场卷积得到，其中 R 表示
滤波尺度。本文把滤波核归一化为

∫
d3xWR(|x|) = 1，这意味着 limk→0WR(k) = 1。最常用的三种

滤波核 WR(x) 及其 Fourier 变换 WR(k) 分别是：

• sharp-k 滤波器：

WR(x) =
3

4πR3

[
3
j1(x/R)

x/R

]
, WR(k) = ΘH(1− kR) (A.26)

• 高斯滤波器：

WR(x) =
1

[2πR2]
3/2
e−

1
2x

2/R2

, WR(k) = e−
1
2R

2k2 (A.27)

• 顶帽滤波器：

WR(x) =
3

4πR3
ΘH

(
1− x

R

)
, WR(k) = 3

j1(kR)

kR
. (A.28)

这里，Θ(x) 是 Heaviside 阶跃函数（Tab. 2），而

j1(x) =
sinx− x cosx

x2
(A.29)

是球贝塞尔函数。注意到实空间中的卷积对应 Fourier 空间中的乘法（反之亦然），随机场在尺度 R

上的方差为

σ2(R) = ⟨δ2R⟩ =
∫ ∞

0

dk

k
∆2(k) |WR(k)|2 . (A.30)

A.3 高斯随机场

高斯随机场在宇宙学中至关重要，主要有两个原因。第一，暴胀范式预言，产生宇宙大尺度结
构的原初涨落近似服从高斯统计；CMB 观测也证实了这一点，发现 CMB 温度的高斯性精确到约
千分之一 [580]。第二，中心极限定理指出，大量互不相关随机过程的叠加渐近于高斯分布；它经常
可用于大尺度结构，例如投影密度场 [856]。
均值为零的高斯随机场定义为：其分布函数由多元高斯分布给出，

Pn(y) =

√
detC−1

(2π)n/2
exp

(
−1

2
y⊤C−1y

)
, (A.31)

其中 y 是随机矢量 (δ(x1), . . . , δ(xn))，C−1 表示协方差矩阵的逆，而协方差矩阵元为

Cij = ⟨δ(xi)δ(xj)⟩ . (A.32)
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注意，协方差矩阵是对称半正定的（这也意味着 |C| ≥ 0）。
高斯随机场的一个关键性质是，在 Fourier 表示中，Fourier 模的相位服从彼此独立的白噪声分

布。等价地，各系数的实部和虚部分别服从独立高斯分布。假设涨落场 δ(x) 在体积 V = L3 中具
有周期性，则 Eq. (A.12) 中的积分

∫
k
被 (1/V )

∑
k 取代，其中求和遍历 (nx, ny, nz)kF 的整数倍，

kF = 2π/L 是基频波数。此时 δ(k) 是无量纲的。再把 δ(k) 的实部和虚部分别记作 Re δk 与 Im δk。
二者的联合概率分布是二元高斯分布：

p
(
Re δk, Im δk

)
dRe δkd Im δk =

1

πσ2
k

exp
[
−(Re δk)2 + (Im δk)

2

σ2
k

]
dRe δkd Im δk , (A.33)

其中 σ2
k = (2π)3P (k)/k3F 是 Re δk 和 Im δk 的方差（由于各向同性，它只依赖 k）。用振幅 |δk| 和相

位 ϕk 表示时，有

p(|δk|, ϕk)d|δk|dϕk =
1

πσ2
k

exp
[
−|δk|2

σ2
k

]
|δk|d|δk|dϕk , (A.34)

即 |δk| 服从瑞利分布。注意，对于实标量场 δ(x)，还存在约束 Re δ−k = Re δk、Im δ−k = − Im δk；
此时只须在半个平面（例如 kz ≥ 0）上生成 δk。

对均匀高斯随机场而言，全部统计信息都包含在连通两点相关函数 ξ(2)(x) 中，或等价地包含在
功率谱 P (k) 中。所有高阶连通相关函数恒为零，因此从观测中测量它们就是对高斯性的严格检验。
此时，n 点相关函数 ⟨δ(x1) . . . δ(xn)⟩ 简化为不可约两点函数 ξ(2) 的乘积之和。这一性质称为 Wick
定理。例如，Eq. (A.6) 中的四点相关量简化为

⟨δ(x1)δ(x2)δ(x3)δ(x4)⟩ = ξ(2)(x1,x2)ξ
(2)(x3,x4) + 2 perm. . (A.35)

当前观测发现，初始条件与完全高斯性相容，尤其是 CMB 测量如此；但受引力不稳定性和星
系偏置影响，观测到的晚期星系分布具有很强的非高斯性。因此，原初 CMB 各向异性的分布近乎
完美高斯，完全可由功率谱描述；与之不同，描述星系分布还需要高阶相关函数。注意，密度对比
度（乃至 CMB 温度）不可能严格服从高斯分布，因为该场必须满足物理约束 δ > −1。不过，当涨
落振幅很小，即密度涨落仍处于线性区间时，高斯性可以是良好近似。
高斯统计场的似然如此简单，因而可以导出若干重要解析结果，包括初始密度场中的峰数密度

（Sec. 6.2）。如 Sec. 6.6 和 [100] 所述，还可为高斯场导出精确的重整化偏置算符。为此，针对给定
权函数 p(w)（例如五个峰不变量的联合 PDF）定义正交多项式 [857]。正交多项式满足∫

dnw p(w)On(w)O⋆
n′(w) = δnn′ , (A.36)

其中 O⋆
n 是 On 的对偶多项式，n,n′ 是指标集合，δnn′ 表示这些集合所成空间中的 Kronecker 符

号，而 p(w) 是五个峰不变量的一点联合分布。只依赖矢量 w 单个分量的一元正交多项式，始终与
自身对偶。
下面给出 Sec. 6.6.1 使用的二元 Hermite 多项式最初几个对偶多项式 [细节见 196]：

H⋆
n0(ν, J1) = Hn(ν) , H⋆

0n(ν, J1) = Hn(J1) ,

H⋆
11(ν, J1) = νJ1 − γ1 ,

H⋆
21(ν, J1) = ν2J1 − J1 − 2γ1ν ,

H⋆
12(ν, J1) = νJ2

1 − ν − 2γ1J1 ,

H⋆
31(ν, J1) = ν3J1 − 3νJ1 − 3γ1ν

2 + 3γ1 ,

H⋆
22(ν, J1) = ν2J2

1 − ν2 − J2
1 − 4γ1νJ1 + 1 + 2γ21 . (A.37)

注意，也可像 [492]那样使用变量 z = (J1−γ1ν)/
√
1− γ21 代替 J1，从而最终只需使用一元 Hermite

多项式。
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B 宇宙学微扰论

在本附录中，我们回顾用微扰论描述暗物质密度场和速度场非线性引力演化的方法。在微扰偏
置展开适用的大尺度上，涡度和重子压强的影响都很小，因此宇宙物质密度场的非线性演化可以很
好地近似为一种自引力、无压、速度为纵向的单流体。忽略上述效应所引起的修正将在B.3中讨论。

B.1 标准微扰论

在无压流体近似下，密度场 δ(x, τ) 和速度场 v(x, τ) 的时间演化由连续性方程、欧拉方程和泊
松方程控制：

∂

∂τ
δ(x, τ) +∇ · {[1 + δ(x, τ)]v(x, τ)} = 0 (B.1)

∂

∂τ
v(x, τ) + [v(x, τ) ·∇]v(x, τ) +H(τ)v(x, τ) = −∇Φ(x, τ) (B.2)

∇2Φ(x, τ) =
3

2
H2Ωm(τ)δ(x, τ) . (B.3)

严格来说，这些方程只对 ΛCDM 成立；不过，对于正则的、非成团暗能量模型，它们同样具有很高
的精度，因为暗能量组分的声视界为 H−1 量级（简要讨论见 Sec. 8.3）。

在傅里叶空间中，我们可以消去引力势 Φ，并用速度散度 θ ≡ ∇ · v(x, τ) 表示纵向速度场，从
而得到下面两个方程：

∂δ(k, τ)

∂τ
+ θ(k, τ) = −

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)α(k1,k2)θ(k1, τ)δ(k2, τ), (B.4)

∂θ(k, τ)

∂τ
+H(τ)θ(k, τ) +

3

2
H2(τ)Ωm(τ)δ(k, τ) = −

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)β(k1,k2)θ(k1, τ)θ(k2, τ).

(B.5)

其中 kij··· ≡ ki + kj + · · ·，且

α(k1,k2) =
k12 · k1

k21
, β(k1,k2) =

k212(k1 · k2)

2k21k
2
2

. (B.6)

在 SPT 中，将 Eqs. (B.4)–(B.5) 关于线性密度反差 δ(1)(k, τ) 作微扰求解：

δ(k, τ) =
∞∑
n=1

δ(n)(k, τ), θ(k, τ) =
∞∑
n=1

θ(n)(k, τ), (B.7)

其中上标 (n) 表示该项含有线性密度反差的 n 次幂；我们称这样的项为 微扰论 n 阶项。
在非常大的尺度上，k → 0，δ(1) 远小于 1，因而可以忽略 Eqs. (B.4)–(B.5) 右端的二次源项。

此时所有傅里叶模彼此独立地演化，线性密度反差 δ(1)(k, τ) 的演化满足一个二阶常微分方程：

∂2

∂τ 2
δ(1)(k, τ) +H(τ)

∂

∂τ
δ(1)(k, τ)− 3

2
Ωm(τ)H2(τ)δ(1)(k, τ) = 0 . (B.8)

可以看到，这个时间演化方程与尺度无关；也就是说，所有傅里叶模都以相同速率演化，与 k 无关。
事实上，这正是 Sec. 2.5.2–2.5.3中能够将密度场的时间导数依次重排为更高微扰阶的原因。于是可
以写成 δ(1)(k, τ) = [D(τ)/D(τ0)]δ

(1)(k, τ0)，把线性增长因子 D(τ) 提取出来，其中 τ0 是参考时刻，
而 D(τ) 满足

d2

dτ 2
D(τ) +H d

dτ
D(τ)− 3

2
Ωm(τ)H2D(τ) = 0 , (B.9)
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初始条件取为使 D(τ) 沿增长模演化；在物质主导时期，这对应于 D(τ) ∝ a(τ)。除非另有说明，本
综述中的所有关系都不依赖于增长因子的整体归一化。作为参考，常用的两种选择是：i) 在物质主
导时期（a≪ 1）取 D(τ) = a(τ)，文中记作 Dmd(τ)；ii) 取 D(τ0) = 1，其中 τ0 对应当前时代。
由线性化的连续性方程［Eq. (B.4)］可得线性理论中的速度散度场：

θ(1)(k, τ) = −d lnD(τ)

dτ
δ(1)(k, τ) = −fH(τ)δ(1)(k, τ) , (B.10)

其中对数增长率 f(τ) ≡ d lnD/d ln a。注意，恒等式

d(Hf)
dτ

= H2

(
3

2
Ωm − f − f2

)
(B.11)

由线性运动方程推出。
运动方程 Eqs. (B.4)–(B.5) 启发我们将 Eq. (B.7) 中的 n 阶解假设为

δ(n)(k, τ) =

∫
k1

· · ·
∫
kn

(2π)3δD(k − k12···n)Fn(k1, · · · ,kn, τ)δ(1)(k1, τ) · · · δ(1)(kn, τ)

θ(n)(k, τ) =−H(τ)f(τ)

∫
k1

· · ·
∫
kn

(2π)3δD(k − k12···n)Gn(k1, · · · ,kn, τ)δ(1)(k1, τ) · · · δ(1)(kn, τ),

(B.12)

其中 Fn 和 Gn 分别为经过对称化的密度核与速度散度核。由线性解显然有 F1 = G1 = 1。把假设
Eq. (B.12) 代入 Eqs. (B.4)–(B.5)，即可得到这些核的演化方程（例如见 [250]）。一般而言，Fn 和
Gn 依赖于时间，除非 Ωm/f

2 不随时间变化。EdS 宇宙正是这种情形，其中 Ωm = f = 1，核的形
式因而特别简单。SPT 中通常先计算 EdS 宇宙里与时间无关的核，再把相同的核用于其他宇宙学。
在这种处理下，线性增长函数编码了 SPT 非线性解的全部宇宙学依赖性。对于 ΛCDM 和精质宇宙
学，这一方法能极其精确地描述完整解 [858]。具体而言，EdS 宇宙学中的二阶核 F2 和 G2 为

F2(k1,k2) =
5

7
+

2

7

(k1 · k2)
2

k21k
2
2

+
k1 · k2

2k1k2

(
k1
k2

+
k2
k1

)
,

G2(k1,k2) =
3

7
+

4

7

(k1 · k2)
2

k21k
2
2

+
k1 · k2

2k1k2

(
k1
k2

+
k2
k1

)
. (B.13)

二阶密度场和速度场也可在实空间中写为

δ(2)(x, τ) =
17

21
[δ(1)]2 +

2

7
[K

(1)
ij ]2 − si(1)∂iδ

(1) , (B.14)

− 1

H(τ)f(τ)
θ(2)(x, τ) =

13

21
[δ(1)]2 +

4

7
[K

(1)
ij ]2 − si(1)∂iδ

(1) , (B.15)

其中 Eq. (B.14) 右端的所有量均在 x, τ 处取值。这里

s(1)(q, τ) = x
(1)
fl (τ)− q = − ∇

∇2
δ(1)(q, τ) (B.16)

是一阶拉格朗日位移，而

K
(1)
ij =

[
∂i∂j
∇2

− 1

3
δij

]
δ(1) (B.17)

是一阶潮汐场［Eq. (2.21)］。实空间中的三阶表达式由下文的 Eq. (B.46) 与 Eq. (B.48) 共同给出。
最后，我们给出物质与速度功率谱的次领阶（NLO，即单圈）贡献。为简洁起见，下面省略时间

变量；需要时，可在线性功率谱和微扰论核中轻易恢复它。NLO物质功率谱写为 Pmm(k) = PL(k)+
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P nlo
mm(k)，其中

P nlo
mm(k) = P (22)

mm (k) + 2P (13)
mm (k) , (B.18)

P (22)
mm (k) ≡ ⟨δ(2)(k)δ(2)(k′)⟩′ = 2

∫
p

[F2(p,k − p)]
2
PL(p)PL(|k − p|) = I [δ(2),δ(2)](k)

P (13)
mm (k) ≡ ⟨δ(1)(k)δ(3)(k′)⟩′ = 3PL(k)

∫
p

F3(p,−p,k)PL(p) , (B.19)

其中 I [O,O′](k) 定义于 Eq. (4.23)，P (13)
mm (k) 的显式表达式见 [859]。类似地，NLO 物质–速度互功

率谱与速度–速度功率谱分别为 Pmθ(k) = −fHPL(k) + P nlo
mθ (k) 和 Pθθ(k) = (fH)2PL(k) + P nlo

θθ (k)，
其中

P nlo
mθ (k) = P

(22)
mθ (k) + 2P

(13)
mθ (k) , (B.20)

P
(22)
mθ (k) ≡ ⟨δ(2)(k)θ(2)(k′)⟩′ = −2Hf

∫
p

F2(p,k − p)G2(p,k − p)PL(p)PL(|k − p|)

P
(13)
mθ (k) ≡ 1

2

[
⟨θ(1)(k)δ(3)(k′)⟩′ + ⟨δ(1)(k)θ(3)(k′)⟩′

]
= −1

2

[
(Hf)P (13)

mm (k) + (Hf)−1P
(13)
θθ (k)

]
P nlo
θθ (k) = P

(22)
θθ (k) + 2P

(13)
θθ (k) , (B.21)

P
(22)
θθ (k) ≡ ⟨θ(2)(k)θ(2)(k′)⟩′ = 2(Hf)2

∫
p

[G2(p,k − p)]
2
PL(p)PL(|k − p|)

P
(13)
θθ (k) ≡ ⟨θ(1)(k)θ(3)(k′)⟩′ = 3(Hf)2PL(k)

∫
p

G3(p,−p,k)PL(p) . (B.22)

人们已利用模拟广泛研究了 SPT 对非线性物质功率谱与双谱的预测精度 [101, 127, 248, 269,
283, 287, 612, 860–863]。此外，文献 [101] 表明，在非线性尺度更小的高红移（z > 1）处，预测精
度会显著提高（见下文）。

B.2 大尺度结构的费曼规则

借助图示表示，可以高效地计算微扰论中的物质与星系统计量。费曼规则如下（详细说明见
[344]）：

1. n 点关联函数由一组带有 n 条向外外腿的图表示。

2. 相互作用顶点有 m ≥ 2 条入射线 p1, · · · ,pm，它们耦合到一条出射线 p。每个这样的顶点赋
予因子

m!Fm(p1, · · · ,pm)(2π)3δD(p− p1···m) . (B.23)

对出射（入射）动量赋予正（负）号。每条入射线都必须直接连接到一个传播子（线性功率谱）。
26

3. 传播子表示为具有两条相反动量 ±k 出射线的顶点
PL(k)

−k k
，并赋予因子 PL(k)。

4. 对所有未由动量约束确定的动量作如下积分：∫
p

≡
∫

d3p

(2π)3
. (B.24)

不含任何圈积分的图称为领阶（LO）图，也称树图级图。
26这是因为，相互作用顶点彼此直接连接的图已经被吸收到更高阶相互作用顶点之中。
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5. 每幅图都乘以对称因子，它计入外线所有不等价标记以及图的简并构型数目。

例如，物质功率谱的 NLO 贡献［Eq. (B.18)］可表示为

P nlo
mm(k) = P (22)

mm (k) + 2P (13)
mm (k) =

F2 F2

+
F3

.

(B.25)

B.3 有效场论与非线性尺度

迄今所考虑的无压流体方程 Eqs. (B.1)–(B.2) 严格来说并不正确，因为它们既没有计入暗物质
的壳层交叉，也没有计入重子组分中的压强。实际上，暗物质由无碰撞玻尔兹曼方程，即 Vlasov 方
程控制；该方程预言小尺度上会出现多流。事实上，Eqs. (B.1)–(B.2)是通过截断 Vlasov方程的速度
矩层级并舍弃二阶及更高阶矩得到的，而这些高阶矩包含有效压强和各向异性应力。另一方面，小
尺度上的重子流体压强不能忽略。大尺度结构有效场论方法（EFTofLSS；[83, 84]）为计入小尺度扰
动所产生的、超出无压理想流体近似的贡献提供了严格框架。本质上，它可以看作对一种满足能动
量守恒的特殊示踪物所作的偏置展开；后一个条件实际上保证 Eqs. (B.1)–(B.2) 只会受到高阶导数
贡献的修正。

EFT贡献的推导从在任意尺度 Λ上平滑密度场 δΛ(x, τ)与速度场 vΛ(x, τ)开始，仅保留 k ≲ Λ

的模（见 Sec. 2.10）。虽然这一操作抹去了小尺度扰动，但后者会贡献随机项，并且还会受到 δΛ 与
vΛ 的调制，从而产生额外的长波贡献。最终，欧拉方程右端会出现 −∂jτ ij/ρm 项，其中有效应力张
量 τij 刻画小尺度涨落诱导的压强力和黏滞力。将其按大尺度涨落展开到领阶，有效应力张量可写
为 [83, 84]

[τij ]Λ = peff(Λ)δij+ρm

[
c2s(Λ)δΛδij −

c2bv(Λ)

aH
δij∇ · vΛ − 3

4

c2sv(Λ)

aH

(
∂iv

j
Λ + ∂jv

i
Λ − 3

2
δij∇ · vΛ

)]
+· · · .

(B.26)
这里，peff、cs、cbv、csv 分别为依赖于 Λ 的有效压强、绝热声速、体黏滞系数和剪切黏滞系数。注
意，peff 会给物质速度 vi(k) 带来随机贡献，该贡献在傅里叶空间中正比于 iki（另见 Sec. 2.8）。由
于 cs, cbv, csv 源自小尺度密度场和速度场对大尺度环境的依赖，原则上可以遵循类似 Sec. 3所讨论
的峰值–背景分离论证，通过数值方法计算它们。此外，有效应力张量 τij 可以在一组反项基底上展
开到任意阶；该基底由 Sec. 2.5.3的一般欧拉偏置展开中所用的同一组 Π

[n]
ij 构造 [344]。

对于本综述所给表达式涉及的最高阶，即扰动三阶，只有一个 EFT 贡献：

δ
(3)
Λ

∣∣∣
c.t.

(k, τ) = −α(τ,Λ)D3(τ)
k2

k2nl
δ(1)(k, τ)WΛ(k) , (B.27)

其中 “c.t.” 代表反项，WΛ 表示用于积掉小尺度模的平滑核，knl 是下文将定义的非线性尺度。自由
系数 α 无法由微扰论预言，必须通过拟合模拟或观测来确定；本质上，它对应于一个有效声速。现
在可以选取趋于零的平滑尺度 Λ−1 → 0，此时 NLO 物质功率谱［Eq. (B.18)］会得到另一项贡献：

P nlo
mm

∣∣∣
c.t.

(k, τ) = −2D2(τ)(2π)c2s
k2

k2nl
PL(k, τ) , (B.28)

这里用 c2s 取代了 limΛ−1→0 α(Λ)。由此得到 Eq. (4.22) 中的贡献，其中增长因子 D2(τ) 已被吸收到
c2s,eff 内。进一步允许用模拟拟合 cs 后，该修正项会吸收 Eq. (B.18) 中 SPT 贡献 P

(13)
mm 对那些微扰

论无法描述的、完全非线性小尺度模的依赖。经验上得到的 cs 为 1 量级（例如 [85]）。注意，物质
功率谱的领阶随机 EFT 贡献按 k4P

{4}
εm (τ) 标度 [346]，其中 εm ∝ peff，P

{4}
εm (τ) 是其低 k 极限下只
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依赖时间的功率谱振幅。质量和动量守恒要求它按 k4 标度 [71, 344]。按项的微扰计数，这是一项更
高阶贡献；不过，εm 与 NLO 暗晕–物质互功率谱有关（Sec. 4.1.4）。
下面讨论在给定尺度 k 上，物质与有偏示踪体 n 点函数中的高阶非线性项一般有多大。最重

要的尺度是非线性尺度；这里将其定义为无量纲物质功率谱 k3PL(k)/(2π
2) 等于 1 的尺度。应注

意，这里可以采用多种不同定义，因为这只是对高阶修正达到 1 量级之尺度的粗略估计。在我们的
参考宇宙学中，它对应于 knl(z = 0) ≃ 0.25hMpc−1。在该尺度及更小尺度上，PL(k) 可近似为幂律
PL(k) ∝ kn；依所选的具体拟合区间，n = −1.9 · · · − 1.7。如 Sec. 4.1.4所述，n 点函数的高阶 SPT
贡献大致按 (k/knl)

n+3 ∼ (k/knl)
1.1···1.3 标度，而当 cs = O(1) 时，领阶 EFT 项按 (k/knl)

2 标度。

B.4 红外重求和

本附录迄今（以及 Sec. 4.1.4中）讨论的微扰展开和项的计数，依赖于线性物质功率谱平滑且缓慢
变化这一假设。实际上，复合之前重子–光子流体中的等离子体振荡会在线性物质功率谱中留下小振
幅振荡图样，即文献 [41]最早指出的著名 BAO特征。其振荡周期为 kBAO = 2π/rs ≈ 0.06hMpc−1，
其中 rs ≈ 106h−1 Mpc 是复合时的声视界。Silk 阻尼会使这些振荡向高 k 方向衰减。

现在考虑波数 p ∼ kBAO 的扰动。该模诱导位移 s，从而移动满足 k ≫ p 的小尺度扰动。在微
扰论中，这一效应在二阶由贡献 si∂iδ 刻画。然而，由于位移本身在 rs 量级的尺度上受到调制，高
阶位移项对功率谱振荡（“波纹”）部分的影响并未受到压低。好在这是一种纯位移效应，也就是坐
标变换，因此这些项可以重求和 [269–272]。这种重求和依赖于以下事实：(i) 产生位移的相关模处
于微扰区间（p ≲ 0.2hMpc−1）；(ii) 振荡特征的形状已知。关键在于，只对这种振荡特征所受的长
波位移效应进行重求和，因为得到增强的正是这些效应。
首先，把线性功率谱分解为平滑部分（s）和振荡部分（w）：

PL(k) = P sL(k) + PwL (k) , (B.29)

where
PwL (k) = sin

(
k

kBAO

)
fenv(k) (B.30)

是严格振荡的函数，其振幅由平滑包络 fenv(k) 控制，而 P sL(k) 定义为余下部分。于是，作用于振
荡部分的红外重求和给出 [272] 27 （类似结果见 [270, 271, 864]）

P IR-resum.
mm (k) = P sL(k) + exp

[
−Σ2(ϵk)k2

] (
1 + Σ2(ϵk)k2

)
PwL (k)

+ P nlo
mm

[
PL(k

′) → P sL(k
′) + exp

(
−Σ2(ϵk′)k′2

)
PwL (k′)

]
(k) . (B.31)

这里，P nlo
mm[· · · ](k) 表示使用经过红外重求和的线性功率谱计算的 NLO 物质功率谱 Eq. (B.18)。最

后，

Σ2(Λ) =
1

6π2

∫ Λ

0

dpPL(p) [1− j0(prs) + 2j2(prs)] (B.32)

实质上是线性拉格朗日位移的协方差 ⟨sisj⟩ 在角平均后，并在尺度 Λ 上用锐- k 滤波器平滑所得的
结果。ϵ ≪ 1 是控制红外重求和向下进行到何种尺度的参数；文献 [271] 取 ϵ = 1/2。Eq. (B.31) 第
一行括号中的 +Σ2k2 项避免重复计数第二行 NLO 表达式中已出现的项。如 [270–272, 864] 所示，
在 BAO 特征附近的尺度上（实空间中 r ∼ rs；傅里叶空间中 0.05hMpc−1 ≲ k ≲ 0.3hMpc−1），红
外重求和后的物质功率谱及其傅里叶变换——关联函数——显著改善了这些关联形状与完整 N 体
模拟之间的符合程度。

27见该文式 (7.4)；由于数值上很小，我们舍去了该表达式中正比于 D6 的双圈阶位移项。还要注意 [272] 采用了不同的傅里叶约定。



宇宙学微扰论 209

在导致位移的软模波长 1/p 的领阶，由于等效原理，物质与 LSS 示踪物的位移相同（Sec. 2.7；
另见 [865]）。这意味着，只需将 Eq. (B.31) 推广为下式，就能直接在实空间暗晕和星系成团的预测
中使用红外重求和：

P IR-resum.
hm (k) = b1P

s
L(k) + b1 exp

[
−Σ2(ϵk)k2

] (
1 + Σ2(ϵk)k2

)
PwL (k)

+ P nlo
hm

[
PL(k

′) → P sL(k
′) + exp

(
−Σ2(ϵk′)k′2

)
PwL (k′)

]
(k) , (B.33)

以及

P IR-resum.
hh (k) = b21P

s
L(k) + b21 exp

[
−Σ2(ϵk)k2

] (
1 + Σ2(ϵk)k2

)
PwL (k) + P {0}

ε

+ P nlo
hh

[
PL(k

′) → P sL(k
′) + exp

(
−Σ2(ϵk′)k′2

)
PwL (k′)

]
(k) , (B.34)

其中，每个方程的第二行都是在 Eq. (4.22) 中用红外重求和版本替换线性功率谱得到的。原因仍然
是，红外重求和只处理位移项，而在导数领阶，偏置只通过平凡因子 b1 修正这些项。从星系静止系
到红移空间的位移（Sec. 9.3.2）也同样如此，其红外贡献亦可作重求和。文献 [89, 180, 865–867] 给
出了红移空间二点函数的重求和结果。

B.5 对流 SPT 方法与三阶守恒演化

本节给出 Sec. 2.4简要介绍的、在微扰三阶计算守恒有偏示踪体演化的一些细节。“对流 SPT”
方程组由物质的连续性方程和欧拉方程 Eqs. (B.1)–(B.2)，以及有偏示踪体的连续性方程 Eq. (2.17)
组成，可以紧凑地写为

D
DτΨ = − σ ·Ψ+ S (B.35)

其中

Ψ(x, τ) =


δg(x, τ)

δ(x, τ)

θ(x, τ)

 ; σ(τ) =


0 0 1

0 0 1

0 3
2
ΩmH2 H

 ; S(x, τ) =


−δg θ

−δ θ

−(∂ivj)
2

 . (B.36)

σ 是简并的这一事实已经表明，这三个方程并非真正耦合；相反，δg 的方程可以像 Sec. 2.3那样单
独积分。Eq. (B.35) 使得 δ 和 δg 都能得到方便而紧凑的推导。下面把该方程组求解到三阶。

源项

我们的目标是沿流体轨迹积分 Eq. (B.35)。然而，源项 S 中存在一些微妙之处，尤其是第三个
分量 S3 = (∂ivj)

2，因为这里的导数是对欧拉坐标 x 求的。速度剪切 ∂ivj 与自由度 δ, θ 本身具有非
局域关系［因为 v = (∇/∇2)θ］。可以利用这样一个技巧：位移是沿流体轨迹 xfl(q, τ) 对本动速度
的积分，因此

v(xfl[q, τ ], τ) =
D
Dτ s(q, τ) . (B.37)

本节以下用撇号简记随流导数 D/Dτ。此外，还需要通过下式把导数从 x 变换到流体流坐标，即拉
格朗日坐标 q：

∂ix =
(
[1+M ]

−1
)i
j
∂jq , (B.38)

其中 M ij = ∂iqs
j。到二阶可得

∂ixv
j =

[
∂iq + (∂iqsk)∂

k
q

]
s′j +O([δ(1)]3) . (B.39)
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这里，左端定义于欧拉坐标 (x, τ)，右端各量则定义于相应的拉格朗日坐标 q。利用这些表达式，可
以构造完全以随流时间导数和拉格朗日空间导数表示的源项。具体而言，源项的第三个分量 S3 在
一阶和二阶分别为（见 [131] 附录 B）

(S(1))3 = − [a′(τ)]2
[
(K(1))2 +

1

3
(δ(1))2

]
τ0

(S(2))3 = 2a [a′(τ)]2
[
−2

3
δ(1)σ(2) − 2K

(1)
ij Dijσ(2) +

1

9
(δ(1))3 + δ(1)(K(1))2 + (K(1))3

]
τ0

, (B.40)

其中

σ(2) ≡ ∂ks
(2)k =

1

2

[
−2

7
(δ[1])2 +

3

7
(K [1])2

]
(B.41)

是二阶拉格朗日位移的散度。

初始条件

为了积分 Eq. (B.35)，需要给出某个初始时刻 τ∗ 的初始条件。δ∗, θ∗ 通过仅将物质部分 [Ψ]i=2,3

从 τ = 0 积分到 τ = τ∗ 得到。全文只考虑密度场和速度场的最快增长模解；也就是说，假定末时刻
τ 足够晚，使所有缓慢增长模都处于次主导地位 [503, 505]。

在 Sec. 2.4所述假设下，“形成时刻” 的星系密度 δ∗g 由 Eq. (2.44) 给出；为方便起见，这里将其
重写如下：

δ∗g ≡ δg(xfl(τ∗), τ∗) =
3∑

n=1

b∗n
n!

[δ∗]n + b∗K2 tr
[
(K∗

ij)
2
]
+ b∗K3 tr

[
(K∗

ij)
3
]
+ bδK2δ∗ tr

[
(K∗

ij)
2
]

+ ε∗ + ε∗δδ
∗ + ε∗δ2 [δ

∗]2 + ε∗K2 tr
[
(K∗

ij)
2
]
, (B.42)

这里以及下文中，上标 ∗ 表示相应量在 x∗ ≡ xfl(τ∗) 和 τ∗ 处取值。假定随机场 ε∗, ε∗X（X = δ、δ2、
K2）为一阶随机变量。

解

把矩阵 A(τ, τi) 定义为满足下列边界条件之矩阵常微分方程的解：

∂τA(τ, τi) + σ(τ)A(τ, τi) = 0; A(τ, τ) = 1 . (B.43)

为了得到封闭的解析表达式，我们将讨论限制在 EdS 宇宙中。此时，A 具有由增长模和衰减模构成
的简单形式，这两种模分别按 a(τ) ∝ τ2 和 H(τ) ∝ τ−3 标度（见 [131] 附录 B）。在最终结果中，再
按照 Eq. (B.12) 之后所述，用增长因子 D(τ) 替换标度因子 a(τ)。

给定上面 Eq. (B.35) 的初始条件 Ψ(x∗, τ∗) = (δ∗g , δ
∗, θ∗)，其中 δ∗g 由 Eq. (B.42) 给出，则

Eq. (B.35) 的特解为

Ψ(x, τ) = A(τ, τ∗)


δ∗g

δ∗

θ∗

+

∫ τ

τ∗

dτ ′ A(τ, τ ′)S(xfl(τ
′), τ ′) . (B.44)

Eq. (B.44)的解释很清楚：位置 (x, τ)处流体和星系的密度与速度，由源项乘以格林函数 A(τ, τ ′)后
沿流体轨迹积分给出。Eq. (B.44)导出了物质的 SPT结果，尤其是那些在含时坐标平移 x → x+ξ(τ)

下不变的项。Eq. (B.44) 未能刻画的非不变项，恰好是联系拉格朗日坐标解与欧拉坐标解的位移项。
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最后，把这些位移展开到相同微扰阶，便精确得到 SPT 结果。因此，与拉格朗日微扰论相似，对流
SPT 计算精确追踪了位移项（即对它们进行了重求和）。
在二阶，我们重新得到先前的结果 Eq. (2.33) 以及 Eqs. (B.14)–(B.15)。具体而言，解为

Ψ(2)(x, τ) =


bE1 (τ)δ

(2) + bE2 (τ)(δ
(1))2/2 + bEK2(τ)(K

(1)
ij )2 + εEδ (τ)δ

(1)

D2(τ)
[
17
21
(δ(1))2 + 2

7
(K

(1)
ij )2

]
−D(τ)Ḋ(τ)

[
13
21
(δ(1))2 + 4

7
(K

(1)
ij )2

]

q

. (B.45)

在三阶，物质场为 [131]28

δ(3) =
341

567
δ3 +

11

21
K2δ +

2

9
K3 +

1

6
Otd

θ(3) = − fH
[
71

189
δ3 +

5

7
K2δ +

2

3
K3 +

1

2
Otd

]
, (B.46)

其中 Kn 代表 tr[Kn
ij ]，右端所有量均在线性阶及 τ 时刻取值。Otd 定义于 Eq. (2.50)。注意，尽管

Eq. (B.46) 中出现的所有量都是用对 x 的导数定义的，但这些项中欧拉导数与拉格朗日导数的区别
只在更高阶才重要。还要注意，正如预期的那样，δ(3) 中 δ3 项的系数恰好等于 EdS 宇宙中球形坍
缩微扰展开的三阶系数［Eq. (2.14)］：对于球对称扰动，Kij = 0，而 δ(3) 必须退化为球形坍缩解
微扰展开中的三次项。据作者所知，尽管形式相当简单，文献 [131] 首次给出了实空间中 δ(3), θ(3)

的完整表达式。有趣的是，文献 [136] 从椭球坍缩 [435, 444] 导出的非线性密度表达式并不包含形
如 KijDijσ

(2) 的项，尽管它在二阶与 PT 结果相符。文献 [445] 的局域潮汐近似（LTA），以及文献
[150] 导出的完全相对论性局域近似，也得到同样的结论。其根本原因在于，孤立椭球扰动的演化方
程只是一种近似，因为它们忽略了与大尺度环境的动力学相互作用。允许一般构型时，宇宙学中潮
汐场的非线性演化是非局域的 [148, 149, 868]。

最后，为了得到标准欧拉微扰论中固定阶的密度，需要通过对自变量作展开，将 Ψ 从固定拉格
朗日位置位移到欧拉位置。定义欧拉解 ΨE 为

ΨE(x) = Ψ(x− s[q, τ ]) . (B.47)

右端的 Ψ 包含上面得到的全部不变项。现在既对 s 作泰勒展开，也对 s 作微扰展开，同时注意 s

本身是拉格朗日位置而非欧拉位置的函数。在三阶得到

ΨE,(3)(x, τ) =Ψ(3) − si(1)∂iΨ
(2) −

[
si(2) − sj(1)(∂js

i
(1))
]
∂iΨ

(1) +
1

2
si(1)s

j
(1)∂i∂jΨ

(1) , (B.48)

其中右端所有量均在 x, τ 处取值；Ψ(n) = {δ(n)g , δ(n), θ(n)}在 n = 2时由 Eq. (B.45)给出，在 n = 3

时则分别由 Eq. (2.49) 和 Eq. (B.46) 给出。正如预期的那样，从拉格朗日位置到欧拉位置的位移仅
仅是坐标平移，因此在任何阶都不影响偏置关系。

B.6 EdS 背景之外的守恒演化与偏置展开

现在允许更一般的膨胀史，特别是 ΛCDM 或精质（忽略暗能量组分中的扰动），并推导这会如
何改变对流 SPT方法中守恒示踪物的演化方程。为此，把运动方程 Eq. (2.43)中的时间坐标变换为
lnD，其中 D 是线性增长因子［Eq. (B.9)］。根据增长率 f 的定义，有 d lnD/dτ = Hd lnD/d ln a =

Hf，因此引入
ṽ ≡ (Hf)−1v 以及

D
D lnD ≡ ∂

∂ lnD + ṽi∂i . (B.49)

28注意，[131] 的式 (B23) 中，θ(3) 缺少一个整体负号。
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注意，在线性阶 θ̃ = ∂iṽ
i = −δ。利用 Eq. (B.11) 可得

D
D lnD Ψ̃ = − σ̃ · Ψ̃+ S̃ (B.50)

Ψ̃(x, τ) =


δg(x, τ)

δ(x, τ)

θ̃(x, τ)

 ; σ̃(τ) =


0 0 1

0 0 1

0 3
2
Ωm
f2

3
2
Ωm
f2 − 1

 ; S̃(x, τ) =


−δg θ̃

−δ θ̃

−(∂iṽj)
2

 .

(B.51)

可以看到，方程保持相同结构，而运动方程相对于 EdS的偏离完全由 Ωm(a)/f
2(a)−1量化。具体而

言，二阶物质密度场的时间依赖不再是 [D(τ)]2，而是二阶增长因子 D2(τ)；后者通过用 Eq. (B.51)
所对应的格林函数对 [D(τ)]2 积分得到。只有从三阶开始，同一微扰阶的 δ 贡献才出现两种不同的
时间依赖，具体为 D3,1(τ) 和 D3,2(τ)；它们分别通过用格林函数对 [D(τ)]3 和 D2(τ)D(τ) 积分得
到。
现在回到 Sec. 2.5.2–2.5.3中一般局域偏置算符集合的构造。在精质宇宙学中，不同的时间演

化首次诱导新算符发生在三阶：通过 Eq. (2.63) 在 Sec. 2.5.3中定义的 Π
[3]
ij 分裂成两个不同算符

Π
[3,1]
ij , Π

[3,2]
ij 。我们无需在微扰偏置展开中加入 δ 本身的对流时间导数，等价地说无需加入 tr[Π[n]]；

这一理由在此处考虑的更一般情形中仍然成立：只要纳入由 ∂i∂jΦ构造的所有其他算符的时间导数，
就已经得到了 δ 的时间导数中出现的算符，等价地也就是微扰贡献 δ(2), δ(3), · · · 中出现的算符。因
此无需加入 tr[Π[3,i]]，偏置展开的欧拉基底 Eq. (2.64) 中第一个新算符出现在四阶，此时

tr[Π[1]Π[3]] −→ tr[Π[1]Π[3,1]] , tr[Π[1]Π[3,2]] . (B.52)

反过来，在 EdS 极限下，这两个算符必须合并成 tr[Π[1]Π[3]]。这意味着两个不同四阶算符的偏置系
数将近似相等，其相对差异按 D3,1(τ)/D3,2(τ)−1 ≪ 1标度。因此，Sec. 2.5.2–2.5.3所述的偏置算符
基底可以直接从 EdS 推广到精质宇宙学。此外，Sec. 4 导出的所有星系与暗晕统计量显式结果只依
赖于最高三阶的微扰结果，因此与 EdS假设无关。尽管守恒示踪物偏置参数的时间演化［Eq. (2.52)］
相较 EdS 情形有所改变，但如果所有偏置参数都是从固定时刻的数据中确定的，这一点在实际中并
不重要。
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C 偏置约定及其关系

一般偏置展开在微扰论每一阶 n 都包含一组算符 {O[n]
i }，其中 i = 1, · · ·Nn（如 Sec. 2.8 所述，

随机项也涉及同一算符基，因此这里不必显式考虑）。上标 [n] 表示该算符的最低阶贡献出现在微扰
论第 n 阶；当然，它也会在 n+ 1, n+ 2 等阶产生贡献。在给定阶 n，O[n]

i 的任意线性无关组合都
给出等价的偏置展开。例如，对 n = 1，只有单个算符 O[1] = δ，但 O[1] = θ/H 或 O[1] = ∇2Φ/H2

都是等价选择。相应地，文献对偏置展开的前几阶采用了若干不同约定。这里简要汇总最常用偏置
约定之间的关系。
把微扰论固定阶 n 上给定基中的算符集合记为 O = {O[n]

i }Nni=1。于是第 n 阶偏置展开可视为一
个 Nn 维矢量空间。因此，不同的基 Õ 总可写为

Õ = M ·O , (C.1)

其中M 是可逆的 Nn ×Nn 矩阵。于是，系数即记作 b = {b
O

[n]
i
}Nni=1 的偏置参数，通过M 逆矩阵

的转置作变换：

δg ⊃
Nn∑
i=1

b
O

[n]
i
O

[n]
i =

Nn∑
i=1

b̃
Õ

[n]
i
Õ

[n]
i ⇒ b̃ =

(
M−1

)⊤ · b . (C.2)

注意，即使一个或多个 Õ
[n]
i 与 O

[n]
i 相同，由于 Nn 维矢量空间中的变换，相应偏置参数 b̃

O
[n]
i
一般

仍不同于 b
O

[n]
i
。下面推导常用二阶和三阶偏置约定之间的这些变换。

C.1 二阶

在二阶，本综述采用的基为 O = {δ2, (Kij)
2}。另一个常用基是 Õ = {δ2,G2}，其中

G2 ≡
[
(∂i∂jΦ̂)

2 − (∇2Φ̂)2
]
= (Kij)

2 − 2

3
δ2 , (C.3)

其中 Φ̂ ≡ 2Φ/(3ΩmH2) = ∇−2δ。于是得到

b̃δ2 = bδ2 +
2

3
bK2 且 b̃G2

= bK2 . (C.4)

最后，利用张量
Π

[1]
ij ≡ ∂i∂jΦ̂ = Kij +

1

3
δijδ (C.5)

它在 Sec. 2.5.3 中引入；可以选择(
tr
[
Π[1]

])2
= δ2 , tr

[(
Π[1]

)2]
= K2 +

1

3
δ2 (C.6)

作为二阶基。由此得到
b̃(tr Π)2 = bδ2 −

1

3
bK2 且 b̃tr[Π2] = bK2 . (C.7)

C.2 三阶

在三阶，会出现一个与 ∂i∂jΦ非局域相关的算符，它可以有多种定义。本综述主要采用 Eq. (2.50)
中的定义：

O
(3)
td ≡ 8

21
K

(1)
ij Dij

[
(δ(1))2 − 3

2
(K

(1)
ij )2

]
. (C.8)
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注意，与算符 δ2, (Kij)
2 不同，如何把该算符的定义推广到更高扰动阶并不明显。稍后将回到这一

点。下面把 O
(3)
td 与一般欧拉偏置展开（Sec. 2.5.3）中出现的二阶张量联系起来：

Π
[2]
ij ≡ (Hf)−1 D

Dτ Π
[1]
ij −Π

[1]
ij . (C.9)

注意，Eq. (C.9) 在微扰论任意阶都成立。在 PT 二阶，它给出

Π
[2]
ij

∣∣∣(2) = ∂i∂kΦ̂∂
k∂jΦ̂ +

10

21

∂i∂j
∇2

(
δ2 − 3

2
(Kkl)

2

)
. (C.10)

该结果可用多种方法推导。C.3 给出了利用 SPT 核展开（B.1）作 Fourier 空间推导的一些细节。由
Eq. (C.10) 立即得到

tr[Π[1]Π[2]]
∣∣∣(3) = 5

4
O

(3)
td + (Kij)

3 +
16

21
δ(Kij)

2 +
17

63
δ3 . (C.11)

现在可用它在 PT 所有阶上定义 Otd，不过本综述给出的任何表达式都不需要这一结果。
O

(3)
td 还可与二阶拉格朗日形变张量 M

(2)
ij 联系。利用

M
(2)
ij =

∂iq∂
j
q

∇2
q

(∇q · s(2)) = [fH∂τMij −Mij ]
(2) (C.12)

其中 ∇q · s(2) = − 1

7

[(
δ(1)
)2 − 3

2

(
K

(1)
ij

)2]
= −3

4

[
δ(2) +

θ(2)

Hf

]
(C.13)

是二阶拉格朗日位移的散度，得到

O
(3)
td =

8

3

[
M (1) ij − 1

3
δij trM (1)

]
M

(2)
ij . (C.14)

在 Eq. (C.12) 中，我们利用了这样一个事实：对于以拉格朗日坐标定义的算符，对流时间导数约化
为普通时间导数。
进一步把 O

(3)
td 与速度势 Φv ≡ −(fH)−1∇−2θ 联系，可写为 [128, 197]

O
(3)
td = Γ3 +

16

63
δ3 − 8

21
δ(Kij)

2 ,

其中 Γ3 ≡ (∂i∂jΦ̂)
2 − (∇2Φ̂)2 −

[
(∂i∂jΦv)

2 − (∇2Φv)
2
]
. (C.15)

注意，在线性阶 Φ
(1)
v = Φ(1)，因此 Γ3 = Γ

[3]
3 从 PT 三阶开始。具体而言，在该阶有

Γ
(3)
3 = 2KijDij

[
δ + (fH)−1θ

](2) − 4

3
δ
[
δ + (fH)−1θ

](2)
, (C.16)

其中 [
δ + (fH)−1θ

](2)
=

4

21

[
δ2 − 3

2
K2

]
. (C.17)

利用

G3 ≡ − 1

2

[
2(∂i∂jΦ̂)

3 + δ3 − 3(∂i∂jΦ̂)
2δ
]

= − (Kij)
3 +

1

2
δ(Kij)

2 − 1

9
δ3 , (C.18)

其定义见 [197]，于是得到 [197] 所采用的三阶算符基与这里所用基之间的关系，汇总于 Tab. 14。
最后，可通过下式把 O

(3)
td 与 [128] 定义的算符联系起来（注意其中的 sij 等于这里定义的 Kij）：

η ≡∇2Φv −∇2Φ̂ ,

tij ≡
(
∂i∂j −

1

3
δij∇2

)
Φv −Kij = Dijη . (C.19)



偏置约定及其关系 215

MÕO δ3 δK2 K3 O
(3)
td

δ3 1

δG2 -2/3 1

G3 -1/9 1/2 -1

Γ3 -16/63 8/21 1

(M−1)⊤
ÕO

bδ3 bδK2 bK3 btd

b̃δ3 1 2/3 2/9

b̃δG2
1 1/2 -8/21

b̃G3
-1

b̃Γ3
1

表 14: 本综述采用的三阶算符基 O = {δ3, δK2, K3, O
(3)
td } 与 [197] 采用的 Õ = {δ3, δG2, G3, Γ3}

之间的变换（左表）。右表给出相应的偏置参数变换。为清楚起见，为零的矩阵元以空单元格表示。

MÕO δ3 δK2 K3 O
(3)
td

δ3 1

δK2 1

st -1/2

ψMR 328/3969 -4/49 -8/63 -8/21

(M−1)⊤
ÕO

bδ3 bδK2 bK3 btd

b̃δ3 1 41/63

b̃δK2 1 -9/14

b̃st 6 -2

b̃ψMR -63/8

表 15: 本综述采用的三阶算符基 O = {δ3, δK2, K3, O
(3)
td } 与 [128] 采用的 Õ = {δ3, δK2, st, ψMR}

之间的变换（左表）。右表给出相应的偏置参数变换。注意，文献 [128]使用 bMR
3 = 6b̃δ3 和 bMR

δs2 = 2b̃δK2；
s3 ≡ K3 可用 Õ 中其他算符重新表示，因此是冗余的。为清楚起见，为零的矩阵元以空单元格表示。

在 PT 二阶，这给出

η(2) = − 4

21

([
δ(1)
]2 − 3

2

[
K

(1)
ij

]2)
. (C.20)

于是有

st ≡ sijt
ij = Kij

(
∂i∂j
∇2

)
η = −1

2
O

(3)
td . (C.21)

利用 Eq. (B.46)，[128] 定义的算符 ψ = ψMR 最终可在三阶表示为

ψ
(3)
MR ≡

[
η − 2

7
(Kij)

2 +
4

21
δ2
](3)

= − 8

21
O

(3)
td +

328

3969
δ3 − 4

49
δ(Kij)

2 − 8

63
(Kij)

3 . (C.22)

Tab. 15 汇总了 [128, 137] 所采用三阶算符基与这里所用基之间的关系。注意，K3（在其记号中写
作 s3）线性依赖于其基中的其他算符，因此这里未将其纳入。另一种选择是用算符 K3 替换 st 或
ψMR 中的任一个。
文献 [128, 137] 引入偏置参数 b3nl，它乘在 NLO 星系功率谱 Eq. (4.22) 中正比于 fnlo(k)PL(k)

的项上，其中 fnlo(k) 定义于 Eq. (4.23)。在我们的记号中，该参数为

b3nl = −32

21

(
bK2 +

2

5
btd

)
, (C.23)

其中前因子来自匹配 fnlo(k) 与 [128] 定义的函数 σ2
3(k)。代入 Sec. 2.4 中关于拉格朗日 LIMD 偏置

的结果 [Eq. (2.34) 和 Eq. (2.53)]，得到

b3nl =
32

315
bL1 , (C.24)
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这与 [137] 一致。不过注意，b3nl 不同于本综述始终讨论的 bO，因为它并不乘以单个偏置算符。相
反，它被定义为星系功率谱 NLO（单圈）贡献中某个特定项的系数（事实上，从 Eq. (C.23) 可见，
它同时涉及二阶和三阶偏置）。

C.3 Π[2] 的推导

利用对流时间导数的定义 [Eq. (2.18)] 以及密度场和速度场的微扰论展开 [Eq. (B.7)]，Π[2]
ij 在形

式上可写成微扰论各阶贡献之和 [131]：

Π
[2]
ij (k, τ) =

∞∑
n=1

Dn(τ)

[
kikj

|k|2
(n− 1)δ(n)(k)

+
1

Hf

n−1∑
m=1

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)
k1 · k2

k1

ki2k
j
2

k22
θ(m)(k1)δ

(n−m)(k2)

]
.

(C.25)

在二阶，只需保留 n = 2 和 m = 1。于是得到

Π
[2]
ij (k, τ) =

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)

[
ki12k

j
12

k212
F2(k1,k2)−

1

2

k1 · k2

k21k
2
2

(
ki1k

j
1 + ki2k

j
2

)]
δ(k1)δ(k2)

=

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)

[
ki12k

j
12

k212

(
17

21
+

2

7

(
µ2
12 −

1

3

)
+

1

2
k1 · k2

(
1

k21
+

1

k22

))

− 1

2

k1 · k2

k21k
2
2

(
ki1k

j
1 + ki2k

j
2

) ]
δ(k1)δ(k2) , (C.26)

其中 µ12 = (k1 · k2)/k1k2，并使用了 Eq. (B.12)。关于 k1 · k2 线性的两个位移项可在共同分母
1/(k21k

2
2|k12|2) 下合并，得到

Π
[2]
ij (k, τ) =

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)

[
ki12k

j
12

k212

(
17

21
+

2

7

(
µ2
12 −

1

3

)
− µ2

12

)
+

k1 · k2

2k21k
2
2

(
ki1k

j
1 + ki2k

j
2

)]
δ(k1)δ(k2) .

现在可以直接读出 Π[2] 对应的实空间表达式：

Π
[2]
ij (x, τ) =

10

21

∂i∂j
∇2

[
δ2 − 3

2
K2

]
+ ∂i∂kΦ̂∂

k∂jΦ̂ . (C.27)

这就是 Eq. (C.10)。更一般地，以下关系可用于交换位移项与逆 Laplace 算符：
1

∇2

[
∂iA

∂i

∇2
B + (A↔ B)

]
=

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)

(
− 1

k212

)[
1

k21
+

1

k22

]
(k1 · k2)A(k1)B(k2)

=

∫
k1

∫
k2

(2π)3δD(k − k12)

(
− 1

k212k
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特别地，这给出

∂i∂j
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]
= − 1

2
∂i∂j [s2] +
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[
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3
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[
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2
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[
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[
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3
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]
= −sk(∂ks
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∂i
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[
K2 +

1

3
δ2
]
. (C.29)

这些关系还可用于从 δ(2) 的实空间表达式 Eq. (B.14) 直接推导 Π
[2]
ij。
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D 暗晕识别算法

N 体模拟中识别出的束缚粒子集合，即暗物质暗晕，是检验偏置模型预言的核心工具。理想情
况下，我们希望把暗晕目录处理成加权样本，使其统计性质类似于寄居着观测星系、类星体、星系
团或其他示踪体的暗晕。然而，由于星系与暗物质暗晕之间的关系存在不确定性，这一点极具挑战。
此外，即便对暗晕最基本的性质——质量——其定义也存在一定自由度。
暗晕识别算法或称“暗晕查找器”，大致可分为两类：友邻群（Friends-of-Friends, FoF）查找

器 [23] 和球对称超密度（spherical overdensity, SO）查找器 [869]。暗晕查找器及质量定义的选择在
一定程度上是任意的，通常取决于具体用途。例如，SO 暗晕的质量指派与球对称坍缩模型的预言联
系更紧密；Sec. 5–6 所述拉格朗日暗晕模型的许多结果都依赖该预言。它还更接近弱引力透镜信号、
热 X 射线辐射气体温度等可观测质量代理量。

SO暗晕的成员粒子被定义为位于某个球壳以内的粒子；该球壳以粒子质心为中心，包围固定的
内部密度 ρ(< R) = ∆SO ρm(z)。暗晕质量等于所有成员粒子质量之和。有时还会剔除球壳内的非束
缚粒子。内部密度阈值的常见选择是 ∆SO = ∆vir(z) ≈ 200，这可确保平均有效线性坍缩阈值 δcr 接
近球对称坍缩预言（δcr = 1.686）。为了更好地匹配观测推断的暗晕质量，也会采用 ∆SO = 500−2500

等更大的数值。另一方面，FoF 暗晕的成员粒子——因而其质量——由粒子间距决定：若某粒子与
另一成员粒子的距离小于连接长度 λ，便被归入同一暗晕。通常，λ ∼ 0.15− 0.2，单位为平均粒子
间距。这样的连接长度可能给出低于球对称坍缩预言的平均有效临界阈值 δcr。
如何把 SO 暗晕质量映射为友邻群质量，至今仍有争议（讨论见 [615, 870]）。暗晕质量定义显

然既影响暗晕的拉格朗日模型，也影响以峰显著度 νc ≡ δcr/σ(M) 表述的普适质量函数：改变指派
给暗晕的质量，会通过 σ(M) 改变每个暗晕的 νc，进而改变重数 νcf(νc)。
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标准译名索引

中文 English 简单释义

丰度匹配 abundance matching

Alcock–Paczynski 效应 Alcock–Paczynski effect

各向异性应力 anisotropic stress

组装偏置 assembly bias

Bardeen 势 Bardeen potential

裸偏置参数 bare bias parameter

势垒 barrier

重子声学振荡 baryon acoustic oscillation
(BAO)

重子–CDM 相对扰动 baryon–CDM relative
perturbation

偏置展开 bias expansion

偏置参数 bias parameter

有偏示踪体 biased tracer

双谱 bispectrum

玻尔兹曼方程 Boltzmann equation

Brans–Dicke 理论 Brans–Dicke theory

体黏滞 bulk viscosity

中心星系 central galaxy

中心极限定理 central limit theorem

变色龙屏蔽 chameleon screening

特征尺度 characteristic scale

云中云 cloud-in-cloud

粗粒化 coarse-graining

坍缩阈值 collapse threshold

坍缩极限 collapsed limit

无碰撞暗物质 collisionless dark matter

Compton 拖曳 Compton drag

浓度 concentration

共形费米坐标 conformal Fermi coordinates
(CFC)

共形牛顿规范 conformal-Newtonian gauge

连通相关函数 connected correlation function
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中文 English 简单释义

一致性关系 consistency relation

连续性方程 continuity equation

随流导数 convective derivative

相关函数 correlation function

宇宙微波背景 cosmic microwave background
(CMB)

宇宙中微子背景 cosmic neutrino background

宇宙方差 cosmic variance

宇宙学常数 cosmological constant

宇宙学原理 cosmological principle

反项 counterterm

元胞计数 counts-in-cells

互功率谱 cross-power spectrum

累积质量函数 cumulative mass function

暗能量 dark energy (DE)

形变张量 deformation tensor

扩散势垒 diffusive barrier

狄拉克 δ 分布 Dirac delta distribution

Edgeworth 展开 Edgeworth expansion

有效场论 effective field theory (EFT)

大尺度结构有效场论 effective field theory of large-scale
structure (EFT of LSS)

椭球坍缩 ellipsoidal collapse

等效原理 equivalence principle

遍历假设 ergodic hypothesis

欧拉方程 Euler equation

欧拉空间 Eulerian space

演化偏置 evolution bias

游走集 excursion set

游走集峰 excursion set peaks (ESP)

公平样本假设 fair sample hypothesis

费曼规则 Feynman rule

第五力 fifth force

首次穿越分布 first-crossing distribution
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中文 English 简单释义

Fisher 信息矩阵 Fisher information matrix

形成红移 formation redshift

友邻群算法 friends-of-friends (FoF)

基频波数 fundamental wavenumber

星系偏置 galaxy bias

星系成团 galaxy clustering

星系–星系透镜 galaxy–galaxy lensing

高斯滤波器 Gaussian filter

高斯随机场 Gaussian random field

广义 Laguerre 多项式 generalized Laguerre polynomial

格林函数 Green’s function

暗晕偏置 halo bias

暗晕排斥 halo exclusion

暗晕质量函数 halo mass function

暗晕模型 halo model

暗晕占据分布 halo occupation distribution
(HOD)

Hermite 多项式 Hermite polynomial

Hessian 矩阵 Hessian matrix

层级振幅 hierarchical amplitude

高阶导数偏置 higher-derivative bias

高阶导数算符 higher-derivative operator

红外 infrared (IR)

红外重求和 infrared resummation (IR
resummation)

强度映射 intensity mapping

相互作用顶点 interaction vertex

Jeans 尺度 Jeans scale

k-精质 k-essence

Kac–Rice 公式 Kac–Rice formula

Kaiser 公式 Kaiser formula

拉格朗日互相关 Lagrangian cross-correlation
(LCC)

拉格朗日位移 Lagrangian displacement
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中文 English 简单释义

拉格朗日半径 Lagrangian radius

拉格朗日斜率 Lagrangian slope

拉格朗日空间 Lagrangian space

Langevin 方程 Langevin equation

大尺度结构 large-scale structure (LSS)

透镜会聚 lensing convergence

线性偏置 linear bias

线性增长因子 linear growth factor

线性点 linear point

Liouville 定理 Liouville theorem

局域偏置 local bias

局域引力可观测量 local gravitational observable

局域物质密度偏置 local-in-matter-density bias
(LIMD bias)

局域潮汐近似 local tidal approximation (LTA)

放大偏置 magnification bias

标记关联 marked correlation

马尔可夫过程 Markovian process

质量加权 mass weighting

大质量中微子 massive neutrino

修改引力 modified gravity

矩偏置 moments bias

移动势垒 moving barrier

多场暴胀 multi-field inflation

多示踪体方法 multi-tracer method

重数函数 multiplicity function

多流 multistreaming

中微子自由流 neutrino free streaming

非马尔可夫过程 non-Markovian process

非线性尺度 nonlinear scale

非局域偏置 nonlocal bias

单圈 one-loop

算符基 operator basis

正交多项式 orthogonal polynomial
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中文 English 简单释义

过去光锥 past light cone

峰–背景分裂 peak-background split

峰偏置 peak bias

峰约束 peak constraint

峰曲率 peak curvature

峰斑块 peak patch

峰显著度 peak significance

微扰论 perturbation theory

相空间分布 phase-space distribution

点过程 point process

泊松方程 Poisson equation

泊松抽样 Poisson sampling

多谱 polyspectrum

功率谱 power spectrum

Press–Schechter 质量函
数

Press–Schechter mass function

原初双谱 primordial bispectrum

原初非高斯性 primordial non-Gaussianity
(PNG)

投影效应 projection effect

传播子 propagator

原暗晕 proto-halo

准单场暴胀 quasi-single-field inflation

准静态极限 quasistatic limit

精质 quintessence

辐射转移 radiative transfer

瑞利分布 Rayleigh distribution

红移空间畸变 redshift-space distortion (RSD)

约化三点相关函数 reduced three-point correlation
function

重整化 renormalization

重整化偏置参数 renormalized bias parameter

响应偏置 response bias

旋转不变量 rotational invariant
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中文 English 简单释义

鞍点近似 saddle-point approximation

样本方差 sample variance

卫星星系 satellite galaxy

标量–张量理论 scalar–tensor theory

尺度依赖偏置 scale-dependent bias

散点图方法 scatter-plot method

屏蔽机制 screening mechanism

选择效应 selection effect

独立宇宙 separate universe

sharp-k 滤波器 sharp-k filter

剪切黏滞 shear viscosity

壳层交叉 shell crossing

Sheth–Tormen 质量函
数

Sheth–Tormen mass function

散粒噪声 shot noise

信噪比 signal-to-noise ratio

Silk 阻尼 Silk damping

单场暴胀 single-field inflation

平滑尺度 smoothing scale

声学视界 sound horizon

声速 sound speed

谱矩 spectral moment

球贝塞尔函数 spherical Bessel function

球 Fourier–Bessel 分解 spherical Fourier–Bessel
decomposition

球对称超密度 spherical overdensity (SO)

自旋参数 spin parameter

挤压极限 squeezed limit

驻点 stationary point

统计均匀性 statistical homogeneity

统计各向同性 statistical isotropy

随机振幅 stochastic amplitude

随机场 stochastic field

随机移动势垒 stochastic moving barrier
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中文 English 简单释义

随机性 stochasticity

应力张量 stress tensor

生存概率 survival probability

对称子屏蔽 symmetron screening

同步共动规范 synchronous-comoving gauge

潮汐偏置 tidal bias

潮汐场 tidal field

顶帽滤波器 top-hat filter

转移函数 transfer function

树图级 tree level

三谱 trispectrum

紫外 ultraviolet (UV)

普适质量函数 universal mass function

上穿 up-crossing

Vainshtein 屏蔽 Vainshtein screening

速度各向异性 velocity anisotropy

速度偏置 velocity bias

速度弥散 velocity dispersion

速度散度 velocity divergence

速度剪切 velocity shear

Vlasov 方程 Vlasov equation

弱等效原理 weak equivalence principle

弱引力透镜 weak gravitational lensing

白噪声 white noise

Wick 定理 Wick’s theorem

宽角效应 wide-angle effect

Zel’dovich 近似 Zel’dovich approximation
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