
刚体动力学
刚体的动力学方程（运动方程）即质点组的角动量定理
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刚体的动能与转动惯量
 刚体动能为

𝑇 =෍

𝑃

1

2
𝑚𝑃

ሶԦ𝑟𝑃
2

=෍

𝑃

1

2
𝑚𝑃 𝜔 𝑡 × Ԧ𝑟𝐶𝑃 𝑡 + Ԧ𝑣𝐶 𝑡 2

 聚焦于定点转动，动能是

Ԧ𝑣𝐶 = 0

𝑇 =෍

𝑃

1

2
𝑚𝑃 𝜔 𝑡 × Ԧ𝑟𝐶𝑃 𝑡 2

=
1

2
෍

𝑃

𝑚𝑃 Ԧ𝑟𝐶𝑃
2 𝜔2 − 𝜔 ⋅ Ԧ𝑟𝐶𝑃

2

这是角速度分量的二次型

 二次型的系数，称为刚体的转动惯量张量：

ി𝐼 ≝෍

𝑃

𝑚𝑃 Ԧ𝑟𝐶𝑃
2 𝟏 − Ԧ𝑟𝐶𝑃 Ԧ𝑟𝐶𝑃

𝑇

𝐼𝑗𝑘 =෍

𝑃

𝑚𝑃 Ԧ𝑟𝐶𝑃
2 𝛿𝑗𝑘 − 𝑟𝐶𝑃,𝑗𝑟𝐶𝑃,𝑘

转动惯量与质点速度无关，只与质量分布有关

 类似地，对于质量连续分布的刚体，其转动惯
量是

𝐼𝑗𝑘 =ම𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 𝑟2𝛿𝑗𝑘 − 𝑟𝑗𝑟𝑘 𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧

 用转动惯量表示的转动动能：

𝑇 =
1

2
𝐼𝑗𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘
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转动惯量的性质
 转动惯量张量

ി𝐼 =෍

𝑃

𝑚𝑃 Ԧ𝑟𝐶𝑃
2 𝟏 − Ԧ𝑟𝐶𝑃 Ԧ𝑟𝐶𝑃

𝑇

对称

正定

证明：是转动动能这个二次型的系数，所以是半正
定矩阵；仅当静止时动能为零，所以系数矩阵是正
定矩阵。

例外：质量分布在一条直线的退化情形，半正定。

 平行轴定理
ി𝐼 = ി𝐼𝐶 +𝑀 Ԧ𝑟𝐶

2𝟏 − Ԧ𝑟𝐶 Ԧ𝑟𝐶
𝑇

上式中ി𝐼𝐶表示以质心为基点的转动惯量， Ԧ𝑟𝐶表示质

心的位移。

请自行证明。

 如果在惯性系中计算惯量，由于刚体在运动，因而质
量的空间分布𝜌 𝑥, 𝑦, 𝑧 随时间变化，𝐼𝑗𝑘随之而变；

 如果在随体系中计算惯量，𝐼𝑗𝑘
′ 是常数，与时间无关。

 在随体系计算，运动方程更简洁
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角动量

 刚体相对于参考点C的角动量是

Ԧ𝐽 =෍

𝑃

Ԧ𝑟𝐶𝑃 ×𝑚𝑃
ሶԦ𝑟𝐶𝑃 =෍

𝑃

Ԧ𝑟𝐶𝑃 ×𝑚𝑃 𝜔 × Ԧ𝑟𝐶𝑃

把上式写成分量形式，化简：

𝐽𝑖 =෍

𝑃

𝜀𝑖𝑗𝑘𝑟𝐶𝑃,𝑗𝑚𝑃𝜀𝑘𝑎𝑏𝜔𝑎𝑟𝐶𝑃,𝑏

=෍

𝑃

𝑟𝐶𝑃,𝑗𝑚𝑃𝜔𝑎𝑟𝐶𝑃,𝑏 𝛿𝑖𝑎𝛿𝑗𝑏 − 𝛿𝑖𝑏𝛿𝑗𝑎

=෍

𝑃

𝑚𝑃𝜔𝑎 𝛿𝑖𝑎 Ԧ𝑟𝐶𝑃
2 − 𝑟𝐶𝑃,𝑖𝑟𝐶𝑃,𝑎

= 𝐼𝑖𝑎𝜔𝑎

即
Ԧ𝐽 = 𝐼𝜔

 根据上式，角动量的方向，一般不与角速度平行
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主轴坐标系

 西尔维斯特惯性定理 （Sylvester's 
law of inertia）

正定的实对称矩阵，可以通过正交变换
对角化。

 设
𝐼 Ԧ𝑎 = 𝜆 Ԧ𝑎

特征值𝜆 = 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3称为主转动惯量

特征矢 Ԧ𝑎1, Ԧ𝑎2, Ԧ𝑎3称为主轴

 三个主轴 Ԧ𝑎1, Ԧ𝑎2, Ԧ𝑎3相互正交

 可以选用主轴作随体坐标系的坐标轴，
称这个随体系为主轴坐标系

 在主轴系中，转动惯量分量不仅是常数，
并且是对角矩阵

𝐼 = diag 𝐼1, 𝐼2, 𝐼3

 在主轴系，动能、角动量的表达式比较
简单：

𝑇 =
1

2
෍

𝑗

𝐼𝑗𝜔𝑗
2

𝐽𝑖 = 𝐼𝑖𝜔𝑖(指标𝑖不求和)
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惯量椭球
 定轴转动的动能可以写成

𝑇 =
1

2
𝐼𝑛𝜔

2

𝐼𝑛表示刚体沿转动轴𝑛转动时的转动
惯量

 定点转动的动能：

𝑇 =
1

2
𝐼𝑗𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘 =

1

2
𝐼𝑗𝑘𝑛𝑗𝑛𝑘𝜔

2

 每一个瞬间，刚体都在绕瞬轴转
动，对比两个式子，得

𝐼𝑛 = 𝐼𝑗𝑘𝑛𝑗𝑛𝑘

 假想一些点，定义点的坐标是

Ԧ𝑟 =
𝑥
𝑦
𝑧

≝
𝑛

𝐼𝑛
, 𝑛 ∈ S2

这些点必然满足
1

2
𝐼𝑛𝜔

2 =
1

2
𝐼𝑗𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘 ⇒

1

𝐼𝑛𝜔
2
𝐼𝑗𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘 = 1

等价于坐标 Ԧ𝑟满足
𝐼11𝑥

2 + 𝐼22𝑦
2 + 𝐼33𝑧

2 + 2𝐼12𝑥𝑦 + 2𝐼13𝑥𝑧 + 2𝐼23𝑦𝑧 = 1

上式说明，这些点在一个椭球面上。

称此椭球面为惯量椭球。

 在主轴系中，惯量椭球的方程是
𝐼1𝑥

2 + 𝐼2𝑦
2 + 𝐼3𝑧

2 = 1

 当刚体转动时，惯量椭球随之运动；

 不管几何形状和质量分布多么复杂的刚体，它的运动都可以看
成是惯量椭球的运动
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定点转动刚体的动力学方程
 刚体的运动方程：

大部分教材直接引用角动量定理,用的是牛
顿力学方法;

有些教材只推导z分量的拉氏方程，然后由
对称性得到其它分量的运动方程。

 用分析力学的方法（最小作用量原理和变
分法），不用技巧回避推导，可以直接推
导出完整的刚体动力学方程

 定点转动的作用量

S 𝜓 = න
𝑡1

𝑡2 1

2
𝐼𝑗𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘 − 𝑉 𝑡, 𝜓 d𝑡

 引理：转动矩阵的变分是

𝑅 + 𝛿𝑅 ≡ 𝑒𝛿𝜑⋅𝑋𝑅

⟹ 𝑅 + 𝛿𝑅 𝑅𝑇 = 𝟏 + 𝑋 ⋅ 𝛿𝜑

⟹ 𝛿𝑅 = 𝑋 ⋅ 𝛿𝜑 𝑅

 转动动能的变分

𝛿
1

2
𝐼𝑗𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘 = 𝛿

1

2
𝐼𝑗𝑘
′ 𝜔𝑗

′𝜔𝑘
′ = 𝐼𝑗𝑘

′ 𝜔𝑗
′𝛿𝜔𝑘

′ = 𝐽𝑘
′ 𝛿𝜔𝑘

′

= 𝐽𝑘𝛿𝜔𝑘 = 𝐽𝑘𝛿
d𝜑𝑘
d𝑡

= 𝐽𝑘
d

d𝑡
𝛿𝜑𝑘

⇒ 𝛿
1

2
𝐼𝑗𝑘𝜔𝑗𝜔𝑘 = Ԧ𝐽 ⋅

d

d𝑡
𝛿𝜑

 计算作用量的变分，

𝛿𝑆 = න
𝑡1

𝑡2
Ԧ𝐽 ⋅

d

d𝑡
𝛿𝜑 − 𝛿𝑉 𝑡, Ԧ𝑟𝐶𝑃 𝜓 d𝑡

= න
𝑡1

𝑡2
Ԧ𝐽 ⋅

d

d𝑡
𝛿𝜑 −෍

𝑃

𝜕𝑉

𝜕Ԧ𝑟𝐶𝑃
⋅ 𝛿 Ԧ𝑟𝐶𝑃 𝑡 d𝑡jjz
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变分
 利用引理化简，

Ԧ𝑟𝐶𝑃 𝑡 = 𝑅 𝑡 Ԧ𝑟𝐶𝑃 0

𝛿 Ԧ𝑟𝐶𝑃 𝑡 = 𝛿𝑅 𝑡 Ԧ𝑟𝐶𝑃 0 = 𝑋 ⋅ 𝛿𝜑 𝑅 𝑡 Ԧ𝑟𝐶𝑃 0

= 𝑋 ⋅ 𝛿𝜑 Ԧ𝑟𝐶𝑃 𝑡 = 𝛿𝜑 × Ԧ𝑟𝐶𝑃

𝛿𝑆 = න
𝑡1

𝑡2
Ԧ𝐽 ⋅

d

d𝑡
𝛿𝜑 −෍

𝑃

𝜕𝑉

𝜕Ԧ𝑟𝐶𝑃
⋅ 𝛿𝜑 × Ԧ𝑟𝐶𝑃 d𝑡

= න
𝑡1

𝑡2
Ԧ𝐽 ⋅

d

d𝑡
𝛿𝜑 +෍

𝑃

Ԧ𝐹𝑃 ⋅ 𝛿𝜑 × Ԧ𝑟𝐶𝑃 d𝑡

𝛿𝑆 = න
𝑡1

𝑡2
Ԧ𝐽 ⋅

d

d𝑡
𝛿𝜑 + 𝛿𝜑 ⋅෍

𝑃

Ԧ𝑟𝐶𝑃 × Ԧ𝐹𝑃 𝑑𝑡

 记刚体受到的总力矩为

𝑀 ≝෍

𝑃

Ԧ𝑟𝐶𝑃 × Ԧ𝐹𝑃

并对第一项分部积分，最终得

𝛿𝑆 = න
𝑡1

𝑡2

− ሶԦ𝐽 + 𝑀 ⋅ 𝛿𝜑𝑑𝑡
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刚体的运动方程

 根据哈密顿原理，

𝛿𝑆 = න
𝑡1

𝑡2

−
ሶԦ𝐽 + 𝑀 ⋅ 𝛿𝜑d𝑡 = 0

 可以证明，𝛿𝜑是独立的变分：

d𝜑

d𝑡
= 𝜔 =

𝑒𝜓⋅𝑋 − 𝟏

𝜓 ⋅ 𝑋

ሶ
𝜓

⟹ 𝛿𝜑 =
𝑒𝜓⋅𝑋 − 𝟏

𝜓 ⋅ 𝑋
𝛿𝜓

这一线性变换非奇异，

𝐴 Ԧ𝑥𝑖 = 𝜆𝑖 Ԧ𝑥𝑖 ⇒ 𝑓 𝐴 Ԧ𝑥𝑖 = 𝑓 𝜆𝑖 Ԧ𝑥𝑖 ⇒ det 𝑓 𝐴 =ෑ

𝑖

𝑓 𝜆𝑖

⇒ det
e𝜓⋅𝑋 − 𝟏

𝜓 ⋅ 𝑋
= ⋯ ≠ 0

 𝛿𝜓𝑖 𝑖 = 1,2,3 线性无关，在非奇异线性变换下， 𝛿𝜑𝑖 𝑖 = 1,2,3 也是线性无关的

 于是，刚体定点转动的运动方程，即角动量定理：

dԦ𝐽

d𝑡
= 𝑀
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欧拉动力学方程
 惯性系中的运动方程是角动量定理，

dԦ𝐽

d𝑡
= 𝑀

 在随体系中，转动惯量是常数，会更方便求
解

 为此，在运动方程两边同乘以𝑅−1，

𝑀′ ≝ 𝑅−1𝑀 =
𝑀1

𝑀2

𝑀3

Ԧ𝐽′ ≝ 𝑅−1 Ԧ𝐽 =
𝐽1
𝐽2
𝐽3

L. H. S. = 𝑅−1
dԦ𝐽

d𝑡
=

d

d𝑡
𝑅−1 Ԧ𝐽 − ሶ𝑅𝑇 Ԧ𝐽

=
dԦ𝐽′

d𝑡
− ሶ𝑅𝑇𝑅 𝑅−1 Ԧ𝐽 =

dԦ𝐽′

d𝑡
+ 𝑅𝑇 ሶ𝑅 Ԧ𝐽′

=
dԦ𝐽′

d𝑡
+ 𝜔′ ⋅ 𝑋 Ԧ𝐽′ =

dԦ𝐽′

d𝑡
+ 𝜔′ × Ԧ𝐽′

 因此，随体系的运动方程（by Lagrange）是

𝑑 Ԧ𝐽′

𝑑𝑡
+ 𝜔′ × Ԧ𝐽′ = 𝑀′

ሶ𝐽𝑎 + 𝜀𝑎𝑏𝑐𝜔𝑏𝐽𝑐 = 𝑀𝑎

为使符号简洁，后面省去随体系物理量上的符号“′”

 在主轴系的运动方程，称为欧拉刚体动力学方程

൞

𝐼1 ሶ𝜔1 − 𝐼2 − 𝐼3 𝜔2𝜔3 = 𝑀1

𝐼2 ሶ𝜔2 − 𝐼3 − 𝐼1 𝜔3𝜔1 = 𝑀2

𝐼3 ሶ𝜔3 − 𝐼1 − 𝐼2 𝜔1𝜔2 = 𝑀3

 注意到在无外力时，

Euler动力学方程只涉及角速度，不涉及欧拉角，

——可以先解出角速度，然后代入运动学方程解出刚

体的姿态。

൞

𝜔1 = sin 𝜃 sin𝜓 ሶ𝜙 + cos𝜓 ሶ𝜃

𝜔2 = sin 𝜃 cos𝜓 ሶ𝜙 − sin𝜓 ሶ𝜃

𝜔3 = cos 𝜃 ሶ𝜙 + ሶ𝜓
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相对微商
 角动量定理的形式是

dԦ𝐽

d𝑡
= 𝑀

 刚才我们对方程两边乘以𝑅−1，得到
了随体系的角动量分量所满足的微
分方程

⇒
dԦ𝐽′

d𝑡
+ 𝜔′ × Ԧ𝐽′ = 𝑀′

 这个式子可以推广：对任何一个矢

量物理量 Ԧ𝐴，如果在惯性系有

d Ԧ𝐴

d𝑡
= 𝐵

那么在随体系的分量满足

d Ԧ𝐴′

d𝑡
+ 𝜔′ × Ԧ𝐴′ = 𝐵′

 定义“相对微商”：
෨d Ԧ𝐴′

෨d𝑡
≝
d Ԧ𝐴′

d𝑡
+ 𝜔′ × Ԧ𝐴′jjz
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