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前言

经典力学是理论物理基础课（所谓四大力学）中的第一门，也是物理学三大“美”

—---经典力学、统计力学、广义相对论—---之一。这里的“美”首先指的是简洁，即
在极少数基本原理的基础上，靠逻辑演绎而建立整个理论体系。其次，这也决定了理

论体系的完美，即体系的非此不可和独一无二，这则是更高层次的“美”。本书则尽

可能突出这种美，即强调第一原理。

局限于将经典力学—---特别是分析力学—---作为小球、弹簧、滑块、刚体等“古
典机械”系统求解的“奇技淫巧”，无疑是远远不够的。这不仅会使学生对“又学了

一遍力学”感到困惑，进而对以分析力学为主体的经典力学的重要性体会不足；还会

在后续的学习中、面对运用经典力学的概念、方法处理大量非“古典机械”系统时感

到割裂和跳跃。时至今日，经典力学早已不是物理学研究某一类具体对象的分支，而

是作为一种观念和框架，融入了物理学的方方面面。站在现代物理学的整体角度，本

书努力贯彻的精神是：经典力学是经典物理系统—---拉格朗日量和哈密顿量所描述
的系统—---一套通用且普适的描述和分析方法。正是在这个意义上，经典力学才担当
得起现代物理学的基础。

整个经典力学的第一原理是最小作用量原理。因此，本书从一开始即引入变分

法，并直接从最小作用量原理导出拉格朗日方程。较为传统的方式是从牛顿力学出

发，通过达朗贝尔原理将牛顿第二定律改造成拉格朗日方程的形式。这或许更接近历

史发展的顺序，但是对于整个理论体系的理解，则显得得不偿失。而且这也完全不是

经典力学在实际应用中的真实场景。实际上，最小作用量原理才是关键，而拉格朗日

方程的数学形式只是一个必然的技术性结论而已。这也是我在课堂上强调，推导运动

方程必须对作用量变分，而不允许直接套用拉格朗日方程的原因。实际上，即便从技

术角度，套用拉格朗日方程恐怕也只有对简单的点粒子系统才具有可操作性。另一方

面，熟练掌握变分法，将有助于对对称变换以及微扰展开的理解。

相对性原理是整个物理学的最高原理之一，经典力学没有理由置身于外。本书直

接从相对性原理出发，讨论了相对论性粒子的作用量，并由此解释了非相对论极限下

的拉格朗日量“动能减去势能”形式的来源。这一点如果只是通过将拉格朗日方程和

牛顿第二定律比较，则只能归结为“凑”，并且也无法体现分析力学的独立地位。而

站在最小作用量原理和相对性原理的高度，则一目了然。同时，本书也引入了度规的
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概念，以及指标升降、收缩等基本的矢量、张量运算规则，这不仅因为本书经常使用

这些符号和运算，也为后续课程的学习做了铺垫。

不变性（对称性）是经典力学的一个基本主题。从更统一的观点上，经典力学的

第一原理可以认为是“变分不变性”，即作用量/拉格朗日量/哈密顿量在变分下的形
式不变性。实际上，最小作用量原理（运动方程）和对称性（对称变换）正是作用量

的“变分不变性”的一体两面。本书即由拉格朗日量和哈密顿量的变分不变性出发，

详细讨论了对称变换和诺特定理。此外，本书还从拉格朗日乘子法出发，对一般的辅

助变量方法做了讨论。

经典力学的大成是哈密顿力学。哈密顿力学将格朗日力学所基于的位形空间提

升至相空间。在位形空间中，基本的几何对象是度规。而在相空间中，度规的地位则

被辛矩阵所取代。如果说哈密顿力学自身有一个第一原理的话，那就是相空间的辛几

何结构。可以说，哈密顿力学就是相空间中的几何学。本书即抓住辛矩阵这一主线，

从一开始就将泊松括号定义为辛矩阵下的相空间“辛内积”，将正则变换定义成保辛

矩阵不变的相空间“流动”。通过和欧氏空间、闵氏时空中内积和转动的类比，将泊

松括号、正则变换、刘维尔定理、哈密顿-雅可比方程等经常显得零散的知识点串联
起来，并得以站在更高的高度理解哈密顿力学中的诸多美妙结论。

小振动和刚体是理论力学教学的传统内容。但因其本身不是分析力学体系的一

部分，所以在教学中经常显得较为突兀。本书尝试将其分别纳入两个一般性的理论

中，即小振动作为微扰展开的应用，刚体作为转动理论的应用。在讲授传统内容的同

时，尽力突出其“分析味”和“现代性”。传统对于刚体的讲述，几乎回到了牛顿力

学。本书则基于转动理论和刚体的拉格朗日量，导出角动量的一般定义，并由变分原

理得到刚体转动的欧拉方程。

作为物理专业学生学习经典力学的入门教材，本书努力突出物理图像，恰恰经典

力学又是最具有物理图像的。书中绘制了很多定性或定量的图，以帮助学生建立对诸

多看似抽象概念的直观图像。本书在对基本概念、原理、方法不吝笔墨的同时，也尽

可能地展示经典力学和后续课程和现代物理的联系。书中还将重点公式标注方框，以

方便学生整理、复习。由于学时的限制，经典力学更多精彩的内容目前只能忍痛割爱，

包括（但不限于）：正则微扰论、非线性力学、混沌、约束系统、规范理论等等。希

望未来有机会加入。

经典力学既深且广。其不仅是物理学的基础，而且高度公理化，从这个意义上甚

至成了纯数学的一个分支。其也是变分、流形、张量、李群、变换等数学概念的基础

和最自然的实例，物理与数学在这里完美交融。能将这一优美理论与初进物理专业的

本科同学一同分享，是我喜爱理论力学的教学并乐此不疲的原因之一。

本书是我在中山大学讲授理论力学的讲义基础上形成的。在编写过程中，得到了

学院和学校领导的关心和支持。最后，要感谢我的家人，特别是妻子和女儿的鼓励和

陪伴。相对于传统的理论力学教材，本书在内容和讲述上都是一次新的尝试。限于笔
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者的学识和时间的仓促，本书一定有很多不足。恳请广大读者和同仁批评指正。

高显

二〇二二年九月
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绪论

1687 年牛顿发表了《自然哲学的数学原理》，一手创立了作为物理学基础的力
学。一百年后的 1788 年，拉格朗日发表了《分析力学》，采用分析方法重构了整个力
学体系。半个世纪后的 1834-1835 年，哈密顿、雅可比等人又创立了哈密顿力学，将
经典力学在十九世纪的发展推向了顶峰，并孕育了二十世纪物理学的萌芽。拉格朗日

力学和哈密顿力学也被合称为“分析力学”。一个问题是，为什么在牛顿力学之后还

要发展分析力学？

首先，以牛顿第二定律“F = ma”为标志的牛顿力学，关注的是位移、速度、加

速度、力、力矩、角位移、角速度、角动量等“矢量”之间的关系，这在处理点粒子、

刚体等简单的机械系统时是有效的。但是一方面，当系统变得复杂，特别是存在“约

束”时，牛顿力学需要将约束力、约束方程和牛顿运动方程联合求解，使得问题的处

理变得棘手。更重要地，在十九世纪随着热学、电磁学的建立，“机械”运动的中心

地位被打破。当面对更一般的“非机械”系统时，以“力”为代表的“矢量”式的对

象和处理方式显得捉襟见肘，甚至变得无从下手。此时，以“能量”为代表的“标量”

就登上舞台，其不仅比矢量更简单，而且更加普适。拉格朗日力学和哈密顿力学中处

于核心地位的，正是两个“标量”，分别是拉格朗日量和哈密顿量。现代物理学的出

发点，通常就是系统的拉格朗日量和哈密顿量，而不是“力”。

其次，从牛顿力学到分析力学的发展，也是描述物理系统“空间”的进化。牛顿

力学所关注的主要是粒子、刚体等在普通的三维空间中的位置，所采用的也是普通的

空间坐标。在拉格朗日力学中，通过引入一般的广义坐标，在“位形空间”中描述系

统的运动。牛顿定律则被更一般的拉格朗日方程所取代，从而得以描述更复杂、更一

般的物理系统。哈密顿力学则进一步采用广义坐标和广义动量共同构成的、描述系统

状态的“相空间”，其不仅是“空间”概念的质的飞跃，而且得以在前所未有的深度

描述系统的演化规律。在哈密顿力学中，运动规律体现为哈密顿正则方程、泊松括号

和哈密顿-雅可比方程这三种等价的表述形式。后两者则在二十世纪量子力学的建立
过程中起到了关键作用。

以上关于牛顿力学和分析力学的对比可以总结如下：

1
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体系 对象 空间 规律

牛顿力学 力（矢量） 三维空间 牛顿定律

拉格朗日力学 拉格朗日量（标量） 位形空间 拉格朗日方程

哈密顿力学 哈密顿量（标量） 相空间 哈密顿正则方程、

泊松括号、

哈密顿-雅可比方程

此外，分析力学体系还得以从新的角度看待物理规律。伴随分析力学的发展而建

立起来的“最小作用量原理”，不仅在分析力学框架中处于核心地位，而且实际上也

成为了整个物理学的“第一原理”。基于拉格朗日量和哈密顿量的分析力学体系，揭

示了物理系统的对称性和守恒律之间的深刻联系。由此建立的诺特定理，更被誉为经

典物理中最优美的结论之一。在哈密顿力学和相空间中，物理系统的动力学演化体现

为相空间的几何性质。在这里，物理与数学融为一体，浑然天成。

接下来，就让我们开始这激动人心的经典力学探索之旅。
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第一章 变分法

1.1 泛函

物理学的发展常伴随着新的数学形式的产生。对于经典力学来说，新的数学工具

之一即变分法。为此，先来回顾一下函数的概念。什么是函数？形象点说，函数就像

如图1.1(a) 所示的机器，输入一个数，输出另一个数。当然，这里的“数”未必就是
指实数，也可以是复数、数组、矢量、矩阵，等等。例如，线性代数中的行列式，就

是方阵的函数。

图 1.1: 函数与泛函。

换成稍微数学点的说法，函数就是具体的映射关系。给两个集合 X 和 Y，在两

个集合的元素 t ∈ X 和 y ∈ Y 之间建立一个对应关系即映射，而这个映射关系的具

体形式就是函数。

f : t 7→ y = f (t) . (1.1)

集合和映射可以说是整个数学中最基本的概念。随着后续的学习，我们会发现大量的

概念—---无论他们看上去千差万别，其实都是某种映射。

1.1.1 泛函的概念

从映射—---或者说“输入/输出”—---的角度，很多时候普通函数的概念显得不
太够用。例如，空间（平面、球面等）中两点用任一曲线连接，给定曲线的形状（输

入），就可以计算出曲线的长度（输出）。又比如，平面上的封闭曲线和空间中的封闭

曲面，给定曲线和曲面的形状（输入），就可以计算出所包围的面积和体积（输出）。

如图1.2所示，热力学中的准静态循环过程（输入），p− V 图（压强-体积图）上所围
的面积是系统/外界做的功（输出），T − S 图（温度-熵图）上所围的面积是系统吸

3



1.1 泛函 第一章 变分法

收/放出的热量（输出）。如图1.3所示，小球从两端固定的光滑轨道滚下，不同的轨
道形状（输入），所需的下落时间（输出）不同。而这产生了一个自然的问题，什么

形状的轨道，小球下落时间最短？历史上，变分法的提出就是为了解决最速下降曲线

（Brachistochrone curve）问题1。我们将在例1.4中详细讨论这个问题。

图 1.2: 准静态循环过程。

图 1.3: 最速下降曲线。

上面的例子有个共同的特点，“输出”是“数”，但是“输入”—---曲线、曲面、
轨道的形状、准静态过程等，并不是普通意义上的“数”。由此可见，为了描述并解

决这些问题，普通函数的概念需要被推广，需要引入新的数学概念来描述这种“不

是数的输入”。这些例子还有个共同点，输入虽然不是“数”，但都可以用“函数”

描述。至此，泛函（functional）的概念已经呼之欲出。形象点说，泛函也像一台机
器，输入一个函数，输出一个数，如图1.1(b) 所示。用数学语言来说，所谓泛函，即
函数到数的映射。两个集合 X 和 Y 之间的映射可以有很多种，换句话说可以有很

多种函数 y = f1 (t) , y = f2 (t) , y = f3 (t) , · · ·，所有这些函数自然也构成一个集合
F = {f1, f2, f3, · · · }，其中的元素就是某个具体的函数 f ∈ F。因此函数 f 的泛函记

作 S [f ]，即

f 7→ S = S [f ] , F → C, (1.2)

这里 C 代表复数集合（自然也包括实数）。泛函既然也是一种映射，那么如果把泛函
所“输入”的函数也当成某种“广义的数”，则泛函也可被视为一种函数。只不过普

1这一问题最早是由伽利略在其 1638 年出版的划时代巨著《关于两门新科学的对话》一书中提出的。伽利略本人当
时错误地认为是圆弧。直到 1696 年，约翰•伯努利（Johann Bernoulli，1667-1748）再次就这个问题公开征解，随
后牛顿、莱布尼茨、洛必达、伯努利等人都很快得到了正确的结果。
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第一章 变分法 1.2 变分

通函数是“数的函数”，而泛函则是“函数的函数”。这也解释了“泛函”这个名词的

由来2。

1.1.2 泛函的具体形式

根据泛函的定义—---输入函数、输出数，就可以写出很多泛函的具体例子来。例
如，平面上曲线方程记为 y = f (x)，则两点之间的曲线长度 S 为曲线方程 f (x) 的

泛函

S = S [f ] =

ˆ
曲线

dx
√
1 + (f ′ (x))

2
.

理想气体准静态过程对外做功 W 即是过程方程 p = p (V ) 的泛函

W =W [p] =

ˆ
过程

p (V ) dV.

三维空间中曲面方程记为 z = ϕ (x, y)，则曲面面积 A 为二元函数 ϕ (x, y) 的泛函

A = A [ϕ] =

¨
区域

dxdy

√
1 +

(
∂ϕ

∂x

)2

+

(
∂ϕ

∂y

)2

.

由这些简单的例子可见，“泛函”的概念并不抽象，实际上我们已经在不知不觉中接

触了大量的泛函。有趣的是，根据泛函的定义，函数 f (x) 在某一点 x0 的值 f (x0)，

当然也是函数自身的泛函，这就是所谓“δ-函数”（见附录A.3）。
经典力学中所遇到的泛函通常可以写成积分形式：

S [f ] =

ˆ t2

t1

dtL (t, f (t) , f ′ (t) , f ′′ (t) , · · · ) , (1.3)

这里被积函数 L = L (t, f (t) , f ′ (t) , f ′′ (t) , · · · ) 是函数 f (t) 及其导数的一般函数。

1.2 变分

1.2.1 变分的概念

函数和泛函同为映射，“输入/输出”的无穷小变化，对函数而言即微分，对泛函
而言即变分（variation）。简言之，泛函为函数到数的映射，函数本身的无穷小变化、
以及由之引起的泛函的变化即变分。若函数 f (t) 变成了另外一个函数 f (t) → f̃ (t)，

且假设两者相差无穷小，则函数 f (t) 的变分 δf 定义为

δf (t) := f̃ (t)− f (t) . (1.4)

2从这个意义上，中文将英文的“functional”翻译成“泛函”可谓精辟。
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1.2 变分 第一章 变分法

(1.4) 中的符号“δ”代表变分运算（一种操作），即对函数本身进行无穷小的变化。
变分运算的结果，亦即 (1.4) 的右边，也是一个函数（只不过是无穷小的）3。变分

δf (t) 作为另一个函数，和 f (t) 并没有什么关系。

函数的变分 δf (t) 和微分 df (t) 同为无穷小变化，但有本质的区别，如图1.4所
示。

图 1.4: 函数的变分与微分的区别。

函数的微分 df (t) 是由自变量 t 的变化引起的，函数本身固定不变，

f (t)
t→t̃=t+dt−−−−−−−−−−→ f (t+ dt) = f (t) + df (t) + · · · . (1.5)

而函数的变分 δf (t) 是因为函数本身发生了变化，而与自变量 t 无关，

f (t) → f̃ (t) ≡ (f + δf) (t) = f (t) + δf (t) . (1.6)

1.2.2 变分的运算规则

函数的变分和微分同为无穷小变化，形式上的运算规则基本相同。例如，δ (fn) =

nfn−1δf，对于函数 f1 和 f2 和常数 a, b，有

δ (af1 + bf2) = aδf1 + bδf2, δ (f1f2) = (δf1) f2 + f1 (δf2) , (1.7)

等等。

另一个重要且非常有用的性质是，变分和微分可以交换顺序，即“微分的变分 =
变分的微分”，

δ (df) = d (δf) . (1.8)

(1.8) 可做直观证明，如图1.5所示，考察 f 的值在 A 点和 B′ 点的差，即 f̃ (t+ dt)−
f (t)。

3尽管如此，最好不要将 δf (t) 中的 δf 视为这个无穷小的函数的名字，虽然这样做大部分时候问题不大。
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第一章 变分法 1.2 变分

图 1.5: 变分与微分运算可交换顺序。

若先微分后变分（路径 A→ B → B′），精确到一阶小量，有

C ′B长度 ≡ f (t+ dt)− f (t) = df (t) ,

BB′长度 ≡ f̃ (t+ dt)− f (t+ dt)

= δ (f (t+ dt)) = δ (f (t) + df (t)) = δf (t) + δ (df (t)) ,

于是

f̃ (t+ dt)− f (t) = df (t) + δf (t) + δ (df) (t) . (1.9)

若先变分后微分（路径 A→ A′ → B′），精确到一阶小量，有

AA′长度 ≡ f̃ (t)− f (t) = δf (t) ,

A′C长度 ≡ f̃ (t+ dt)− f̃ (t) = df̃ (t) = d ((f + δf) (t)) = df (t) + d (δf (t)) ,

于是

f̃ (t+ dt)− f (t) = δf (t) + df (t) + d ((δf) (t)) . (1.10)

比较 (1.9) 和 (1.10)，即得到 (1.8)。(1.8) 的直接推论即变分和求导运算也可以交换
顺序，即“导数的变分 = 变分的导数”：

δ

(
df (t)

dt

)
=

d
dt (δf (t)) , (1.11)

这里的关键在与，变分所变化的是函数 f 本身，和函数的自变量 t 无关。(1.8) 和
(1.11) 在变分法的运算中经常用到。
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1.3 泛函导数 第一章 变分法

1.3 泛函导数

1.3.1 泛函导数的概念

首先回顾一下普通函数的导数。函数 f = f (t) 的微分是由自变量 t 的微分引起

的：

f (t)
t→t̃=t+ϵdt−−−−−−−−−−→ f

(
t̃
)
≡ f (t+ ϵdt)

= f (t) + ϵdf (t) + ϵ2

2
d2f (t) +

ϵ3

3!
d3f (t) + · · · ,

其中 ϵn 项即函数的 n 阶微分。函数的 n 阶导数则由函数的 n 阶微分与 dt 之间的关
系给出，对于一阶导数，

df (t) = df (t)
dt dt, (1.12)

高阶导数即 dnf (t) = dnf(t)
dtn (dt)n。只要计算出函数的各阶微分，即可以读出相应的

各阶导数。

泛函导数从形式上完全是对普通函数导数的类比。对于泛函 S = S [f ]，其变分

是由函数的变分引起的：

S [f ]
f→f̃=f+ϵδf−−−−−−−−−−−→ S

[
f̃
]
≡ S [f + ϵδf ]

= S [f ] + ϵδS [f ] +
ϵ2

2
δ2S [f ] +

ϵ3

3!
δ3S [f ] + · · · . (1.13)

这里 ϵn 项即被称为泛函的 n 阶变分 δnS [f ]。仿照函数的 n 阶导数即可定义 n 阶泛

函导数。例如仿照 (1.12)，

δS [f ] :=

ˆ
dt δS

δf (t)
δf (t) . (1.14)

这里 δS 是泛函的一阶变分， δS
δf(t)

即一阶泛函导数（the first order functional deriva-
tive）。可以看出，一阶泛函导数的作用，是将函数的变分 δf (t)（无穷小的函数）映

射到泛函的一阶变分 δS（无穷小的数）。这也解释了 (1.14)中对 t积分的必要性。为

了更好地理解 (1.14) 的形式，可将泛函与多元函数类比。例如，(1.14) 可以和多元函
数 F = F (x1, · · · , xn) 的一阶微分 dF =

∑∞
n=1

∂F
∂xn

dxn 相类比，如图1.6所示。

图 1.6: 泛函导数与多元函数偏导数的类比。
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第一章 变分法 1.3 泛函导数

类比函数的高阶导数，高阶泛函导数定义为

δ2S [f ] :=

ˆ
dt1
ˆ

dt2
δ2S

δf (t1) δf (t2)
δf (t1) δf (t2) , (1.15)

δ3S [f ] :=

ˆ
dt1
ˆ

dt2
ˆ

dt3
δ3S

δf (t1) δf (t2) δf (t3)
δf (t1) δf (t2) δf (t3) ,(1.16)

...

这里 δ2S
δf(t1)δf(t2)

和 δ3S
δf(t1)δf(t2)δf(t3)

即表示 S [f ] 对 f 的二阶和三阶泛函导数。例如，

其中二阶泛函导数的作用是，将函数的变分 δf (t) 映射为泛函的二阶变分 δ2S（二阶

无穷小的数）。更高阶的情形依此类推。在经典力学中，大多数情况下我们只关心一

阶泛函导数。

1.3.2 泛函导数的操作定义

根据上面的讨论，泛函导数归结于计算泛函的变分，而困难也在于此。换一个角

度，在泛函 S [f + ϵδf ] 中，ϵ 是个参数，而泛函 S 也是一个数，其值依赖于 ϵ。所以

S [f + ϵδf ] 可视为 ϵ 的普通函数。于是 (1.13) 可以视为 S [f + ϵδf ] 相对于 ϵ 的普通

泰勒展开：

S [f + ϵδf ] = S [f ] + ϵ
d
dϵS [f + ϵδf ]

∣∣∣∣
ϵ=0

+
ϵ2

2!

d2

dϵ2S [f + ϵδf ]

∣∣∣∣
ϵ=0

+ · · · . (1.17)

而泰勒展开和普通导数我们再熟悉不过。比较 (1.13) 和 (1.17)，对于一阶泛函导数4，

δS ≡ d
dϵS [f + ϵδf ]

∣∣∣∣
ϵ=0

=

ˆ
dt δS

δf (t)
δf (t) . (1.18)

高阶泛函导数可以类似写出。

对于 (1.3) 形式的泛函，

S [f + ϵδf ] =

ˆ t2

t1

dtL (t, f + ϵδf, f ′ + ϵδf ′, f ′′ + ϵδf ′′, · · · ) ,

于是由 (1.18) 得到

δS =

ˆ t2

t1

dt d
dϵL (t, f + ϵδf, f ′ + ϵδf ′, f ′′ + ϵδf ′′, · · · )

∣∣∣∣
ϵ=0

=

ˆ t2

t1

dt
(
∂L

∂f
δf +

∂L

∂f ′ δf
′ +

∂L

∂f ′′ δf
′′ + · · ·

)
︸ ︷︷ ︸

≡δL

. (1.19)

4(1.18)意味着我们默认由等式的左边所得到的表达式总是能写成右边积分的形式。能做到这一点的泛函被称作“可
微”（differentiable）。数学上并不是所有的泛函都是可微的。
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1.3 泛函导数 第一章 变分法

上式中的被积函数不是别的，正是 L 的一阶变分 δL，其与微分 dL 的形式全同，只
是微分被换成了变分。这意味着，

δS ≡ δ

(ˆ t2

t1

dtL
)

=

ˆ t2

t1

dtδL, (1.20)

即变分符号可以移到积分号内。

观察 (1.14) 的形式，右边只出现函数的变分 δf。但是 (1.19) 中出现了函数导数
的变分 δf ′, δf ′′, · · ·，这时该如何处理？这就需要用到变分法中非常重要的技巧——分
部积分（integration by parts）。其基本思路是，利用变分与求导可以交换顺序的性
质，将作用于 δf 的导数移除，代价是产生额外的“全导数”项。例如，对于正比于

δf ′ 的项，

∂L

∂f ′ δf
′ 变分与求导交换顺序
============

∂L

∂f ′
d
dtδf =

d
dt

(
∂L

∂f ′ δf

)
︸ ︷︷ ︸

全导数

− d
dt

(
∂L

∂f ′

)
δf. (1.21)

类似地，

∂L

∂f ′′ δf
′′ =

∂L

∂f ′′
d2

dt2 δf =
d
dt

(
∂L

∂f ′′
d
dtδf

)
− d

dt

(
∂L

∂f ′′

)
d
dtδf

=
d
dt

[
∂L

∂f ′′ δf
′ − d

dt

(
∂L

∂f ′′

)
δf

]
︸ ︷︷ ︸

全导数

+
d2

dt2

(
∂L

∂f ′′

)
δf. (1.22)

因此

δS =

ˆ t2

t1

dt
[
∂L

∂f
δf − d

dt

(
∂L

∂f ′

)
δf +

d2

dt2

(
∂L

∂f ′′

)
δf + · · ·+ dB

dt

]
=

ˆ t2

t1

dt
[
∂L

∂f
− d

dt

(
∂L

∂f ′

)
+

d2

dt2

(
∂L

∂f ′′

)
+ · · ·

]
δf + B|t2t1 , (1.23)

这里 dB
dt 代表全导数项，积分后得到的 B|t2t1 被称作边界项（boundary term），其在

积分的端点（边界）处取值。对比 (1.14)，(1.23)中的第一项已经具有 (1.14)的形式，
障碍来自边界项。由上面的推导知，若泛函的被积函数 L 包含 f (t) 的最高 n 阶导

数，则边界项 B 包含 δf (t) 的最高 (n− 1) 阶导数。因此变分法中的一个基本假设

是，如果泛函的被积函数包含最高 n 阶导数，则在积分端点（边界）处，函数及其直

至 (n− 1) 阶导数的变分为零，即

δf |t1 = δf |t2 = 0, (1.24)

δf ′|t1 = δf ′|t2 = 0, (1.25)
...

δf (n−1)
∣∣
t1
= δf (n−1)

∣∣
t2

= 0. (1.26)
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第一章 变分法 1.3 泛函导数

在这样的假设下，边界项恒为零 B|t1 = B|t2 = 0。两个式子“差一个全导数”、或者

两个积分“差一个边界项”这件事在变分法中非常重要，因此通常用一个专门的符号

“'”来表示，即
L1 ' L2, ⇔ L1 = L2 +全导数 , (1.27)

以及

S1 ' S2, ⇔ S1 = S2 +边界项 . (1.28)

基于上面的假设，对于泛函导数的计算来说，边界项无关紧要。在实际计算中，都是

默认直接丢掉边界项，而不用写出其具体形式。例如，(1.21) 和 (1.22) 可以直接写成

∂L

∂f ′ δf
′ ' − d

dt

(
∂L

∂f ′

)
δf,

∂L

∂f ′′ δf
′′ ' d2

dt2

(
∂L

∂f ′′

)
δf. (1.29)

基于同样的理由，泛函的积分上下限也经常被省略，即写成 S =
´

dt L。

1.3.3 计算一阶泛函导数的标准手续

变分原理是整个分析力学（甚至整个物理学）的第一原理，而变分法的核心就是

计算一阶泛函导数，或者说，如何计算泛函的一阶变分，并将其写成 (1.14) 的形式。
根据以上的讨论，对于 (1.3) 形式的泛函，可以总结一下计算一阶泛函导数的手续。

1. 将变分符号“δ”移到积分号内：

δS [f ] =

ˆ
dtδL (t, f (t) , f ′ (t) , f ′′ (t) , · · · ) . (1.30)

2. 按照类似复合函数求导的规则，计算 δL：

δS [f ] =

ˆ
dt
(
∂L

∂f
δf +

∂L

∂f ′ δf
′ +

∂L

∂f ′′ δf
′′ + · · ·

)
. (1.31)

这里变分 δL 和微分 dL 的形式全同，只是微分被换成了变分。

3. 做分部积分，将 δf 的导数移除。这是计算一阶泛函导数最关键的一步。在实际

操作中，只需要不断地将 δf 的导数移除，并不需要关注全导数项的具体形式。

4. 提取 δf 前的系数，即一阶泛函导数。

根据以上手续，经过分部积分，(1.31) 成为

δS '
ˆ

dt
[
∂L

∂f
− d

dt

(
∂L

∂f ′

)
+

d2

dt2

(
∂L

∂f ′′

)
+ · · ·

]
δf, (1.32)

从中读出一阶泛函导数即

δS

δf
=
∂L

∂f
− d

dt

(
∂L

∂f ′

)
+

d2

dt2

(
∂L

∂f ′′

)
+ · · · . (1.33)
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1.4 泛函极值 第一章 变分法

需要强调的是，(1.33)虽然形式绝对正确，但是最好不要把偏导数 ∂L
∂f
, ∂L
∂f ′ ,

∂L
∂f ′′ · · ·

等等先计算出来再套入 (1.33)，而应该按照上面的“变分-分部积分”操作步骤，这也
是实际工作中计算泛函导数的方法。

例 1.1 一阶泛函导数

考虑泛函

S [f ] =

ˆ
dt1

2

[(
f ′ (t)

)2 − (f (t))2
]
.

有

δS [f ] =

ˆ
dt1

2
δ
(
f ′2 − f2) = ˆ dt

(
f ′δf ′ − fδf

)
≃
ˆ

dt
(
−f ′′δf − fδf

)
= −

ˆ
dt
(
f ′′ + f

)
δf (t) ,

因此一阶泛函导数为
δS

δf (t)
= −f ′′ (t)− f (t) .

例 1.2 一阶泛函导数

考虑泛函

S [f ] =

ˆ
dtf (t) f ′ (t) .

有

δS [f ] =

ˆ
dtδ
(
ff ′) = ˆ dt

(
δff ′ + fδf ′) ≃ ˆ dt

(
δff ′ − f ′δf

)
≡ 0,

因此一阶泛函导数为零。在这个例子中，出现了泛函导数为零的情况。实际上，观察泛函中

的被积函数，ff ′ = d
dt
(
1
2
f2
)
，其自身就是个全导数。而根据上面的讨论，被积函数中的全

导数可以自然舍去，所以 ff ′ ≃ 0，难怪其对应的泛函导数为零了。

1.4 泛函极值

1.4.1 泛函极值的必要条件

现在我们可以尝试回答第1.1节中泛函例子中的问题：为何两点之间直线距离最
短？如何使得固定长度曲线所围区域面积最大？什么循环过程效率最高？轨道形状如

何小球下落时间最短？等等。有了泛函的概念，这些问题可以归结为当函数（输入）

取什么形式时，泛函的值（输出）取极值。在变分法中，这被称作泛函极值问题。实

际问题中，我们关心的并不是泛函的全部信息，而往往是泛函的极值。

假设泛函 S [f ]在 f = f̄ (t)时取极小（大）值，意味着任何对 f̄ 的小偏离 f̄+ϵδf，

都会使得 S
[
f̄ + ϵδf

]
的值比 S

[
f̄
]
大（小），只有当不发生偏离、即 δf = 0 时取极

值。从另一角度，这等价于 S
[
f̄ + ϵδf

]
作为参数 ϵ 的普通函数，在 ϵ = 0 处取极值。

这样就将泛函极值问题转化为普通函数的极值问题。而我们已经知道，普通函数极值

高显 12 经典力学



第一章 变分法 1.4 泛函极值

即要求其一阶导数为零。结合泛函导数的定义，即有

δS
[
f̄
]
=

ˆ
dt δS [f ]

δf

∣∣∣∣
f̄

δf (t) =
dS
[
f̄ + ϵδf

]
dϵ

∣∣∣∣∣
ϵ=0

= 0. (1.34)

由此得到泛函在 f = f̄ (t) 时取极值的必要条件是其一阶变分为零：

δS
[
f̄
]
= 0 , (1.35)

其意义是在函数（输入）发生小变化时，泛函的值（输出）不变。等价地，这意味着

泛函在 f̄ (t) 处的一阶泛函导数为零：

δS [f ]

δf

∣∣∣∣
f̄

= 0 . (1.36)

需要说明的是，正如一阶导数为零只是函数取极值的必要而非充分条件，同样，一阶

泛函导数为零只是泛函取极值的必要而非充分条件。严格来说，δS = 0 未必对应泛

函一定取极值，但是一定是稳恒（stationary）的。
作为变分法到目前的小结，可将多元函数与泛函做一对比：

输入 输出 极值

函数 xn F (xn) dF = 0 ⇔ ∂F
∂xn

∣∣∣
x̄n

= 0

泛函 f (t) S [f ] δS = 0 ⇔ δS
δf

∣∣∣
f̄
= 0

1.4.2 欧拉-拉格朗日方程

一类常见的泛函具有如下形式（即 (1.3) 的特殊情况）

S [f ] =

ˆ
dtL (t, f (t) , f ′ (t)) . (1.37)

其特点是，泛函的被积函数 L 最高包含 f 的一阶导数。物理中大部分感兴趣的系统

都是这种情形。根据 (1.33)，泛函取极值的必要条件是

− δS

δf
≡ d

dt

(
∂L

∂f ′

)
− ∂L

∂f
= 0 . (1.38)

(1.38) 是关于 f (t) 的二阶微分方程，被称为变分问题的欧拉-拉格朗日方程（Euler-
Lagrange equation）5。其意义是，泛函 (1.37)在 f = f (t) 处取得极值的必要条件是

5欧拉-拉格朗日方程是欧拉（Leonhard Euler，1707-1783）于 1744 年得到的。欧拉是瑞士数学家、物理学家，十
八世纪数学界的中心人物之一，对分析学、几何学、力学都有大量基础性贡献。拉格朗日（Joseph-Louis Lagrange，
1736-1813）是法国数学家、物理学家，也是欧拉在分析学领域最重要的继承者和开拓者，对分析学、力学和天体力学
都有重要贡献。
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1.4 泛函极值 第一章 变分法

f (t) 满足二阶微分方程 (1.38)。值得一提的是，并不是所有的微分方程都是欧拉-拉
格朗日方程，即都对应某个泛函的极值（见习题1.9）。
对 L 直接求全导数，

dL
dt =

∂L

∂t
+
∂L

∂f
f ′ +

∂L

∂f ′ f
′′ =

∂L

∂t
+
∂L

∂f
f ′ +

d
dt

(
∂L

∂f ′ f
′
)
− d

dt

(
∂L

∂f ′

)
f ′

=
∂L

∂t
−
[

d
dt

(
∂L

∂f ′

)
− ∂L

∂f

]
︸ ︷︷ ︸

=0

f ′ +
d
dt

(
∂L

∂f ′ f
′
)
,

因此当欧拉-拉格朗日方程 (1.38) 满足时，下式也成立

d
dt

(
∂L

∂f ′ f
′ − L

)
+
∂L

∂t
= 0 , (1.39)

其可视为欧拉-拉格朗日方程的等价形式。一个立即的推论是，若 L 不显含积分变量

t，
∂L

∂t
= 0, ⇒ ∂L

∂f ′ f
′ − L =常数. (1.40)

对于更一般的泛函 (1.3)，取极值的必要条件是

δS

δf
≡
∑
n=0

(−1)
n dn

dtn

(
∂L

∂f (n)

)
= 0. (1.41)

如果泛函 (1.3)中被积函数 L包含 f (t)的最高到N 阶导数，即 L = L
(
t, f, f ′, · · · , f (N)

)
，

则上面的求和展开为

δS

δf
=
∂L

∂f
− d

dx

(
∂L

∂f ′

)
+ · · ·+ (−1)

N dN
dxN

(
∂L

∂f (N)

)
,

δS
δf
中 f (t) 的最高阶导数来自最后一项，如果 ∂L

∂f(N) 仍然包含 f (N)，即

∂

∂f (N)

(
∂L

∂f (N)

)
≡ ∂2L

∂f (N)∂f (N)
6= 0, (1.42)

则 dN

dtN

(
∂L

∂f(N)

)
包含最高至 f (t) 的 2N 阶导数。满足 (1.42) 的 L 也被称作是非退化

（non-degenerate）的。总之，如果泛函 S [f ] 的被积函数 L 含有最高至 f (t) 的 N 阶

导数且非退化，则泛函导数 δS
δf
包含最高至 f (t) 的 2N 阶导数，相应泛函极值的欧

拉-拉格朗日方程为 2N 阶微分方程。

例 1.3 平面上两点之间直线距离最短

平面上两固定点之间由任意光滑曲线连接，曲线方程记作 y = f ′ (x)，曲线长度为
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第一章 变分法 1.4 泛函极值

S =
´

dx
√

1 + (f ′ (x))2。变分得到

δS =

ˆ
dx δ

√
1 + f ′2 =

ˆ
dx f ′√

1 + f ′2
δf ′ ≃ −

ˆ
dx f ′′

(1 + f ′2)3/2
δf.

于是曲线长度取极值的必要条件即 f(x) 满足 f ′′

(1+f ′2)3/2
= 0，其等价于 f ′′ = 0，通解为

y = f (x) = ax+ b，其中 a, b 为常数，即是直线方程。利用变分法，我们就证明了平面上

两点之间直线距离最短。

例 1.4 最速下降曲线

回到本章一开始提到的最速下降曲线问题。如图1.7所示，两端固定的光滑轨道，处于
有重力场的竖直平面内。一个质量为 m 的小球限制在轨道上运动。初始时刻，小球从轨道

顶端由静止开始滑落。我们的问题是当轨道为何种形状时，小球从轨道顶端下降到底端用时

最短。

图 1.7: 最速下降曲线。

取水平方向坐标为 x，竖直向下为 y，顶端为坐标原点。设重力加速度为 g。根据能量守

恒，当小球下降至 y 处时，满足 1
2
mv2 = mgy，因此速度大小 v =

√
2gy。又 v ≡ ds

dt =√
(dx)2+(dy)2

dt = dx
√

1+y′2

dt ，得到下落到 A 点用时

T [y] =

ˆ xA

0

dx
√

1 + y′2√
2gy

, (1.43)

其是轨道形状 y (x)的泛函。接下来当然可以直接变分得到对应的欧拉-拉格朗日方程。不过

更方便的方法是观察 (1.43) 的被积函数 L =

√
1+y′2√
2gy
，其与积分变量 x 无关，这正是 (1.40)

的情况。因此得到
∂L

∂y′
y′ − L = − 1

√
2gy
√

1 + y′2
=常数,

即 y (x) 满足

y
(
1 + y′2

)
=常数. (1.44)

可以验证 (1.44) 有参数方程解（有 y′ (x) ≡ y′ (θ) /x′ (θ)），y (θ) = a (1− cos θ) 和 x (θ) =

a (θ − sin θ)，其所描述的曲线即摆线（cycloid），也被称作悬链线（catenary）。这里常数 a

的值由底端（A 点）的位置决定。因此最速下降曲线是摆线的一部分，如图1.8所示。有趣
的是，最速下降曲线与小球质量和重力加速度都没有关系。
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1.4 泛函极值 第一章 变分法

图 1.8: 最速下降曲线（实线部分）与摆线。从上到下 3 条曲线分别对应底端
坐标 {xA, yA} = {1, 0.5} 和、{2, 1} 和 {4, 1.5}。

1.4.3 多个变量与多元函数

到目前为止，我们只讨论了只依赖单个函数 f (t) 的泛函，即 S = S [f ]。以上所

有讨论对于多个独立函数 f1 (t) , f2 (t) , · · · 的泛函的推广是直接的。考虑泛函

S = S [f1, f2, · · · ] =
ˆ

dxL (t, f1, f2, · · · , f ′
1, f

′
2, · · · ) . (1.45)

其极值同样要求

δS '
ˆ

dx
(
δS

δf1
δf1 +

δS

δf2
δf2 + · · ·

)
= 0. (1.46)

因为函数 f1, f2, · · · 是独立的，其变分 δf1, δf2, · · · 也是互相独立的，因此上式成立
必然要求每一项的系数都为零，于是泛函取极值即要求

δS

δf1
= 0,

δS

δf2
= 0, · · · . (1.47)

例 1.5 多个函数的泛函

考虑依赖于两个函数 f (t) 和 n (t) 的泛函

S [f, n] =

ˆ
dt1

2

[
1

n (t)

(
f ′ (t)

)2 − n (t) (f (t))2
]
.

因为 f (t) 和 n (t) 是两个独立的函数，我们可以对其分别做变分。首先对 f (t) 做变分，得

到

δS =

ˆ
dt1

2

(
1

n
2f ′δf ′ − n2fδf

)
≃
ˆ

dt
[
− d

dt

(
f ′

n

)
− nf

]
δf,

因此 δS = 0 要求

− δS

δf
=

d
dt

(
f ′

n

)
+ nf = 0. (1.48)

对 n (t) 做变分，得到

δS =

ˆ
dt1

2

(
− 1

n2
δnf ′2 − δnf2

)
,

因此 δS = 0 要求

− δS

δn
=

1

2

[(
f ′

n

)2

+ f2

]
= 0. (1.49)

泛函 S[f, n] 取极值的必要条件即 f (t) 和 n (t) 满足微分方程 (1.48) 和 (1.49)。
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第一章 变分法 1.4 泛函极值

泛函中的函数也可以是多元函数。以单个函数 f 的泛函 S [f ] 为例，设 f 是 t 和

x 的二元函数 f = f (t, x)。简单起见，我们只考虑 L 含有 f 的一阶导数，泛函具有

形式

S [f ] =

¨
dtdxL

(
t, x, f,

∂f

∂t
,
∂f

∂x

)
. (1.50)

同样按照第1.3.3节中的步骤，泛函的一阶变分为

δS =

¨
dtdxδL

(
t, x, f,

∂f

∂t
,
∂f

∂x

)
=

¨
dtdx

[
∂L

∂f
δf +

∂L

∂
(
∂f
∂t

)δ(∂f
∂t

)
+

∂L

∂
(
∂f
∂x

)δ(∂f
∂x

)]

'
¨

dtdx
[
∂L

∂f
− ∂

∂t

(
∂L

∂
(
∂f
∂t

))− ∂

∂x

(
∂L

∂
(
∂f
∂x

))] δf,
所以泛函取极值的必要条件即

δS

δf
=
∂L

∂f
− ∂

∂t

(
∂L

∂
(
∂f
∂t

))− ∂

∂x

(
∂L

∂
(
∂f
∂x

)) = 0, (1.51)

其是 f (t, x) 的偏微分方程。以上讨论对多个多元函数的泛函的推广是直接的。

习题

1.1 给定 f (t) 的泛函 S [f ] = −
´

dte−V (f(t))
√

1− (f ′ (t))2，其中 V 是 f 的任意函数。求

S [f ] 取极值时，f (x) 的欧拉-拉格朗日方程。
1.2 给定 f (t) 的泛函 S [f ] =

´
dtL，其中 L = (f ′ (t))

2
+ f (t) f ′ (t) + 1

2
f (t) f ′′ (t)。（1）

求一阶泛函导数 δS
δf
；（2）将 L 改写成 L = L̃ + dF

dt 的形式，要求 L̃ 中不包含 f ′′ (t)，求 L̃ 和

F；（3）求泛函 S̃ [f ] =
´

dtL̃ 的一阶泛函导数 δS̃
δf
，并比较其和 δS

δf
的异同。

1.3 给定两个函数 n (t) 和 a (t) 的泛函 S [n, a] =
´ t2
t1

dtna3
(
A (n) + 3B (n) a′2

n2a2

)
，其中

A,B 是 n (t) 的任意函数。求泛函 S [n, a] 取极值时，n (t) 和 a (t) 的欧拉-拉格朗日方程。

1.4 给定二元函数 f (t, x) 的泛函 S [f ] =
˜

dtdx 1
2

[(
∂f(t,x)
∂t

)2
−
(
∂f(t,x)
∂x

)2
−m2f2 (t, x)

]
，

其中 m 是常数。求泛函 S [f ] 取极值时 f (t, x) 的欧拉-拉格朗日方程。
1.5 考虑一条不可拉伸、质量均匀的柔软细绳，长为 l，质量为 m。细绳两端点悬挂于相同

高度，水平距离为 a（a < l）。（1）选择合适的坐标，求细绳总的重力势能 V 作为细绳形状的泛

函；（2）求细绳重力势能取极值时，细绳形状所满足的欧拉-拉格朗日方程。
1.6 考虑 3 维欧氏空间中的任意 2 维曲面，取直角坐标，曲面方程为 z = z (x, y)。曲面上

任意两固定点，由曲面上的任一曲线连接。曲线方程为 x = x (λ)，y = y (λ)，这里 λ 是曲线的

参数。（1）求曲线的长度 S 作为 x (λ) 和 y (λ) 的泛函 S [x, y]；（2）求曲线长度 S 取极值时，

x (λ) 和 y (λ) 的欧拉-拉格朗日方程；（3）当曲面为以下情况时，求解 x (λ) 和 y (λ)：（3.1）平
面 z = ax + by + c（a, b, c 为常数）；（3.2）球面 z =

√
R2 − x2 − y2（R 为常数）；（3.3）锥面

z = H
(
1− 1

R

√
x2 + y2

)
（H,R 为常数）。
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1.4 泛函极值 第一章 变分法

1.7 假设地球质量均匀分布，密度为 ρ，半径为 R。如图1.9所示，在地球内部钻一个光滑隧
道，隧道处于过球心的大圆平面内。一个物体从 A 点静止滑入，则最终将由 B 点滑出。在轨道平

面取极坐标 {r, ϕ}，求轨道形状 r (ϕ) 满足什么方程时物体穿过隧道的时间最短。（提示：地球内部

距离中心 r 处质量为 m 的粒子的牛顿引力势能为 U (r) = 2
3
πGmρr2，其中 G 为牛顿引力常数。）

图 1.9:

1.8 数学上将面积取极值的曲面称作极小曲面。如图1.10所示，{x, y}-平面上给定的 A 点和

B 点之间有曲线 y (x)，此曲线绕 x 轴旋转而成旋转曲面。（1）求此旋转曲面面积取极小值时 y (x)

满足的微分方程；（2）求 y (x) 的解。

图 1.10:

1.9 并不是所有的微分方程都是欧拉-拉格朗日方程。（1）证明 f ′′ (t)+2λf ′ (t)+ω2f (t) = 0

（λ, ω 为常数）在 λ ̸= 0 时不是欧拉-拉格朗日方程，即不存在泛函 S [f ]，使得 δS
δf
等于方程左

边；（2）引入新变量 q = eλtf，求 q 所满足的方程；（3）求 q 的方程作为欧拉-拉格朗日方程所对
应的泛函 S̃ [q]。
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第二章 位形空间

2.1 位形、位形空间

2.1.1 位形

力学研究的基本问题是物理系统的时间演化。具体而言，即是要研究物理系统的

“位形”随时间的演化。位形是粒子在空间中的位置这一概念的推广。简言之，位形

（configuration）即力学系统各个粒子的空间位置，粒子系或者更一般的物理体系在
空间中的形状、分布。例如，考虑 N 个粒子构成的粒子系，给出 N 个粒子的空间坐

标 {x1,x2, · · · ,xN} 即给出粒子系的一个位形。又例如，琴弦振动的形状，即是琴弦
的位形；鼓面弯曲的形状，即是鼓面的位形。

位形的概念可以推广至连续系统和非机械系统。例如描述气体扩散，给出空间中

每一点气体分子数密度 ρ (x)，即给出气体的位形。例如描述热传递，给出空间中每

一点的局域温度 T (x) 即给出温度的位形。例如描述电磁场，给出空间中每一点的矢

量 E (x)，即给出了电场的位形。

2.1.2 位形空间

系统所有可能位形的集合，就构成位形空间（configuration space）。位形空间中
的一点，即代表系统的一种可能的位形。

例如，在水平面上运动的粒子，其位形即水平面上的点，其位形空间即水平面。

限制在圆环上运动的粒子，其位形即圆环上的点，其位形空间即整个圆环；限制在球

面上运动的粒子，其位形即球面上的点，其位形空间就是整个球面。一般来说，力学

体系的位形空间一般都不是平直的线性空间（矢量空间）。例如，球面是一个二维空

间，但显然不是平坦的。但是，球面局部的一小块，看上去又和二维平面很像。数学

上对于这种一般的空间的描述，即所谓流形（manifold）理论1。简言之，流形即局部

看起来像是平直的欧氏空间的东西，但是一般是弯曲的，往往还具有很复杂的结构。

1中文中“流形”一词起源很早。《周易 · 彖传》有“云行雨施，品物流形。”文天祥的《正气歌》中开篇即有“天地
有正气，杂然赋流形。下则为河岳，上则为日星。”
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2.2 广义坐标 第二章 位形空间

数学上“空间”一词经常特指线性空间，因此位形流形（configuration manifold）是
更确切的称呼，不过本书一般仍然用物理上习惯的“位形空间”一词。

2.1.3 世界线

现在考虑时间演化。随着时间参数 t 的变化，系统在位形空间中连续地由一点

（某个位形）移动到另一点，所“扫出”的曲线即位形空间中的轨迹。把“时间”这

一维加进来，可以认为“位形空间”和“时间轴”合在一起构成更大的空间。随着时

间的演化，位形空间中的点在这个空间中也扫出一条连续的曲线，有时被称作世界线

（worldline），如图2.1所示。因为某一时刻的位形本身不能唯一决定此前或此后的位
形，所以世界线是可以相交的，如图2.1中 A 点和 B 点。

图 2.1: 位形空间与时间演化。

2.2 广义坐标

坐标无非是某种空间的参数化，即只要给定一组数，能够唯一确定空间中的一

点，就可以称这组数为“坐标”。例如，通常的 3 维欧氏空间中的点粒子，我们可以
采用直角坐标 {x, y, z}、柱坐标 {r, ϕ, z}、球坐标 {r, θ, ϕ} 等来参数化其位置。点粒
子在空间中位置的参数化是普通坐标，而位形是点粒子位置概念的推广，自然而然，

对位形空间的参数化即广义坐标（generalized coordinates），其是任何一组能够唯一
确定系统某个位形的独立参量。这些概念的推广可以总结如下：

位置 → 位形

普通空间 → 位形空间

普通坐标 → 广义坐标
高显 20 经典力学



第二章 位形空间 2.2 广义坐标

例 2.1 圆环上粒子的位形

如图2.2所示，粒子在固定圆环上无摩擦自由滑动。粒子在圆环上的角度唯一决定了粒
子的位置，所以系统具有一个独立的广义坐标即 θ。这个系统的位形空间就是圆周，通常记

作 S1。

图 2.2: 固定圆环上的粒子。

例 2.2 单摆的位形

如图2.3(a) 所示的单摆，上端固定，假定单摆只在竖直平面内运动。单摆的摆角 θ 唯

一决定了系统的位形，所以系统具有一个独立的广义坐标即 θ。这个系统的位形空间即一维

圆周 S1。如果单摆的顶端不固定，而是在一个光滑水平杆上运动，如图2.3(b) 所示。则可
以用顶端（A 点）的水平座标 x 和单摆摆角 θ 来唯一决定系统的位形。此时系统的位形空

间即二维柱面，记作 R1 × S。如果单摆不限制在竖直平面内运动，成为如图2.3(c) 所示的
球面摆。则可以用球面角坐标 {θ, ϕ} 来唯一决定系统的位形。球面摆的位形空间即二维球
面，记作 S2。

图 2.3: (a) 单摆，(b) 顶端可以滑动的单摆，(c) 球面摆。

例 2.3 刚性杆连接两个粒子的位形

如图2.4所示，水平面上刚性杆连接的两个粒子。其中一个粒子的直角坐标—---例如
{x1, y1}，以及杆的转角 θ 唯一决定了系统的位形，所以系统具有 3 个独立的广义坐标
{x1, y1, θ}。这个系统的位形空间即 R2 × S1。
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2.2 广义坐标 第二章 位形空间

图 2.4: 水平面上刚性杆连接的两个粒子。

例 2.4 双摆的位形

如图2.5所示的双摆，两个杆的摆角唯一决定了双摆的位形。所以双摆有 2 个独立的广
义坐标，可取为两个杆的摆角 θ1 和 θ2。

图 2.5: 双摆。

两个杆的摆角 θ1 和 θ2 各自都具有 2π 的周期性，所以双摆的位形空间是 S1 × S1 ≡ T2，其

代表二维环面，如图2.6所示。

图 2.6: 双摆的位形空间是二维环面。

物理系统 s 个独立的广义坐标2{
q1, · · · , qs

}
≡ {qa} , a = 1, 2, · · · , s , (2.1)

代表位形空间中的一点，即代表系统一个唯一确定的位形。因此，

位形空间的维数 =独立广义坐标的个数. (2.2)
2注意这里我们把广义坐标的指标写在了右上角。在本书中，广义坐标都是用上指标。

高显 22 经典力学



第二章 位形空间 2.2 广义坐标

广义坐标只是位形空间的参数化，所以选择非常任意。原则上，广义坐标的选取有无

限多种。广义坐标的量纲不一定是长度量纲，一般也不能三个（或者多个）一组合成

一个矢量，这也正是位形空间一般不是线性空间的反映。例如，球面不是平坦的线性

空间，球面坐标 {θ, ϕ} 也不是任何矢量的分量。

2.2.1 广义坐标的变换

从概念上来说，广义坐标是对位形空间的参数化，我们当然有选取不同参数化的

自由。从技术上来说，在一组广义坐标下复杂的运动方程，换成另一组广义坐标经常

就变得容易求解。例如球对称引力场中粒子的运动，运动方程在球坐标下就比直角坐

标下要简单得多。

现在假设有两组广义坐标 {qa} 和 {q̃a}，描述同一个位形空间。考虑此位形空间
中的任意某点 P（给定的位形），对应 {qa} 坐标的数值记作 qa|P，{q̃a} 坐标的数值
记作 q̃a|P。两组坐标的数值满足函数关系3

q̃a|P = fa (q|P ) , a = 1, · · · , s. (2.3)

因为 P 是任意一点，所以即有坐标之间的关系 q̃a = fa (t, q)。一般来说变换可以显

含时间参数 t，即在不同时刻有不同的变换关系。习惯上用 q̃a 本身作为变换的函数

名，即写成

qa → q̃a = q̃a (t, q) , a = 1, · · · , s. (2.4)

这种广义坐标之间的变换也被称作点变换（point transformation），因为其将 {qa}
坐标描述的点，变换到用 {q̃a} 描述的点。我们要求变换 (2.4) 是可逆的，换句话说
存在

q̃a → qa = qa (t, q̃) , a = 1, · · · , s. (2.5)

也就是说 {qa} 和 {q̃a} 是一一对应的4。可逆性要求坐标变换的雅可比行列式非零，

即

det
(
∂q̃a

∂qb

)
6= 0. (2.6)

注意 ∂q̃a

∂qb
的逆即 ∂qa

∂q̃b
，满足

∂qa

∂q̃b
∂q̃b

∂qc
≡ ∂qa

∂qc
≡ δac , (2.7)

这里 δab 当指标 a = b 时为 1，a 6= b 时为零。

坐标变换有两种等价的观点，或者说对 {qa} → {q̃a} 有两种等价的解释。一种
是认为用不同的坐标描述同一点，如图2.7(a) 所示。这种观点被称作所谓被动观点

3在本书中，简洁起见经常用粗体字母代表一组多个变量，例如 f (t, q) ≡ f (t, qa) ≡ f
(
t, q1, · · · , qs

)
。

4数学上管这种一一对应且可微的关系叫“微分同胚”（diffeomorphism）。
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2.3 速度、速度相空间 第二章 位形空间

（passive point of view），即“对象不变，坐标在变”。上面我们即采用这种观点，这
时 {qa} 和 {q̃a} 是同一位形空间的不同参数化。但是换一个角度，我们总可以将变
换后 q̃a|P 的坐标数值对应到同一空间上的另外一点 P ′，使得 q|P ′ ≡ q̃|P。也就是
说我们总是可以将坐标变换重新解释为将同一空间上一点变到另外一点，如图2.7(b)
所示。这种观点被称作所谓主动观点（active point of view），即“坐标不变，对象在
变”。坐标变换的被动观点和主动观点是等价且相对的，其各有便利，需要根据具体

问题选择使用。

图 2.7: 坐标变换的两种等价观点：(a) 被动观点，(b) 主动观点。

2.3 速度、速度相空间

2.3.1 速度相空间

力学研究物理系统随时间的演化。“预测演化”是一个非常伟大的想法。苏轼在

《赤壁赋》中写道：“寄蜉蝣于天地，渺沧海之一粟。哀吾生之须臾，羡长江之无穷。”

人类只能了解一时一地的信息，却要预测无穷无限的世界。一个问题是，我们需要知

道多少信息，才能完全预测系统的演化？这个问题可以进一步在数学上表述为，我们

需要知道一个函数在某一点的多少信息，才能完全决定其函数形式？答案已经由泰勒

公式告诉我们了：

f (t) = f (t0) + f ′ (t0) (t− t0) +
1

2
f ′′ (t0) (t− t0)

2
+

1

3!
f ′′′ (t0) (t− t0)

3
+ · · · .

亦即，完全决定一个函数的形式（至少在某点附近），需要知道函数在某点的无穷阶

导数。换句话说，如果我们要预测一个粒子未来的运动，我们需要测量“此时此刻”

粒子的位置、速度、加速度、加加速度、加加加速度⋯⋯即无穷多的信息！幸运的是，

对于自然界中绝大部分物理系统，我们只需要测量“位置”和“速度”就可以了。要

做到这一点，唯一的可能就是二阶及以上的导数都由函数在某点的值及其一阶导数

完全决定，亦即存在如下的关系

f ′′ (t) = F (f (t) , f ′ (t)) . (2.8)
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第二章 位形空间 2.3 速度、速度相空间

可以验证，对 (2.8) 再求导，即有

f ′′′ =
∂F

∂f
f ′ +

∂F

∂f ′ f
′′ =

∂F

∂f
f ′ +

∂F

∂f ′F (f, f ′) ,

可见三阶导数也可以由函数及其一阶导数决定。更高阶的导数，依此类推。(2.8) 不
是别的，正是 f (t) 所满足的二阶微分方程。而数学家早已告诉我们，确定二阶微分

方程的一个解正需要两个初始条件—---位置和速度。于是，虽然“觉宇宙之无穷”，也
可以做到“识盈虚之有数”了。

对于一般的物理系统，从广义坐标 {qa} 出发，广义速度（generalized velocity）
定义为广义坐标的时间导数

va :=
dqa (t)

dt ≡ q̇a , a = 1, · · · , s. (2.9)

所以，只要系统位形的演化满足二阶微分方程，那么知道此时此刻的广义坐标及其

一阶导数—---广义速度，就可以完全确定此后任意时刻系统的演化。从这个意义上
说，“坐标”与“速度”即包含系统演化的全部信息。“坐标”与“速度”合在一起，

构成系统的状态（state）。知道某一时刻的状态，原则上就知道了此前或此后任一时
刻的状态。

物理系统所有可能状态的集合，即状态空间，也被称作相空间（phase space）。
相空间的概念在现代物理学中几乎无处不在，被誉为“现代科学中最强大的发明之

一”5。这里的“相”指的就是系统的状态（与复数的“相位”并没有关系，虽然两者

的英文都是“phase”）。具体到“坐标”和“速度”构成的状态空间，被称为速度相
空间（velocity phase space）6。速度相空间中的一点 {q, q̇}，代表系统的一种可能的
状态。因此，

相空间的维数 =唯一确定系统演化的独立参量的个数. (2.10)

对于点粒子系统，速度相空间的维数总是偶数维的。这是因为点粒子系统的运动方程

总是需要偶数个初始条件。

5相空间概念的历史发展相当漫长而曲折。1838 年法国数学家刘维尔（Joseph Liouville，1809-1882）在其刘维尔
定理（即相空间体元守恒，见第15.5节）的论文里已经涉及相空间的概念，只是刘维尔定理当时是作为解一阶常微分方
程组的性质提出的，还没有视为物理定理。后来，雅可比（Carl Gustav Jacobi，1804-1851）与玻尔兹曼（Ludwig
Eduard Boltzmann，1844-1906）分别在力学与气体运动论的发展中用到相空间的概念，并且引述了刘维尔定理的论
文。玻尔兹曼用德文的“bewegungsart”和“bewegungsphase”来分别表示运动的“类型”和“相”—---坐标和动量
的改变，这也是“相”这个词第一次进入物理学。随后庞加莱（Henri Poincaré，1854-1912）发表了其关于天体力学
的专著，对事实上是相空间的概念做了大量分析，但是完全没有提到玻尔兹曼的工作。直至 1911 年，玻尔兹曼的学生
埃伦费斯特（Paul Ehrenfest，1880-1933）在为玻尔兹曼的研究撰写综述时，才用德文的“phasenraum”正式提出
“相空间”这一术语。

6“相空间”一词通常用来指“坐标”和“动量”描述的状态空间，所以“坐标”和“速度”描述的状态空间就只好

称作速度相空间了。
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将时间轴加入进来，速度相空间中的点也随时间演化扫出一条条的曲线来，如

图2.8所示。但是因为给定一个时刻的状态，就唯一决定了此前和此后所有时刻的状
态。所以速度相空间中的点随时间扫出的曲线是永不相交的。

图 2.8: 相空间的时间演化。

给定系统状态的初始值，就可以得到唯一一条相流曲线。因此系统运动方程的通

解就是一族曲线。这族曲线在相空间的投影即所谓“相轨迹”或者“相流”，相应的

图被称作“相图”，我们将在第十三章对此讨论。

2.3.2 广义坐标的变换所诱导的广义速度的变换

在 (2.4) 的坐标变换下，广义速度的变换为

˙̃qa ≡ dq̃a
dt =

∂q̃a

∂qb
q̇b. (2.11)

逆变换即

q̇a ≡ dqa
dt =

∂qa

∂q̃b
˙̃qb. (2.12)

注意雅可比矩阵 ∂q̃a

∂qb
和 ∂qa

∂q̃b
都只是广义坐标的函数，因此还可得到

∂ ˙̃qa

∂q̇b
=
∂q̃a

∂qb
,

∂q̇a

∂ ˙̃qb
=
∂qa

∂q̃b
, (2.13)

即速度之间的偏导数关系等于坐标之间的偏导数关系。数学上，这是正是广义速度作

为矢量在坐标变换下的变换关系。

2.4 约束

2.4.1 约束的概念

经常遇到的情形是，物理系统的状态空间中有些地方是无法到达的。实际能够到

达的，只是状态空间的某个子空间。这种对系统所能达到的状态（即广义坐标和广义
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速度）所强加的运动学限制条件即约束（constraint）。这里“运动学”表明约束和相
互作用、亦即动力学（加速度）没有关系。

例 2.5

如图2.4所示，如果没有刚性杆连接，两个小球可以各自自由运动，组成的系统的广义
坐标可以取为 {x1, y1, x2, y2}。但是，刚性杆的存在，给这 4 个广义坐标之间强加了一个约
束：

ϕ (x1, y1, x2, y2) ≡ (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 − L2 = 0. (2.14)

这意味着，4 个广义坐标中只有 3 个是独立的。

例 2.6

如图2.2所示，如果没有圆环的存在，小球可以在二维平面上自由运动，广义坐标可以
取为 {x, y}。但是，圆环的存在给这 2 个广义坐标之间强加了一个约束：

ϕ (x, y) ≡ (x− x0)
2 + (y − y0)

2 −R2 = 0, (2.15)

其中 (x0, y0) 是圆环圆心的坐标。所以系统只有一个独立的广义坐标。

例 2.7

如图2.5所示，如果没有连接两个摆球的刚性杆，两个摆球可以在竖直平面内自由运动，
即广义坐标可取为 {x1, x2, y1, y2}。而刚性杆的存在，给这 4 个广义坐标强加了 2 个约束，
约束方程为

ϕ1 (x1, x2, y1, y2) ≡ x21 + y21 − l21 = 0, (2.16)

ϕ2 (x1, x2, y1, y2) ≡ (x2 − x1)
2 + (y2 − y1)

2 − l22 = 0. (2.17)

所以双摆有 2 个独立的广义坐标。如前所述，取两个杆的倾角 θ1 和 θ2 为独立广义坐标最

为方便。

约束是对系统状态的限制，也就是对“坐标”和“速度”的限制。对于位形参量

为 {q1, · · · , qm} 的系统，约束的一般数学表达式为

ϕ
(
t, q1, · · · , qm, q̇1, · · · , q̇m

)
= 0. (2.18)

2.4.2 约束的分类

根据不同的目的，可以对约束做出各种分类。比如，根据约束方程 (2.18) 是否显
含时间，可以将约束分为定常约束（scleronomous constraint，又叫稳定约束）和非
定常约束（rheonomous constraint，又叫不稳定约束）。约束方程不显含时间，即

ϕ
(
q1, · · · , qm, q̇1, · · · , q̇m

)
= 0, (2.19)
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为定常约束。反之，则是非定常约束。上面的例子中，(2.14)，(2.15)以及 (2.16)-(2.17)
都是定常约束。需要强调的是，定常约束在另一个有相对运动的参考系中看，则表现

为一个非定常约束。但反过来，不是所有非定常约束都可通过参考系变换成为定常约

束。

例 2.8 旋转细杆上的小球

如图2.9所示，一个小球穿在光滑细杆上，细杆绕一端以角速度 ω 旋转。如果取直角坐

标，则约束方程为

ϕ (t, x, y) ≡ y − tan (ωt)x = 0.

更方便的是取极坐标 {r, ϕ}，约束方程为

ϕ (t, r, ϕ) ≡ ϕ− ωt = 0.

图 2.9: 旋转细杆上的小球。

例 2.9 旋转圆环上的小球

如图2.10所示，小球穿在光滑圆环上滑动，而圆环在绕着中心轴转动，在静止的参考系
中，约束方程为

ϕ1 (x, y, z) ≡ x2 + y2 + z2 −R2 = 0, ϕ2 (t, x, y, z) ≡ y − tan (ωt)x = 0.

其中第二个约束方程即为非定常约束。更方便的是取球坐标，约束方程为

ϕ1 (r, θ, ϕ) ≡ r −R = 0, ϕ2 (t, r, θ, ϕ) ≡ ϕ− ωt = 0.

我们将在例5.6中进一步讨论这个例子。

图 2.10: 旋转圆环上的小球。
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根据约束方程是“等式”还是“不等式”，又可以将约束分为双侧约束（bilateral
constraint）和单侧约束（unilateral constraint）。粒子始终不能脱离约束，即约束是
“等式”，则是双侧约束。而如果粒子可以在某一方面脱离约束，即约束是“不等式”

ϕ
(
t, q1, · · · , qm, q̇1, · · · , q̇m

)
≤ 0, (2.20)

则是单侧约束。例如，小球被限制在球壳内运动，即是单侧约束。

约束最重要的一种分类是所谓完整约束和非完整约束。约束方程具有形式

ϕ
(
t, q1, · · · , qm

)
= 0, (2.21)

的约束被称作完整约束（holonomic constraint，又叫几何约束）7。完整约束是广义

坐标之间的约束关系，是对系统“可能位形”的直接限制。完整约束表明有些广义坐

标其实不是独立的，可以直接用其他（真正独立的）广义坐标表示出来。如果一个系

统的所有约束皆为完整约束，则该系统称为完整系统（holonomic system）。若一个
用 m 个位形参量 {q1, · · · , qm} 描述的系统，存在且只存在 k 个独立的完整约束

ϕα
(
t, q1, · · · , qm

)
= 0, α = 1, · · · , k, (2.22)

则系统独立的广义坐标数为

s = m− k. (2.23)

广义坐标的优势在存在约束时更加凸显。例如，考虑 N 个粒子构成的体系，存在

k 个完整约束，基于牛顿力学的求解方法需要求解 N 个粒子的运动方程外加 k

个约束方程，亦即总共 3N + k 个方程。而如果从一开始就选取合适的广义坐标，{
q1, q2, · · · , q3N−k}，则只需要求解这 3N − k 个独立的广义坐标的方程，从而大大

简化了计算。

所有不是完整约束的约束—---亦即，约束方程无法写成 (2.21)形式的约束—---即
是非完整约束（nonholonomic constraint 或 anholonomic constraint）。例如，单侧
约束就是一种非完整约束。非完整约束中最重要的一类是所谓不可积微分约束（non-
integrable differential constraints）。所谓微分约束，即约束方程形如

ϕ
(
t, q1, · · · , qm, q̇1, · · · , q̇m

)
= 0, (2.24)

简言之，就是约束包含速度—---坐标的微分。一个“完整约束”必然诱导出对应的“微
分约束”（即也对速度给出限制）。例如，圆环上的小球所受的约束方程 (2.15) 对时
间求导得到

ϕ (x, y, ẋ, ẏ) ≡ 2 (x− x0) ẋ+ 2 (y − y0) ẏ = 0,

7术语 holonomic 以及 nonholonomic 是由德国物理学家赫兹（Heinrich Rudolf Hertz，1857-1894）于 1894 年
引入的。“完整”（holonomic）一词由两部分构成，其中“holo”来源于希腊语 holos，和英语的 whole 同源，意为“完
整”；“nomic”来源于希腊语 nomos，和英文的 normal 同源，意为“规则、规律”。赫兹是第一个试图严格区分完整
约束和非完整约束的人。
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其对小球的速度做出了约束，其意义是要求小球的速度必须切于圆环。但是这个约束

方程显然可以直接积分回到 (2.15)。所以微分约束并不必然是非完整的，只要“微分
约束”可以积分，就等价于一个完整约束。但是，一般的微分约束并不能通过积分写

成完整约束的形式。以下如无特别说明，我们提到非完整约束时，指的都是不可积微

分约束。如果一个系统含有非完整约束，则称为非完整系统（nonholonomic system）。
需要强调的是，完整系统要求系统的所有约束都是完整的，而只要存在一个非完整约

束，系统就是非完整系统。

例 2.10 非完整约束：独轮车

独轮车（unicycle）是最简单的不可积微分约束的例子。

图 2.11: 非完整约束：水平面上纯滚动的轮子。

如图2.11所示，半径为 R 的轮子，在水平面上做纯滚动（即轮子不打滑）。简单起见，假定

轮面和水平面垂直。可用 4 个参量描述此体系的“位形”：轮心的水平坐标 x, y，轮面与 x

轴方向夹角 θ，以及轮子自转角 ϕ。但是这 4 个参量彼此不完全独立，因为“纯滚动”的条
件给出了参量之间的联系。轮子转动的角速度为 ϕ̇，纯滚动的条件意味着轮心的运动速率 v

满足 v = Rϕ̇，轮心水平位置的速度则满足 ẋ = v cos θ 和 ẏ = v sin θ。于是得到两个约束方
程

ϕ1 ≡ ẋ−Rϕ̇ cos θ = 0, ϕ2 ≡ ẏ −Rϕ̇ sin θ = 0. (2.25)

这是关于 {x, y, θ, ϕ} 这 4 个位形参量的 2 个微分约束。但是，我们却无法将约束积分，得
到 4 个参量之间的代数关系，从而直接消除参量的独立性。直观上，从任一点开始，轮子
转一圈回到原点，这时 x, y, θ 都回到初始值，但是 ϕ 却取决于转圈半径。这正反映了 ϕ 和

x, y, θ 之间并没有直接的代数关系，或者说其关系取决于具体的路径。现在证明，(2.25) 中
的两个微分约束是不可积的。首先，(2.25) 可以写成

dx−R cos θdϕ = 0, dy −R sin θdϕ = 0. (2.26)

数学上可以证明，微分式 F1dx1 + F2dx2 + F3dx3 乘以某积分因子 λ 后是全微分，亦即存

在 Φ 使得 dΦ = λ
(
F1dx1 + F2dx2 + F3dx3

)
的充分必要条件是：

F1

(
∂F2

∂x3
− ∂F3

∂x2

)
+ F2

(
∂F3

∂x1
− ∂F1

∂x3

)
+ F3

(
∂F1

∂x2
− ∂F2

∂x1

)
= 0, (2.27)
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(2.26) 中的两个微分式都不满足，即左边不是全微分，因此不可积。当然，有一个特殊情况，
即 θ = θ0 为常数。这时轮子沿着一条直线滚动，问题转化为一个 1 维问题。这时 (2.25) 可
以直接积出得到

x−Rϕ cos θ0 + c1 = 0, y −Rϕ sin θ0 + c2 = 0,

即等价于 2个完整约束。这时系统只有 1个独立的广义坐标，可以取为 ϕ。我们将在例6.4中
进一步求解独轮车的运动。

前面已经提到，完整约束是直接对系统的位形做出限制，从而直接减少了独立的

广义坐标个数。非完整约束并不直接限制系统可能的位形，而只限制系统从一个位形

演化到另一个位形的方式。换句话说，非完整约束的存在并没有“完完整整地”减少

描述系统位形所需的独立广义坐标的个数，所谓“非完整”的意义也正在于此。实际

上，这也正是赫兹最初引入完整和非完整约束分类的动机。赫兹将完整系统定义为

“在所有可能的位置之间，所有的连续运动也都是可能的”。反过来，如果连接两个可

能位置之间的某些运动方式受到限制，就被称作非完整系统。形象点说，(2.21) 形式
的完整约束是对“位形”进行限制，告诉你那些地方不能去。而 (2.24) 形式的非完整
约束对“速度”做出了限制，告诉你那些方向走不了，但是最终仍然想去哪里就去哪

里8。这就导致非完整系统的一个非常有趣的结果，即沿着位形空间中一条闭合曲线

一周，其状态却发生了改变。换句话说，非完整系统的演化具有“路径依赖”的特性。

本书主要关注完整约束。从某种意义上，通过曲线、曲面、容器壁强加的非完整

约束，只是宏观上的近似或有效描述，而在微观上都是原子、分子的电磁力的相互作

用。

例 2.11 非完整约束：两轮车

非完整约束更有趣的例子是两轮车（例如自行车）及四轮车（例如小汽车）。两轮车的

简化模型如图2.12所示。

8最直观的例子即汽车。你总是可以通过一系列操作把汽车从一个位置开到另一个位置，但是却只能通过某些特定

的路线（这正是停车入库难倒无数新手的原因）。
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图 2.12: 非完整约束：两轮车。

轮子半径为 R，两轮心距离为 l。轮子在水平面上做纯滚动，后轮方向固定，通过前轮转向。

简单起见，假设轮面与水平面垂直。为了描述此体系的位形，首先可以确定后轮的水平位置

{x, y}，以及后轮的偏向角 ϕ，以及后轮的自转角 αB。这时，前轮的水平位置也随之确定

了，由几何关系得到

xA = x− l sinϕ, yA = y + l cosϕ. (2.28)

能够调节的还有前轮的转向角 θ，以及前轮的自转角 αA。所以此体系的位形需要用 6 个参
量 {x, y, θ, ϕ, αA, αB} 来确定。注意当前轮的转向角 θ 固定时，前后轮的运动轨迹是同心

圆，圆心 O 则是前后轮面垂直线的交点。由于轮子纯滚动，给这 6 个参量之间在微分层次
上带来了约束。和独轮车的情形一样，轮子转动的角速度和轮心的水平速率成正比，对于后

轮即有

ẋ = −Rα̇B sinϕ, ẏ = Rα̇B cosϕ, (2.29)

对于前轮即有

ẋ− lϕ̇ cosϕ = −Rα̇A sin (θ + ϕ) , ẏ − lϕ̇ sinϕ = Rα̇A cos (θ + ϕ) . (2.30)

由上式重新组合，也可以得到等价的、几何意义更明显的约束方程

Rα̇A cos θ = Rα̇B , Rα̇B = l cot θϕ̇. (2.31)

总之，对于两轮车，6 个广义坐标满足 4 个非完整约束。

2.5 自由度

完整约束直接消除了广义坐标之间的独立性，表明广义坐标之间有约束关系。

这种关系既体现在广义坐标之间，也体现在广义坐标的“变分”之间。由约束方程

ϕ (t, q) = 0 变分得到

δϕ =
m∑
a=1

∂ϕ

∂qa
δqa = 0. (2.32)
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其表明广义坐标变分之间也不是独立的，满足上面的线性关系。(2.32) 具有非常直观
的几何意义，如图2.13所示。一个完整约束可视为位形空间中的一张曲面，系统的位
形限制在这张曲面上，因此广义坐标的变分也必然限制在约束面上。(2.32) 中的 ∂ϕ

∂qa

即约束面在位形空间中的梯度，即约束面的法向 ∇ϕ。(2.32) 正表明广义坐标变分 δq

与约束面的法向 ∇ϕ 正交，即切于约束面。

图 2.13: 完整约束作为位形空间中的曲面。

对于非完整系统，无法用代数方法消除广义坐标之间的独立性，但是因为广义速

度之间存在约束关系，这就同样导致广义坐标的“变分”之间存在关系。例如例2.10中
的独轮车，独立广义坐标数是 4，但是约束 (2.26) 意味着

δx−R cos θδϕ = 0, δy −R sin θδϕ = 0, (2.33)

即 4 个广义坐标的变分满足 2 个约束关系。
对于完整系统，一个重要的特征量即独立广义坐标的数目，且每一个完整约束降

低一个独立广义坐标变分的数目。而对于非完整约束，约束本身并不能降低独立广义

坐标变分的数目，而只能降低独立广义坐标“变分”的数目。可见，相较于独立广义

坐标数目本身，独立的广义坐标“变分”的数目更能反映出系统的性质。这就导致了

自由度（degrees of freedom）的概念。简言之，自由度即独立广义坐标变分的数目。
例如对于独轮车，4 个独立的广义坐标，在变分的意义上只有 2 个是独立的，因此自
由度是 4− 2 = 2。同样，对于例2.11中的两轮车，6 个独立的广义坐标满足 4 个非完
整约束，因此也只有 2 个自由度9。需要强调的是，自由度是系统的内禀属性，与具

体广义坐标的选取无关。

一个完整约束同时减少一个独立坐标与一个独立速度分量。一个非完整约束只

减少一个独立速度分量。对于非完整约束，广义坐标的个数通常大于真正的自由度。

亦即，我们需要额外的变量来参数化其位形，这正体现了非完整系统路径依赖的特

性。总之，

完整系统： 自由度 = 广义坐标个数

非完整系统： 自由度 < 广义坐标个数

9直观上，只要操纵“方向盘”和“油门/刹车”这 2 个变量，就可以把车开到任何你想去的地方。
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物理系统的时间演化由微分方程描述，从微分方程定解的角度，问题可以归结为

我们需要知道多少个独立的初始条件，才能确定一组定解。或者说，我们有多少个独

立参数，可以用以调节从而得到系统不同的演化。这一问题也被称作柯西初值问题

（Cauchy initial value problem）。对于自然界常见的系统，约定每 1 个自由度的演化
由其广义坐标和广义速度（即状态）的初值、即 2 个参数决定。在这个意义上，自由
度可以等价地定义为：

自由度 =
1

2
×唯一确定系统状态的独立参数的个数

=
1

2
×唯一确定系统演化的初始条件的个数

=
1

2
×相空间的维数.

对于点粒子系统，相空间的维数总是偶数，于是保证了自由度都是整数。

对于具体的物理系统，有的自由度一望即知，有的则需要经过一些分析和计算。

此外，以上的讨论都是基于已知约束的假设。而更常见的情形是—---尤其当推广至力
学系统之外时（例如电磁场、引力场），经常是由一些基本原理（例如对称性）出发

建立系统的模型，之后再分析了解约束的存在及性质。

习题

2.1 定性画出沿着操场跑道跑步时你的世界线，并分析其与跑道的关系。

2.2 如图2.14所示，两个粒子由一条无质量、不可拉伸的软绳连接，绳长为 l。粒子 m2 放在

固定的水平面上，绳子穿过水平面上的小孔，另一端悬挂粒子 m1。不考虑摩擦，假设 m2 可以在

整个水平面上运动，m1 只在竖直方向运动。（1）分析这两个粒子和绳子构成的系统的位形和约束，
给出约束方程，并分析约束是否是完整、定常约束；（2）求系统的自由度。

图 2.14:

2.3 如图2.15所示，质量为 M 的楔块放在水平面上，斜角分别为 θ1 和 θ2，底边长 L。两个

质量分别为 m1 和 m2 的粒子，由一根无质量、不可拉伸的软绳连接，绳长为 l，两个粒子分别放

在楔块的两个斜面上。不考虑摩擦，（1）分析楔块、两个粒子以及绳子组成的系统的位形和约束，
给出约束方程，并分析约束是否是完整、定常约束；（2）求系统的自由度。

2.4 如图2.16所示，{z, x}-平面内的一条光滑轨道，轨道形状为曲线 z = z (x)（z′ (x) > 0），

轨道不可变形。轨道绕着 z 轴以恒定角速度 ω 旋转。粒子 m 限制在轨道上运动。（1）分析小球的
位形和约束，给出约束方程，并分析约束是否是完整、定常约束；（2）求小球的自由度。
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图 2.15:

图 2.16:

2.5 三原子分子可简化为三个粒子两两之间由弹簧连接，如图2.17所示。（1）该系统的自由
度是多少？（2）如果在低温振动自由度被冻结（弹簧变成刚性杆），分析此时系统的约束及自由度。

图 2.17:

2.6 考虑半径为 R 的固定圆环上的小球，取平面直角坐标，求坐标变分 δx 和 δy 之间的关

系，并解释其几何意义。

2.7 冰刀在冰面上运动的简化模型如图2.18所示，冰刀质心的速度方向始终平行于冰刀的方
向。（1）分析冰刀的位形与约束，并分析约束是否是非完整约束；（2）求冰刀的自由度。

图 2.18:

2.8 半径为 R 的小球在水平面上做无滑动的滚动。（1）分析小球的位形和约束，并分析约束
是否是非完整约束；（2）求小球的自由度。

2.9 四轮车的简化模型如图2.19所示，前后轮距为 b、左右轮距为 w，轮子半径为 R。假设轮

子做无滑动的滚动。为了能运动，任意瞬时四个轮面的垂线必须交于一点，即轨迹切于四个同心圆

（这种几何关系即所谓阿克曼几何）。因为后轮固定，所以圆心（图中 O 点）位于后轴的延长线上。
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仿照例2.11，分析四轮车的位形、约束与自由度。

图 2.19:
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第三章 相对论时空观

力学研究物理系统的时间演化。物理系统的运动规律总是在某个时空背景上加

以描述，所以力学的首要问题即是时空观（time and space），即对于时间和空间的基
本观念。牛顿力学即建立在伽利略时空观基础上，而现代物理学对时空的认识则是爱

因斯坦的相对论时空观。

3.1 时空的基本概念

3.1.1 时空

所谓演化，是由一个个事件组成。生活中的“事件”是个非常直观的概念。物理

学中的事件则是个模型化的概念，即认为每一个事件都发生在时间的某一瞬和空间

的某一点。换句话说，时间的一瞬和空间的一点的联合就给定了一个时空点，记作 p。

对于任何一个时空点 p，我们都可以用 4 个实数（c 为光速）

{ct, x, y, z} ≡
{
x0, x1, x2, x3

}
≡ {xµ} , µ = 0, 1, 2, 3. (3.1)

来对其参数化，通常其中一个为时间参数 t，三个为空间坐标 x, y, z。全体时空点的

集合即时空（spacetime）。当然，这只是一个直观的图像。数学上对时空严格的表述
是所谓 4 维流形。
时空是第一性的、是绝对的，时间和空间只是一种导出概念，是依赖于具体的观

测者的、对时空人为的分解，是相对的。这也是相对论时空观中“相对性”的含义。

3.1.2 粒子与场

时空就像是舞台，而演员就是时空中的物质，即粒子与场。粒子（或者质点）是

力学中一个最重要也是最基本的模型化概念。简言之，粒子（particle）是在运动中
忽略其自身内部结构的对象，即在空间中不延展的对象。还有一类对象，在空间中是

延展的、连续的，自由度是不可数的，这类系统可统称为场（field）。其中，对于空间
延展维度为 1 维的对象，被称为弦（string）；空间延展维度为 2 维的对象，被称作
膜（brane）。
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3.1 时空的基本概念 第三章 相对论时空观

经典力学的研究对象是点粒子和点粒子系统。研究场的一般理论被称作场论

（field theory）。设场在空间中延展的维度为 d 维，可将其称为“d + 1 维场论”。

例如电磁场在整个空间中延展，于是通常的电磁场理论就是 3 + 1 维场论。从这个意

义上，粒子可以视为空间延展维度为 0 维的特殊的场，所以研究点粒子的经典力学
也可以被视为 0 + 1 维经典场论。著名的弦论（string theory）则可被视为 1 + 1 维

场论。

3.1.3 世界线

粒子在空间中不延展，是一个点。但是既然说时空是第一性的，那么一个问题是：

粒子在时空中是什么样的？答案是显而易见的：粒子的位形空间就是空间本身，粒子

在时空中运动，划出的轨迹即该粒子的世界线。粒子在空间中不延展，但是经历时间

演化，即在时空中是延展的。换句话说，从时空的角度，粒子是一条 1 维的世界线。
世界线是第一性的概念，通常所谈论的 3 维空间中的点粒子，其实是粒子的 1 维世
界线和 3 维空间的交点（如图3.1所示），是个导出概念。因为时间和空间的概念都是
相对的，所以 3 维空间点粒子的概念也是依赖于观测者的、相对的1。

图 3.1: 世界线、世界面与世界体。

世界线的概念可以推广至空间延展的对象。例如 1 维弦在时空中对应的就是 2
维的世界面（world sheet），2维膜在时空中对应的是 3维的世界体（world volume），
如图3.1所示。在 3+1 维时空中，根据空间延展维度对各个对象的分类可以总结如下：

空间延展维度 0 1 2 3
空间中的对象 粒子 弦 膜 场

时空中的对象 世界线 世界面 世界体 场

理论 经典力学 弦理论 膜理论 场论

1需要强调的是，世界线是 4 维时空中的曲线，粒子在空间中的轨迹是前者在 3 维空间的投影。
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第三章 相对论时空观 3.2 度规

3.2 度规

3.2.1 从勾股定理谈起

有了位形空间和时空的几何概念，一个最基本的问题是：如何在其中测量距离？

例如，如何计算粒子的空间轨迹或者世界线的长度？

我们最熟悉、也是最简单的空间是欧几里得空间（Euclidean space），简称欧氏空
间。在 2维欧氏空间即 2维平面上，若两点的直角坐标分别为 {x1, y1}和 {x2, y2}，则
勾股定理“弦

2
=勾

2
+股2”意味着两点之间的距离为 s2 = (x2 − x1)

2
+(y2 − y1)

2。但

是在更一般的空间（流形），“有限”距离的勾股定理并不成立。例如，若球面上两点坐

标分别为 {θ1, ϕ1} 和 {θ2, ϕ2}，显然两点之间的距离（例如过两点劣弧的长度）并不
正比于 (θ2 − θ1)

2
+(ϕ2 − ϕ1)

2。不过勾股定理的优良性质对于“无穷小”距离却得以

保留。如图3.2所示，对于球面上相邻的两点，坐标分别为 {θ, ϕ}和 {θ + dθ, ϕ+ dϕ}，
无穷小距离的平方为

(ds)2 = R2 (dθ)2 +R2 sin2 θ (dϕ)2 =
(

dθ dϕ
)( R2 0

0 R2 sin2 θ

)(
dθ
dϕ

)
,

(3.2)
其是无穷小坐标差 dθ 和 dϕ 的平方和（二次型），只不过系数不再是 1。

图 3.2: 2 维球面上的无穷小距离。

无穷小距离的这一特点并不是偶然的。对于一般的空间，在某点附近可以用平直

的线性空间（即切空间）来近似，而线性空间中勾股定理总是成立的。记空间坐标为

{qa}，则无穷小距离的平方总可以表示成坐标微分 {dqa} 的二次型。这个“无穷小距
离的平方”有一个专门的名字，被称作线元（line element），通常记作 ds2，写成矩
阵形式即

ds2 =
(

dq1 · · · dqs
)

g11 · · · g1s
... . . . ...
gs1 · · · gss




dq1
...

dqs

 , (3.3)

这里由二次型的系数构成的对称矩阵 gab 被称作度规（metric）2。
2度规的英文“metric”一词本意即是“测量”，和“metre”（米）同源。此外，“几何”的英文“geometry”即由
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3.2.2 一些典型空间的度规

下面介绍一些简单且典型空间的度规。为了求得某个空间的度规，一个常用的技

巧是将该空间的坐标与直角坐标联系起来，因为欧氏空间在直角坐标的度规已知，所

以就很容易得到相应空间中的度规。

对于 2 维欧氏空间，取直角坐标 {x, y}，线元 ds2 为

ds2 = (dx)2 + (dy)2 ≡
(

dx dy
)( 1 0

0 1

)(
dx
dy

)
. (3.4)

于是 2 维欧氏空间的线元可以写成为3

ds2 =
2∑
i=1

2∑
j=1

δijdxidxj , δij ≡

(
1 0

0 1

)
, i, j,= 1, 2, (3.5)

其中 δij 即 2维欧氏空间的度规在直角坐标 {x1, x2} ≡ {x, y}下的形式，是一个 2×2

的单位矩阵。若取极坐标 {r, ϕ}，与直角坐标关系为 x = r cosϕ 和 y = r sinϕ，代入
线元在直角坐标下的表达式 (3.5)，

ds2 = (dx)2 + (dy)2 = (dr cosϕ− r sinϕdϕ)2 + (dr sinϕ+ r cosϕdϕ)2 ,

化简得到

ds2 = (dr)2 + r2 (dϕ)2 =
(

dr dϕ
)( 1 0

0 r2

)(
dr
dϕ

)
. (3.6)

仿照 (3.5) 的形式，2 维欧氏空间的线元即可写成

ds2 =
2∑
i=1

2∑
j=1

gijdxidxj , gij =

(
1 0

0 r2

)
, i, j,= r, ϕ, (3.7)

其中 gij 即 2 维欧氏空间的度规在极坐标 {x1, x2} ≡ {r, ϕ} 下的形式。
考虑 3 维欧氏空间，取直角坐标 {x, y, z}，线元 ds2 为

ds2 =
(
dx1
)2

+
(
dx2
)2

+
(
dx3
)2 ≡ ( dx1 dx2 dx3

)
1 0 0

0 1 0

0 0 1




dx1

dx2

dx3

 .

(3.8)
于是 3 维欧氏空间的线元在直角坐标下即写成

ds2 =
3∑
i=1

3∑
j=1

δijdxidxj , δij ≡


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 , i, j = 1, 2, 3, (3.9)

“geo”（大地）和“metry”（测量）组成。
3本书中，一般的位形空间的广义坐标用 {qa} 表示，欧氏空间坐标用

{
xi

}
表示。
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这里 δij 即 3 维欧氏空间的度规在直角坐标 {x1, x2, x3} ≡ {x, y, z} 下的形式，是一
个 3× 3 的单位矩阵。若取球坐标 {x1, x2, x3} ≡ {r, θ, ϕ}，利用坐标变换关系，

x = r sin θ cosϕ, y = r sin θ sinϕ, z = r cos θ, (3.10)

可以验证（见习题3.2），3 维欧氏空间的线元在球坐标下可写成

ds2 ≡ (dr)2+r2 (dθ)2+r2 sin2 θ (dϕ)2 =
(

dr dθ dϕ
)

1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ




dr
dθ
dϕ

 ,

(3.11)
即

ds2 =
3∑
i=1

3∑
j=1

gijdxidxj , gij =


1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ

 , i, j = r, θ, ϕ, (3.12)

这里 gij 即 3 维欧氏空间的度规在球坐标下的形式。
考虑 3 维欧氏空间中的 2 维球面，半径为 R。取球坐标，将线元 (3.12) 限制在

球面（r = R）上，即有

ds2 =
[
(dr)2 + r2 (dθ)2 + r2 sin2 θ (dϕ)2

]
r=R

= R2 (dθ)2 +R2 sin2 θ (dϕ)2

=
(

dθ dϕ
)( R2 0

0 R2 sin2 θ

)(
dθ
dϕ

)
, (3.13)

所以 2 维球面上的线元为

ds2 =
2∑
i=1

2∑
j=1

gijdxidxj , gij =

(
R2 0

0 R2 sin2 θ

)
, i, j = θ, ϕ, (3.14)

这里的 gij 即 2 维球面度规在角坐标 {x1, x2} ≡ {θ, ϕ} 下的形式。

3.2.3 度规的一般定义

通过以上的例子可知，度规其实就是勾股定理在无穷小距离上的推广。当选择某

个坐标 {qa}，空间中的线元总是可以表达成坐标微分 {dqa} 的“二次型”：

ds2 =
D∑
a=1

D∑
b=1

gabdqadqb, (3.15)

这里 D代表空间的维数，gab 即度规，是非退化即 det gab 6= 0，且对称的即 gab = gba
4。

物理学中习惯采用所谓爱因斯坦求和约定（Einstein summation convention）：一对
4数学上度规定义为流形上非退化的二阶对称张量场，gab 则是度规张量在局部坐标系 {qa} 中的分量。当然，本书

没有对“张量”的概念做严肃讨论，因此我们暂时将度规理解为行列式非零的对称矩阵即可。
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重复的上下指标默认求和，从而略去对重复指标的求和号。于是线元通常写成

ds2 = gabdqadqb , (3.16)

给定了如 (3.16) 形式的线元，即给定了度规。由以上的例子，度规一般可以是坐标的
函数，即 gab = gab (q)。在指标运算中，使用爱因斯坦求和约定会简洁很多。因此从

现在开始，我们默认采用爱因斯坦求和约定。

给定度规 gab（一个非退化的对称矩阵），可以求其矩阵的逆，被称作逆度规

（inverse metric），其也是一个对称矩阵。原则上，度规和逆度规，是不同的矩阵，应
该用不同的符号。例如度规用 g，逆度规用 g−1。用矩阵符号来写，即有

g−1g = 1, 即
∑
c

(
g−1

)
ac
gcb = δab.

这里 δab 即代表单位矩阵。但是因为度规在物理学（和数学中）实在是太重要、太常

用了，所以习惯将度规和逆度规都用同一个符号 g 来表示，而用指标的“上下”来代

表度规和逆度规。亦即定义上指标的 gab 为

gab :=
(
g−1

)
ab
. (3.17)

这时逆度规即满足

gacgcb ≡ δab , 等价地 gacg
cb ≡ δ b

a . (3.18)

注意，度规 gab 的两个指标都是在下方，而逆度规 gab 的两个指标都在上方。在 (3.18)
中，我们可以体会到爱因斯坦求和约定的好处。

例 3.1 逆度规

2 维欧氏空间的度规 (3.5) 的逆也是单位矩阵，记作 δij =

(
1 0

0 1

)
，其满足逆度规

的定义 (3.18)，即有

δikδkj =

(
1 0

0 1

)(
1 0

0 1

)
=

(
1 0

0 1

)
≡ δij . (3.19)

2 维球面的度规 (3.14) 的逆为

gij =

(
1
R2 0

0 1
R2 sin2 θ

)
. (3.20)

可以验证其满足逆度规的定义 (3.18)，即有

gikgkj =

(
1
R2 0

0 1
R2 sin2 θ

)(
R2 0

0 R2 sin2 θ

)
=

(
1 0

0 1

)
≡ δij . (3.21)
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3.2.4 时空的度规

爱因斯坦狭义相对论的时空背景是所谓闵可夫斯基时空（Minkowski spacetime），
简称闵氏时空5。取直角坐标

{xµ} =
{
x0, x1, x2, x3

}
= {ct, x, y, z} , (3.22)

闵氏时空的线元为

ds2 = −c2 (dt)2 + (dx)2 + (dy)2 + (dz)2 ≡ ηµνdxµdxν , (3.23)

因此闵氏时空的度规为

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 . (3.24)

根据逆度规的定义 (3.18)，闵氏时空中的逆度规即

ηµν =


−1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

 , (3.25)

与度规 ηµν 形式上全等。对比上面欧氏空间度规的例子，可见在直角坐标下，闵氏时

空的度规区别在于时间分量的符号从 +1 变成了 −1。

对于一个一般的时空背景，度规可以写成

ds2 = gµν (x) dxµdxν , (3.26)

这里 gµν (x)本身也是时空坐标的函数（例如球对称引力场的施瓦西度规 (4.54)）。需
要强调的是，度规 gµν (x) 是坐标 {xµ} 的函数，不代表空间一定是“弯曲”的（有
曲率）。例如 3 维欧氏空间度规在球坐标下的分量 (3.12) 是球坐标 {r, θ, ϕ} 的函数，
但是其仍然是一个平直的 3 维欧氏空间。

3.2.5 逆变与协变

以上我们规定度规 gab 的指标写在下方，逆度规 gab 的指标写在上方。这种

“上/下”指标的区分即所谓逆变（contravariant）和协变（covariant）的概念。简言
之，在矢量或张量上方的张量指标被称为逆变指标（contravariant index）或者上标

5四维时空理论是闵可夫斯基（Hermann Minkowski，1864-1909，德国数学家）于 1907 年提出的。】
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（upper index），在下方的指标被称为协变指标（covariant index）或者下标（lower
index）。以 2 维为例，广义速度

q̇a =

(
q̇1

q̇2

)
(3.27)

的指标是上标，因此被称为逆变矢量（contravariant vector），广义动量

pa =

(
p1

p2

)
(3.28)

的指标是下标，则被称作协变矢量（covariant vector）。对于带 2 个指标的二阶张量，
可以两个指标都是逆变，例如逆度规

gab =

(
g11 g12

g21 g22

)
, (3.29)

也可以两个指标都是协变，例如度规

gab =

(
g11 g12

g21 g22

)
, (3.30)

还可能有一个指标逆变、一个指标协变的混合情况

Xa
b =

(
X1

1 X1
2

X2
1 X2

2

)
, Y b

a =

(
Y 1
1 Y 2

1

Y 1
2 Y 2

2

)
. (3.31)

对于带有更多指标的张量，依此类推。随着后续的学习，也可以慢慢体会到做这种区

分上下指标的意义和好处。

有了逆变和协变的概念之后，我们将爱因斯坦求和约定进一步明确为：一个上标

和一个下标重复，默认求和。这样的操作被称为指标缩并（contraction）。需要强调，
在引入了协变和逆变的概念后，所有的缩并一定是在一个上标和一个下标之间进行，

而绝不会有两个上标或两个下标之间的缩并，也不会有多于两个的指标之间的缩并。

被缩并的一对指标由于已经被默认求和掉了，因此它们实际上已经不再具有指标的

含义了。这种被缩并掉的指标也被称为哑指标（dummy index）。例如，在 3 维将求

和具体写出即

gabA
b ≡

3∑
b=1

gabA
b = ga1A

1 + ga2A
2 + ga3A

3, a = 1, 2, 3,

中的 b 指标其实已经被求和，即是哑指标。一对哑指标原则上可以随意换成任意的

字母，只要仍然是重复的指标（即保证被求和）就可以了。例如 gabA
b ≡ gacA

c ≡
gadA

d ≡ · · ·。
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逆变矢量 Aa 与度规收缩后得到的 gabA
b 作为一个“整体”，只有一个下指标 a，

或者说相当于一个协变矢量。习惯上，将这个协变矢量用同一个字母表示，记作

Aa := gabA
b. (3.32)

类似地，

T ab := gacgbdTcd, T ab := gacTcb, T b
a := Tacg

cb, (3.33)

等等。这种用度规将上下指标互换的操作也被称作指标升降。对于二阶张量，我们会

遇到 4 种指标摆放：T ab, Tab, T b
a , T

ab，这里“左、右”指标相当于矩阵的行、列指标，

可以调换，调换等同于矩阵转置；“上、下”指标为协变、逆变指标，不可调换，只

能用度规升降。

一个问题是，两个矢量的内积（inner product）该如何定义？既然缩并必须发生
在一对上下指标之间，那么对于两个相同指标的矢量，这时

∑
aA

aBa 或
∑

aAaBa

都不是正确的表达式。对于逆变矢量 Aa，既然与度规的收缩 Aagab 整体相当于一个

协变矢量，那么就可以与另一个逆变矢量 Bb 收缩，因此内积的合理定义是 gabA
aBb。

因此两个矢量的内积可等价地写成

A ·B := gabA
aBb = gabAaBb = AaB

a = AaBa, (3.34)

其中必然涉及度规。度规的重要性再次体现出来。

例 3.2 闵氏时空矢量的内积

考虑 2 维闵氏时空，度规为 gµν ≡

(
−1 0

0 1

)
。给定逆变矢量 Aµ =

(
a

b

)
和

Bµ =

(
c

d

)
，有

Aµ = gµνA
ν =

(
−1 0

0 1

)(
a

b

)
=

(
−a
b

)
,

Bµ = gµνB
ν =

(
−1 0

0 1

)(
c

d

)
=

(
−c
d

)
.

两矢量的内积为

A ·B = gµνA
µBν =

(
a b

)( −1 0

0 1

)(
c

d

)
= −ac+ bd.

对于平直的闵氏时空，即 gµν ≡ ηµν。任意一个协变矢量 Aµ 和逆变矢量 Bµ 的

内积 AµB
µ ≡ ηµρA

ρBµ ≡ ηµρAµBρ ≡ AρBρ，是洛伦兹变换（具体见第3.4.2节）下
的不变量，即所谓洛伦兹标量。再来看度规的定义式 (3.16)，可以写成

ds2 = ηµνdxµdxν ≡ ηµνdxµdxν = dxµdxµ, (3.35)
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即（无穷小）矢量 dxµ 和自己的内积。所以闵氏时空的线元 ds2 = ηµνdxµdxν 即是
洛伦兹标量。更一般地，一些矢量/张量的乘积，只要所有的逆变指标和所有的协变
指标全部“两两”缩并掉，就得到一个洛伦兹标量。例如 AµT

µνMνρσU
ρV σ 就是一

个洛伦兹标量。

3.3 参考系

3.3.1 观测者

为了进行物理观测（例如确定粒子处于哪个时空点）就需要观测者（observer）。
观测者也是一种模型化的概念。特别是，观测者也是不考虑自身内部结构的，也是在

空间上不延展的。换句话说，观测者也是一个粒子。前面已经强调过，粒子只是世界

线的导出概念。所以确切的说法是，一个观测者即是一条世界线。

每个观测者自身时钟的读数被称为该观测者的固有时（proper time），其数值用
τ 表示。从数学上来说，固有时 τ 是用来对该观测者世界线做参数化的一个参数，即

τ → xµ = xµ (τ) . (3.36)

但是固有时是一种特殊的参数化，其衡量的，即是观测者世界线的长度（除以光速）。

即

|ds| = cdτ. (3.37)

4 维的概念—---时空、世界线—---都是绝对的。因此世界线的长度—---固有时—---也
是绝对的，与具体的坐标无关。

3.3.2 参考系

单独一个观测者只能对自己世界线上的粒子做直接观测。为了对整个时空进行

观测，需要在时空中处处设置观测者。同时又有一个约定，即不同观测者之间的世界

线不相交，即时空中任一时空点有且仅有一条观测者的世界线通过。通俗点说，即一

个事件（时空点）只能被一个观测者看到。于是这种时空中处处存在的、世界线不相

交的观测者的集合就构成一个参考系（reference frame）。也可以等价地认为参考系
就是时空或时空某区域内，不相交的世界线的集合。

需要强调的是，参考系和坐标系是不同的概念。参考系是观测者世界线的集合，

和坐标系（怎么参数化时空点）无关。当然，给定一个参考系，总可以由之构造出一

个坐标系，即所谓的与这个参考系相适配的坐标系。但是反过来，并不是所有的坐标

系都可以认为是某个参考系适配的坐标系。
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3.3.3 惯性参考系

不同的参考系可能对应不同的时空背景。基于参考系中时空的性质，可以将参考

系分成两类：惯性参考系（inertial reference frame）和非惯性参考系（non-inertial
reference frame）。惯性参考系的定义从不同的角度可以有多种表述。经典力学中惯
性参考系经常被定义为牛顿第一定律成立的参考系，或者不受其他力作用的自由粒

子相对于其作匀速直线运动的参考系。

惯性参考系更本质的定义则应从时空性质出发：惯性参考系即空间均匀且各向

同性、时间均匀流逝的参考系。换言之，惯性参考系是这样一类参考系，在其中无法

通过任何物理规律、现象来区分时空中的绝对时刻、绝对位置和方向。在纯力学范畴

内，以上这些表述都是等价的，都能得到完全相同的结论。但是从时空性质出发的表

述，可以适用于力学范畴之外更广泛的物理体系，所以是一个更本质的定义。实际上，

即便在力学范畴内，我们也将看到，从时空性质出发的定义也是更加优越的。

不是惯性参考系的参考系即非惯性参考系。例如，相对于惯性参考系做加速运动

的参考系，即非惯性参考系。

3.4 相对性原理

相对性原理是物理学最基本的原理之一，可以说是物理定律的定律。实际上，所

有物理定律的背后都有着某种相对性原理。例如，自然定律不应该随时间变化，就是

一种相对性原理—---其意味着没有什么时刻是特殊的，所有的时刻都是“相对”的。
又比如，自然定律不依赖于任何具体的观测者，也是一种相对性原理。

可以给相对性原理做一个稍微严格的表述，即物理定律在所有允许的参考系中

具有相同形式。换句话说，不存在特殊的、“绝对”的参考系。在一个参考系中建立

起来的物理定律，通过适当的坐标变换，可以适用于任何参考系。任何一种相对性原

理都是自然定律中某种对称性的体现。

3.4.1 伽利略相对性原理

牛顿力学中的时空观是所谓绝对时空观（absolute time and space）。其认为时间
与空间是完全独立和分离的。时间是一维的、均匀的、无限的，与空间和物质运动都

没有关系。时间是绝对的，不同的惯性参考系共享同一个绝对的时钟。时间的同时性

也是绝对的，即在一个惯性参考系中同时发生的两件事，在另一个惯性参考系看来也

是同时发生的。空间是三维的、均匀且各向同性的、无限的，与时间和物质运动没有

关系。特别是长度是也绝对的，与参考系无关。牛顿力学中的惯性参考系即相对于绝

对空间做匀速直线运动的参考系。

实际上，牛顿力学中已经隐含着相对性原理，即所谓的伽利略相对性原理。在牛
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顿提出运动三定律之前，伽利略就已经提出：物理定律在一切惯性参考系中具有相同

的形式，任何力学实验都不能区分静止和匀速运动的惯性参考系。这就是伽利略相对

性原理，是牛顿力学或者说非相对论力学的一条基本原理。关于惯性参考系的相对性

原理被称为狭义相对性原理。因为伽利略相对性原理是关于惯性系的，所以也是一个

狭义相对性原理。

相对性原理认为所有的惯性系都是平等的，即物理规律在所有惯性系中表现相

同。但是具体到物理量本身，常常依赖于具体的坐标，所以不同惯性系中物理量的

“值”一般不同。于是我们需要知道这些“值”是怎么从一个惯性系变到另一个惯性系

的。对牛顿力学的伽利略相对性原理来说，这个变换就是所谓伽利略变换（Galilean
transformation）：

t→ t̃ = t, x → x̃ = x+ vt. (3.38)

其中 v 是一个常矢量，代表两个惯性系之间的相对速度。

可以将伽利略变换写成 4 维形式：

xµ → x̃µ = Γµνx
ν , (3.39)

这里变换矩阵为

Γµν =


1 0 0 0

v1 1 0 0

v2 0 1 0

v3 0 0 1

 . (3.40)

可见伽利略变换有 3个参数 v1, v2, v3。在伽利略变换下，时空的线元 ds2 = −c2dt2+
δijdxidxj 变换为

ds̃2 = −c2dt̃2 + δijdx̃idx̃j = −c2dt2 + δij
(
dxi + vidt

) (
dxj + vjdt

)
= −c2

(
1− v2

c2

)
dt2 + 2δijv

idtdxj + δijdxidxj . (3.41)

可见在伽利略变换下，时空线元是变化的，ds̃2 6= ds2。当然，空间长度是不变的，即
ds̃2|dt̃=0 = ds2|dt=0 = δijdxidxj。

3.4.2 爱因斯坦狭义相对性原理

伽利略变换体现的是牛顿力学的绝对时空观。而现在我们已经知道，这种绝对时

空观只是在低速和引力很弱的时候的一种近似。正确的时空观是爱因斯坦的相对论

时空观。具体而言，时间和空间是相互联系的一个整体，即时空。时空是一个基本概

念，本身是绝对的；而时间和空间则是导出概念，且依赖于具体观测者，不同观测者
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看到不同的时间和空间，是相对的。于是时间和长度也就没有绝对的概念和数值，同

时性也只有相对的意义。

爱因斯坦把伽利略相对性原理从牛顿力学领域推广到包括电磁学在内整个物理

学领域，指出任何力学和电磁学实验现象都不能区分惯性参考系的绝对运动，包括

静止或者匀速运动。简言之：物理定律在一切惯性参考系中具有相同形式，这就是

著名的爱因斯坦的狭义相对性原理。爱因斯坦狭义相对性原理与光速不变原理是狭

义相对论的两个基本公设。体现爱因斯坦相对论时空观的是洛伦兹变换（Lorentz
transformation）6。数学上，洛伦兹变换是保证闵氏时空中的“距离”即线元不变的

线性坐标变换。我们将在第十一章中对洛伦兹变换做进一步讨论（见第11.2节）。
将相对性原理从惯性系推广至非惯性系，就得到广义相对性原理：物理定律在一

切参考系中具有相同形式。广义相对性原理是爱因斯坦的伟大贡献。

习题

3.1 考虑 2 维欧氏空间，取一般坐标 {u, v}，与直角坐标关系为 x = x (u, v)，y = y (u, v)。

求 2 维欧氏空间度规在 {u, v} 坐标下的形式。
3.2 考虑 3 维欧氏空间，已知球坐标与直角坐标的关系为 x = r sin θ cosϕ，y = r sin θ sinϕ，

z = r cos θ。求 3 维欧氏空间度规在球坐标下的形式。
3.3 如图3.3所示，2 维环面参数方程为 x = (R+ r cos θ) cosϕ，y = (R+ r cos θ) sinϕ，z =

r sin θ，其中 R 和 r 是常数，{θ, ϕ} 为环面的坐标，取值为 0 到 2π。求 2 维环面的度规。

图 3.3:

3.4 某 2 维空间度规为 gab，考虑（协变）矢量 Va、（逆变）矢量 Aa、2 阶张量 Tab。默认爱

因斯坦求和约定，则下列表达式中，那些是有意义的，哪些是无意义的？对于有意义的表达式，写

出其求和的具体展开式（例如：VaAa = V1A
1 + V2A

2）。（1）VaTab；（2）gabVa；（3）gaa；（4）
AaTab；（5）gabVaTab；（6）gabVbAcTac。

3.5 已知闵氏时空中的洛伦兹变换为线性坐标变换 xµ → x̃µ = Λµνx
ν，其中 Λµν 为常矩

阵。（1）验证若在洛伦兹变换下度规形式不变，则 Λµν 满足 ηµνΛ
µ
ρΛ

ν
σ = ηρσ；（2）考虑 2 维情

6洛伦兹（Hendrik Antoon Lorentz，1853-1928）是荷兰理论物理学家，经典电子论的创立者，并因此与塞曼分享
了 1902 年诺贝尔物理学奖。值得一提的是，电磁场理论中有所谓“洛伦茨规范”（Lorenz gauge），其得名于丹麦物
理学家 Ludvig Lorenz（1829-1891）。
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形，度规为 ηµν =

(
−1 0

0 1

)
，验证 Λµν =

(
coshβ sinhβ
sinhβ coshβ

)
（β 为常数）满足（1）的条件。

3.6 考虑 4 维时空，已知闵氏度规 ηµν 及其逆 ηµν 满足 ηµρηρν = δµν，这里 δµν 为单位矩

阵。（1）求 δ ν
µ 的矩阵形式；（2）求 ηµν 的矩阵形式；（3）默认爱因斯坦求和约定，求 ηµµ 和

ηµνη
µν；（4）给定某矢量 Aµ，求 ∂Aµ

∂Aν、∂Aµ

∂Aν
、∂Aµ

∂Aν 和
∂Aµ

∂Aν
，用度规或单位矩阵表示出来（约定 ν

为行指标，µ 为列指标）；（5）定义 A2 ≡ AµA
µ，求

∂A2

∂Aµ
。（6）求变分 δA，用 δAµ 表示。

3.7 考虑某 2 维空间，度规为 gab =

(
g 0

0 h

)
，给定某矢量 Va =

(
u

v

)
和某二阶张量

Tab ≡

(
a b

c d

)
。（1）求逆度规 gab；（2）求 V a，T ab，T ab 和 T b

a 的矩阵形式；（3）利用上面

的结果，写出 TabV
aV b、T abVaVb、T abVaV

b 和 T b
a V aVb 的具体矩阵表达式，并证明它们都相等。
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第四章 最小作用量原理

4.1 新的力学原理

作为牛顿力学的继承和超越，分析力学首先要回答两个问题。第一，为什么我们

要舍弃牛顿力学、特别是牛顿第二定律？或者说，为什么需要一个新的力学原理？第

二，这个新的力学原理应该是什么样子？

4.1.1 “力”是一个不必要的概念

为了回答第一个问题，我们来重新思考，所谓“力学规律”到底是什么？牛顿第

二定律 mẍ = F，或者
dp
dt = F , (4.1)

将系统运动状态的改变归结为“力”。我们真正关心的是系统的“状态”，及决定状态

演化的规律。“力”只是我们为了解释系统运动状态的改变而引入的概念。例如，对

于重力场中的粒子，牛顿第二定律说 mz̈ = F，但是力 F 是什么牛顿第二定律本身

却没有告诉我们，而是由物体在重力场中的受力 F = −mg 给出。换句话说，牛顿第
二定律最多只算是半个物理定律。其和“重力规律”的结合 mz̈ = F = −mg，才是完
整的描述粒子自由落体的运动规律。又比如，粒子连接在弹簧上的振动，牛顿第二定

律加上“胡克定律”mẍ = F = −kx，才是一条完整的决定粒子运动的规律。从这里
可以看出，“力”在完整的物理规律中起了什么作用呢？其实只是一个媒介概念。真

正的、完整的物理规律是

mz̈ = −mg, 和 mẍ = −kx, (4.2)

这其中完全没有“力”的位置。所谓牛顿第二定律只是把方程 (4.1) 右边的东西称为
“力”而已。在这个意义上，牛顿第二定律与其说是一条物理规律，不如说只是“力”

这个概念的定义1。

1关于“力”的概念及 F = ma 这一公式，2004 年度诺贝尔物理学奖得主 Frank Wilczek 有过一番论述，参见：
物理，2005(02)，2005(11)，2005(12)。
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对于一般的物理系统，其运动方程无法简单地写成牛顿第二定律的形式。这时候

有两种选择，一种是“削足适履”，固守牛顿第二定律的形式，把所有非加速度的项

一股脑放到方程右边，称为“某某力”2。另一种更明智的选择，就是放弃牛顿第二

定律的形式，承认牛顿第二定律的局限性，转而寻找新的、更一般的原理。沿着这个

思路，如果我们从某些新的原理出发，直接得到力学规律（例如运动方程 (4.2)），那
么“力”的媒介地位也完全不必要了。幸运的是，确实存在更加基本的原理，使得我

们以一种更为统一的方式得到力学规律，而不引入任何“力”的概念。

4.1.2 从牛顿到哈密顿

现在来看第二个问题：如果放弃了牛顿力学，那么新的力学原理可能是什么样

子？

考虑一个简单的例子，从某个固定高度、每次以不同的速度竖直向上或向下抛

小球。我们的问题是确定小球的运动，即小球高度 z 随时间 t 的关系。在牛顿力

学的框架下，由牛顿第二定律及重力场中粒子的受力，设坐标 z 向下，写出微分方

程 mz̈ = F = mg，给定初始条件 z (0) = 0 和 z′ (0) = v0，求解微分方程得到

z (t) = 1
2
gt2 + v0t。给定某一时刻的位置和速度，微分方程就决定了下一时刻、下下

时刻的位置和速度，等等。因此，牛顿力学的思维方式是局域、微分的。

现在换一种思维方式。假设有一个叫哈密顿的人，对牛顿力学一无所知。但是

哈密顿做了很多次竖直抛小球的实验，并将小球的高度 z 与时间 t 的关系画在如

图4.1(a)所示的图上。哈密顿发现了一个基本事实：若 t1 时刻从高度 z = 0 抛出，在

t2 时刻小球到达某个高度（图中 z1, z2 等），则小球的运动轨迹是“唯一”确定的。换

句话说，只要小球是在 t2 时刻到达某个高度，那么它一定是沿着图4.1(a) 中的实线
轨迹运动。而虚线轨迹，虽然也满足同样的端点条件，却从来没被观测到，即并没有

真实发生。虽然哈密顿还不知道这些真实轨迹是什么曲线，但是关键在于—---其是唯
一的。这个事实意味着什么呢？如果哈密顿继续做足够多的抛小球实验，最终将得到

如图4.1(b) 所示的图，从 {z, t}-平面的某点（例如图中 O 点）出发，其与周围任一

点（例如图中 A 点、B 点和 C 点）之间有且仅有“唯一”的一条真实轨迹相连。这

些轨迹充满了 {z, t}-平面（至少在 O 点附近），且除了共同的起始点 O 点外，永不

相交。因为起始点 O 点是任意选取的，这意味着 {z, t}-平面上任意两点之间有一条
“唯一”的真实轨迹连接。物理上，这意味着给定初、末时刻小球的位置，小球的时

空轨迹—---世界线—---就唯一确定了。于是哈密顿就奇怪，为什么满足同样的端点条
件，只有唯一一条真实的世界线？这条世界线为何如此特殊？哈密顿就猜测，或许存

在一个原理，给每条世界线一个“指标”（一个数），用以比较不同的世界线，从而判

断众多的“世界线”中，哪一条是被自然所选择的。

2例如离心力、科里奥利力等惯性力。这些力并不对应真实的相互作用，只是因为把运动方程写成牛顿第二定律的形

式，所以只好用“某某力”以代表方程右边无法解释的部分。
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图 4.1: （a）连接给定初始位置和落地位置，有唯一一条真实轨迹；（b）通过给定初
始位置（O 点）的所有真实轨迹。

从另外一个角度，这种观念的转变还涉及对“什么是物理规律”的理解。如果我

们认为物理规律是牛顿第二定律式的微分方程，那么一个问题是，小球真的会去解微

分方程吗？很难想象小球如同随身携带一个计算器，根据此时此刻的位置和速度计算

出下一时刻的位置和速度，然后按照计算的结果准时出现在那里。所以看上去更正确

的观念是：大自然并不会做计算。小球选择某个轨迹，并不是小球解微分方程的结果，

而是这个轨迹相比其他轨迹更“特殊”3。

4.2 最小作用量原理

4.2.1 最小作用量原理

现在我们沿着哈密顿的思路，以全新的观点看待系统的运动。给定一个完整力学

系统，自由度为 s，广义坐标为

{qa} , a = 1, · · · , s. (4.3)

我们的问题是确定系统的演化轨迹 q (t)。我们给每条轨迹都赋予一个“数”，用以比

较不同的轨迹，进而判断哪条轨迹是真实发生的演化过程。这种“输入轨迹、输出数”

的操作，正是“泛函”的概念。

如图4.2所示，如果物理系统在给定时刻 t1 和 t2 的位形 q (t1) 和 q (t2) 确定，则

联结这两个时刻位形之间的每条“可能”的轨迹 q (t)都对应一个数，通常记作 S，被

称为该系统的作用量（action）。数学上，这意味着作用量 S 是轨迹 q (t) 的泛函

S [q] =

ˆ t2

t1

dtL (t, q, q̇) , (4.4)

3当然按照更基本的量子力学的观点，或许应该说小球什么轨迹也没有选择，甚至根本不存在什么轨迹，所谓“最

优”的轨迹也只是宏观观测的有效概念。
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在经典力学中，这里的被积函数 L (t, q, q̇) 称为系统的拉格朗日量（Lagrangian）。我
们关心的是所有这些可能的轨迹中，哪一条是真实发生的？答案是使得作用量 S 取

极值的那一条轨迹。这一结论就是著名的最小作用量原理（principle of least action）
4：经典力学体系在两个时刻之间的真实运动轨迹使得该体系的作用量取极值，即

δS = 0。因为实际往往只要求作用量取驻值，而不一定是极值，因此最小作用量原理

也称作“稳恒作用量原理”（principle of stationary action）。

图 4.2: 最小作用量原理。

关于最小作用量原理，需要注意以下几点。

• 最小作用量原理中的“轨迹”，指的是位形空间和时间参数共同构成的 s+ 1 维

空间中随时间演化所形成的轨迹，而不是 s 维位形空间中的轨迹。例如，对于

点粒子系统，就是世界线，而不是空间轨迹。对于空间延展的对象，则是世界

面、世界体等。

• 最小作用量原理在所有“可能”的轨迹之间进行比较。这里“可能”指的是运动
学上满足约束，并满足端点条件的所有连续轨迹。

• 在 (4.4) 中，我们假设拉格朗日量 L 只依赖于广义坐标和广义速度，不依赖于

广义坐标的更高阶的时间微商。这一点仅仅是为了和最简单的牛顿力学系统自

洽：即给定物理体系的初始坐标、初始速度就足以唯一确定力学体系的状态。一

般来说，拉格朗日量中也可以包含广义坐标更高阶的时间导数，相应的理论被

称作所谓“高阶导数理论”。

• 关于最小作用量原理的讨论只适用于“完整”系统。除了某些特殊情形（见
第6.1.3节的讨论），非完整系统一般不能直接纳入最小作用量原理的框架内。

4最小作用量原理最初指的是所谓“莫佩尔蒂原理”（见第16.3节），后来欧拉和拉格朗日将其推广，并赋予了“最小
作用量原理”的名字。今天所称的最小作用量原理历史上被称作“哈密顿原理”（Hamilton’s principle），是由哈密顿
（William Hamilton，1805-1865）在欧拉和拉格朗日关于变分法工作的基础上于 1834 年提出的。时至今日，“最小作
用量原理”与“哈密顿原理”几乎总被视作同义词。哈密顿是爱尔兰数学家、天文学家和物理学家，是经典力学的哈密

顿理论的奠基人之一，也是“四元数”的发明人。
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对于 (4.4) 形式的泛函极值问题，我们已经很熟悉。对作用量 S 做变分，得到

δS ' −
ˆ t2

t1

dt
[

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa

]
δqa, (4.5)

因此作用量 S 取极值要求广义坐标 q(t) 满足欧拉-拉格朗日方程

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa
= 0, a = 1, · · · , s, (4.6)

物理上也称作运动方程（equations of motion）。体系的真实运动必须满足运动方程。
任何一个完整力学系统都可以写出其作用量。最小作用量原理和变分法告诉我们，一

旦给定了一个力学系统的作用量，其可以得到其经典运动方程，而且是唯一确定的5。

正是在此意义下，我们说经典力学系统的作用量包含了该体系的所有时间演化信息，

或者说经典力学系统的运动规律由其作用量完全描述。

对于经典力学体系，真实的运动是唯一的—---即所谓决定论（determinism）。这
种真实性和唯一性是先于观测者的。一个观测者看到的真实运动轨迹，在另一个观测

者看来也必须是真实的。而广义坐标、以及时间参数的选取则依赖于观测者，是人为

的。不同的观测者可能会选择不同的广义坐标和不同的时间参数。这意味着，在一套

广义坐标和时间参数下得到的真实运动轨迹（使得作用量取极值），在另一套广义坐

标和时间参数下必须仍然是真实的（同样使得作用量取极值）。体现在数学上，作用

量必须是不依赖于具体的广义坐标和时间参数选取的，即作用量必须是广义坐标和

时间参数变换下的不变量6。作用量的这个性质有时也被称作是在广义坐标和时间参

数变换下的标量（scalar）。我们将在第5.3.2节中讨论。

最小作用量原理改变了经典力学系统的研究“范式”，即不再如牛顿力学中那样

做受力分析，而是第一步就是写出、或者构造系统的作用量。其不仅重新表述了机

械运动的规律，而且对非机械运动的物理系统同样适用。这个原理如此简单，却包

含了几乎所有的基本物理规律，从经典力学，到电磁场、广义相对论、量子力学、粒

子物理、宇宙演化⋯⋯可以说，在现代理论物理的研究中，作用量是几乎所有分析

的出发点。从这个意义上，最小作用量原理甚至可视为整个物理学的第一原理（first
principle）。大自然总是倾向于让某些基本的物理量（往往是标量）取得极值。例如：
重力场中平衡位置重力势能最小，热平衡态对应的热力学势取极值，静电平衡时带点

体系静电能最小，水滴的形状保证重力势能和表面张力势能总和最小，等等。最小作

用量原理背后所隐藏的自然奥秘值得深思。

5值得一提的是，反过来并不是所有的运动方程都有对应的作用量，因为并不是所有的微分方程（例如阻尼振动的

运动方程）都是欧拉-拉格朗日方程。尽管如此，最小作用量原理在物理学中如此重要的原因是，自然界中重要且基本
的物理系统，其运动确实都使得某个作用量取极值。

6当然，根据第一章关于变分法的讨论，这种不变性只需要在相差边界项的意义下成立。
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4.2.2 广义动量

牛顿力学中，点粒子的动量定义为 p = mv。我们将看到，这一定义其实只是在

非相对论极限下的近似表达式。动量的一般定义是在拉格朗日力学框架下得到的。物

理系统某个广义坐标 qa 对应的广义动量（generalized momentum）定义为

pa :=
∂L

∂q̇a
≡ ∂L

∂va
, a = 1, · · · , s, (4.7)

这里 va ≡ q̇a 是广义速度。我们约定将广义速度 q̇a 的指标摆在上方，而广义动量 pa

的指标摆在下方7。只要给定了拉格朗日量，则每个广义坐标总是有对应的广义动量。

这种“如影随形”的伴随关系在数学上被称为共轭（conjugate）8。广义坐标 qa 及其

对应的广义动量 pa 构成一对共轭变量 {qa, pa}。因此 (4.7)定义的广义动量又被称为
共轭动量（conjugate momentum）或正则动量（canonical momentum）。

利用广义动量，运动方程 (4.6) 可以写为

dpa
dt =

∂L

∂qa
, a = 1, · · · , s. (4.8)

这个式子可以与牛顿第二定律 (4.1) 对照。方程左边即动量的时间变化率，右边 ∂L
∂qa

则可以称为“广义力”。

在第二章曾经提到，广义坐标未必是长度的量纲，因此广义动量也未必是牛顿力

学中动量的量纲（质量乘以速度）。但是由定义 (4.7)，用 [Q] 表示物理量 Q 的量纲，

则必有 [q̇a] · [pa] = [L]，因此 [qa] · [pa] = [t] [L] = [S]，即一对共轭变量量纲的乘积，

一定是系统作用量的量纲。如前所述，拉格朗日量和作用量应该是不依赖于具体的广

义坐标和时间参数选取的“标量”，对于拉格朗日量来说，最自然且普适的“标量”即

系统的能量。因此，“约定”所有系统的拉格朗日量都具有“能量”的量纲，于是作

用量 S 的量纲即为

[
作用量

]
= [时间] ·

[
能量

]
= [空间] ·

[
动量

]
=

[
角度

]
·
[
角动量

]
=

[
普朗克常数h̄

]
. (4.9)

7在数学上，这反映了广义速度是逆变矢量，广义动量是协变矢量的事实。一个小技巧是 q̇a 带上标，但是 q̇a 在分

母上，于是 ∂L
∂q̇a

作为一个整体，就带有一个下标。
8英文“conjugate”来自拉丁文“conjugare”的过去分词“conjugatus”。“Conjugare”中“con”意为“共同”，“jugare”

意为“连接”，所以合在一起本意即共同连接。而“jugare”也是英文中“yoke”的词源，“yoke”即牛车上放在并行的
牛脖颈上的曲木，对应中文正是“轭”字。
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4.3 自由粒子

4.3.1 4 维形式

现在来考虑一个最简单的问题，一个自由粒子的作用量是什么？对于不受约束的

点粒子，位形空间即普通空间本身，于是广义坐标即空间坐标。广义坐标和时间参数

合在一起即时空坐标

{xµ} =
{
x0, x1, x2, x3

}
≡ {ct, x, y, z} , µ = 0, 1, 2, 3. (4.10)

作用量必须是广义坐标和时间参数变换下的标量，因此必须要求作用量在一般的时

空坐标变换

xµ → x̃µ = x̃µ (xρ) , (4.11)

下不变9。这种一般的时空坐标的变换通常被称作广义坐标变换（general coordinate
transformation）。值得一提的是，这里的“广义坐标变换”，指的是“广义的坐标变换”
或者“一般的坐标变换”，而且在物理学中通常特指时空坐标的一般变换 (4.11)。其
与第2.2.1节所讨论的“广义坐标的变换”（transformation of generalized coordinates）
是完全不同的概念：

• 点变换或者广义坐标的变换是变量的“变量代换”，是用来描写力学系统位形的
变量的代换，是位形空间的坐标变换。

• 广义坐标变换只是作用量的积分参数的“重参数化”。在场论（包括广义相对
论）中的作用量是对整个时空区域积分，所以积分参数的重参数化即时空的坐

标变换。

只是在点粒子情形，其位形空间即普通的空间本身，所以空间坐标就成了描述位形

的广义坐标，对于点粒子“广义坐标的变换”和“广义的（时空）坐标变换”碰巧形

式上一样。对于点粒子，因为演化的背景只有一维时间（作用量只是对时间的积分），

所以真正的广义坐标变换其实对应于时间的重参数化：t→ t̃ = t̃ (t)。

在本节中，我们暂时不考虑引力，时空背景为闵氏时空。这时一个基本要求即作

用量必须是洛伦兹标量。所谓洛伦兹标量，是指在闵氏时空的洛伦兹变换 xµ → x̃µ =

Λµνx
ν 下不变的量。观察作用量的数学定义 (4.4)，是拉格朗日量 L 对时间参数 t 的

积分。但是由于时间坐标 t 本身并不是洛伦兹标量，所以拉格朗日量 L 本身并不是

洛伦兹标量（Ldt 作为一个整体必须是洛伦兹标量）。在非相对论极限下，时间与空
间分离，这时系统的作用量 S 和拉格朗日量 L 都是 3 维空间坐标变换下的标量。
粒子的作用量为可能轨迹的泛函。换句话说，给定一条世界线，我们需要给一个

数。而且这个数，必须是不依赖于观测者的。对于自由粒子，我们能够找到的唯一的

9注意这里和引力存在、或者时空弯曲与否没有关系。
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满足这个条件的数就是世界线的长度。闵氏时空中世界线上的线元（洛伦兹标量）为

ds2 = ηµνdxµdxν . (4.12)

这里 ηµν 为闵氏度规。欧氏时空中的线元总是正的，但是闵氏时空中的线元可以是正

的，也可以是负的，甚至可以为零。考虑一个做惯性运动的有质量的粒子，在固定在

自身的惯性系看来是静止不动的，即空间坐标不变 dx1 = dx2 = dx3 = 0，因此线元

ds2 = −c2dt2 < 0，即有质量粒子世界线上的线元恒为负。因此线元的长度就只能写

成 |ds| ≡
√
−ds2。所以，自由粒子的作用量最简单的取法即

S = −mc
ˆ

|ds| = −mc
ˆ √

−ηµνdxµdxν , (4.13)

这里 m 为粒子的质量，c 为光速。在 (4.13) 中，因子 mc 是为了让作用量具有“正

确”的量纲（即 [空间] ·
[
动量

]
），负号是为了在非相对论极限下和牛顿力学的结果自

洽（见第4.3.3节）。(4.13) 就是闵氏时空中一个自由粒子的作用量，简言之，自由粒
子的作用量正比于其世界线的长度。这里我们看到，从时空的洛伦兹不变性出发，我

们几乎可以唯一地确定出一个自由粒子的作用量。

原则上可以用任一单调变化的参数来参数化世界线。最简单和自然的参数化即

令参数 τ 的数值正比于世界线的长度：

ds2 = ηµνdxµdxν =: −c2dτ2 . (4.14)

这里 c 是光速。这样的参数 τ 被称作世界线的固有时（proper time），具有时间的量
纲。固有时—---在数值上—---即做惯性运动的粒子在固定于自身的惯性系中的时钟
读数。因此自由粒子的作用量 (4.13) 还可以写成

S = −mc
ˆ

dτ
√
−ηµν

dxµ
dτ

dxν
dτ . (4.15)

粒子的时空坐标 xµ 随着世界线参数 τ 的变化率被称作所谓 4-速度（4-velocity），

uµ :=
dxµ (τ)

dτ , µ = 0, 1, 2, 3, (4.16)

其是 4 维时空中的矢量。由 (4.14)，

uµu
µ ≡ ηµν

dxµ
dτ

dxν
dτ = −c2, (4.17)

即粒子的 4-速度 uµ 的模方是常数 −c2。
将 (4.15) 对 xµ 变分，并利用利用 (4.17)，得到

δS = −mc
ˆ

dτδ
√
−ηµν

dxµ
dτ

dxν
dτ = m

ˆ
dτηµνδ

(
dxµ
dτ

)
dxν
dτ

' −m
ˆ

dτηµν
d2xν

dτ 2 δx
µ, (4.18)
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所以自由粒子的运动方程即

d2xµ

dτ 2 = 0 , µ = 0, 1, 2, 3. (4.19)

方程 (4.19) 的解为 xµ = aµτ + b（其中 aµ 和 b 都是常数），是时空中的直线，因此

自由粒子的世界线是时空中的直线。这是“自由粒子（在空间中）做匀速直线运动”

的更加严格的、相对论性的表述，如图4.3所示。

图 4.3: 自由粒子的世界线。

引入 4-速度后，自由粒子的作用量 (4.15) 可以写成 S =
´

dτL，这里 L =

−mc√−ηµνuµuν。由动量的定义 (4.7) 并利用 (4.17)，粒子的 4-动量为

pµ :=
∂L

∂uµ
=

∂

∂uµ
(
−mc

√
−ηρσuρuσ

)
= muµ, µ = 0, 1, 2, 3. (4.20)

自由粒子的 4-动量 (4.20) 与 4-速度的关系形式上与牛顿力学中动量 p = mv 一样。

运动方程 (4.19) 用 4-动量表示即
dpµ
dτ = 0, (4.21)

因此闵氏时空中自由粒子的 4-动量守恒。

4.3.2 3 维形式

我们希望将作用量 (4.13) 写成 S =
´

dtL 的形式。为此，需要将作用量中时间
和空间部分写成明显分离的形式。首先注意到闵氏度规的空间部分 ηij ≡ δij，这是因

为对于闵氏时空来说，其空间部分就是普通的 3 维欧氏空间。(4.13) 可写成

S = −mc
ˆ √

c2(dt)2 − δijdxidxj = −mc2
ˆ

dt
√
1− 1

c2
δij

dxi
dt

dxj
dt . (4.22)

其中出现了粒子的空间坐标 {xi} 随着时间坐标 t 的变化率

vi :=
dxi
dt , (4.23)
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被称作 3-速度（3-velocity），为 3 维空间中的矢量。于是作用量 (4.13) 成为

S =

ˆ
dtL, L = −mc2

√
1− v2

c2
, (4.24)

其中 v ≡ |v| ≡
√
δijvivj。(4.24) 就是闵氏时空中自由粒子作用量的 3 维形式，其中

拉格朗日量 L = L (v) 只与粒子 3-速度的大小有关。这里自然地出现了著名的洛伦
兹因子（Lorentz factor）10

dt
dτ =

1√
1− v2

c2

=: γ . (4.25)

根据动量的定义 (4.7) 和作用量的 3 维形式 (4.24)，粒子的 3-动量定义为

pi ≡
∂L

∂vi
=

∂

∂vi

(
−mc2

√
1− v2

c2

)
. (4.26)

化简得到

pi =
mvi√
1− v2

c2

, i = 1, 2, 3, (4.27)

这里 vi ≡ δijv
j。和 3-速度一样，粒子的 3-动量是 3 维空间中的矢量。利用 (4.25) 及

3-速度的定义，3-动量还可以写成

pi = m
dxi
dt

dt
dτ = m

dxi
dτ ≡ mui, i = 1, 2, 3. (4.28)

可见 3-动量对应空间坐标对于固有时 τ 的变化率（4-速度的空间分量），而不是对于
坐标时 t 的变化率（3-速度）。从这里已经看出，牛顿力学中的动量 mvi 只是严格的

3-动量在非相对极限下的近似。
粒子 4-动量的空间分量 pi = mui 即 3-动量 (4.28)。对于时间分量，定义

E := cp0 = mcu0 = mc2
dt
dτ =

mc2√
1− v2

c2

, (4.29)

为粒子的能量。我们将会看到，在非相对论极限下 E 确实会给出牛顿力学的动能
1
2
mv2。于是 4-动量的模方可以分解为

pµp
µ = −

(
p0
)2

+ δijp
ipj ≡ −E

2

c2
+ p2,

这里 p2 ≡ δijp
ipj。而由 (4.17)，4-动量的模方是常数

pµp
µ = m2uµu

µ = −m2c2, (4.30)
10洛伦兹因子得名于荷兰物理学家洛伦兹。但是洛伦兹因子第一次出现，是在英国物理学家海维赛德（Oliver Heav-

iside，1850-1925）发表于 1889 年的一篇论文中。
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上两式即给出

E2 = p2c2 +m2c4 . (4.31)

这就是著名的爱因斯坦能量-动量关系（energy-momentum relation）。

4.3.3 非相对论极限

以上的讨论—---无论是 4 维还是 3 维形式—---都是完全相对论性的。对于大
部分宏观物体，其运动速度（3-速度）远远低于光速，因此可以考虑非相对论极限
（non-relativistic limit），即

v

c
� 1. (4.32)

在非相对论极限下，闵氏时空变为牛顿力学的伽利略时空。在伽利略时空中，时间与

空间发生了绝对的（即不依赖于观测者的）分离，特别是时间具有了绝对的意义。

在非相对论极限下，能量 (4.29) 可以展开为

E =
mc2√
1− v2

c2

= mc2 +
1

2
mv2 +

3

8
m
v4

c2
+ · · · . (4.33)

其中第一项11

E0 = mc2, (4.34)

即著名的爱因斯坦质能等价关系（mass-energy equivalence），常数 mc2 即粒子在空

间中静止时具有的能量。与速度相关的领头项为

E1 =
1

2
mv2 ≡ T, (4.35)

即再熟悉不过的牛顿力学下粒子的动能。速度更高阶的项则是相对论修正。

类似地，在非相对论极限下，作用量的 3 维形式 (4.24) 可以展开得到

S = −mc2
ˆ

dt+
ˆ

dt
(
1

2
mv2 +

1

8
m
v4

c2
+ · · ·

)
. (4.36)

除去常数项，与速度相关的领头项为

S =

ˆ
dt1

2
mv2 ≡

ˆ
dtT , (4.37)

这里再次出现了牛顿力学的动能 1
2
mv2。(4.37) 就是非相对论自由粒子的作用量。与

速度相关更高阶的项则是相对论修正。前面提到，在非相对论极限下，拉格朗日量是

3 维空间中的标量。这一点从 (4.37) 可以得到明显验证，因为牛顿力学的动能 1
2
mv2

就是 3 维空间的标量。
11可见 E = mc2 虽然被当作相对论的象征，但其恰恰是非相对论极限的结果。
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4.4 外场中的粒子

自由粒子与周围的环境没有任何相互作用，一个自然的问题是，如何考虑环境对

粒子的影响？此外，在非相对论极限下出现了牛顿力学的动能，如何体现势能的作用？

4.4.1 标量场

考虑闵氏时空标量场中的粒子。标量场对粒子的影响可以有各种方式，我们考虑

最简单的情形，即使得线元长度发生变化 |ds| → eΦ |ds|，因此作用量为

S = −mc
ˆ
eΦ |ds| , (4.38)

其中 Φ = Φ(t,x) ≡ Φ(xµ) 是无量纲的标量场12。仿照自由粒子情形，取固有时 τ 作

为世界线的参数，将作用量 (4.38) 对时空坐标 xµ 变分得到运动方程（见习题4.11）

d2xµ
dτ2 +

∂Φ

∂xν
∂xν

∂τ

dxµ
dτ + c2

∂Φ

∂xµ
= 0, µ = 0, 1, 2, 3. (4.39)

自由粒子的运动方程 (4.19) 即 (4.39) 中 Φ = 0 的特殊情况。类似地，作用量 (4.38)
的 3 维形式为

S = −mc2
ˆ

dteΦ
√
1− v2

c2
, (4.40)

将其对空间坐标 xi 变分即得到运动方程的 3 维形式（见习题4.11）

ṗi + pi
∂Φ

∂xj
ẋj +mc2

√
1− v2

c2
∂Φ

∂xi
= 0, i = 1, 2, 3. (4.41)

在有外场存在的情况下，我们同时考虑“低速”和“弱场”的极限，即

v2

c2
� 1, Φ ≡ V

mc2
� 1, (4.42)

其中 V 具有能量量纲。因为 V � mc2 的意义是与外场相互作用的能量远远小于粒

子的静止能量 mc2，因此上面的极限也可统称为非相对论极限。在非相对论极限下，

运动方程 (4.41) 展开并保留至速度 v 和 V 的领头阶为

ẍi = −∂V
∂xi

, i = 1, 2, 3. (4.43)

这不是别的，正是牛顿第二定律的形式。其中右边 − ∂V
∂xi 是 V 的空间梯度，正是牛

顿力学中保守力的形式。这表明在非相对论极限下，V 具有牛顿力学中势能的意义。

另一方面，作用量的 3 维形式 (4.40) 也可展开并保留至领头阶，得到

S = −mc2
ˆ

dt
√
1− v2

c2
e

V
mc2 = −mc2

ˆ
dt
(
1− 1

2

v2

c2
+ · · ·

)(
1 +

V

mc2
+ · · ·

)
= −

ˆ
dtmc2 +

ˆ
dt
(
1

2
mv2 − V

)
+ · · · .

12指数函数的宗量一定是无量纲的。
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除去常数项，在非相对论极限下，拉格朗日量在与速度和外场有关的领头阶具有“动

能减去势能”的形式：

L =
1

2
mv2 − V ≡ T − V, (4.44)

其中 T ≡ 1
2
mv2 即牛顿力学的动能，V 在非相对论极限下对应牛顿力学的势能。从

展开的过程可以看出，这里“减号”的来源正是闵氏时空度规中时间和空间部分的符

号差异。

4.4.2 电磁场

接下来考虑粒子与 4 维矢量场 Aµ 的相互作用。最熟悉的矢量场即电磁场。考虑

闵氏时空，作用量必须是洛伦兹标量。因此问题转化为如何用矢量场和粒子的世界线

来构造一个标量。最简单的方式就是矢量场与粒子 4-速度的内积 Aµu
µ。将这个标量

沿着粒子的世界线积分，自然仍然是一个标量。于是，矢量场对粒子的作用量的贡献

为 ˆ
dτAµuµ ≡

ˆ
dτAµ

dxµ
dτ =

ˆ
Aµdxµ. (4.45)

矢量场中粒子的完整作用量即

S = −mc
ˆ

|ds|+ e

c

ˆ
Aµ (x) dxµ . (4.46)

这里的常数 e 代表了粒子与矢量场 Aµ 的耦合强度。对于电磁场，e 即粒子所带的电

荷13。

作用量 (4.46) 为两项之和，其中第一项与自由粒子作用量完全一样，因此电磁
场对于粒子运动方程的贡献来源于对第二项的变分。有

δ

ˆ
Aµdxµ =

ˆ (
∂Aµ
∂xν

δxνdxµ +Aµδ (dxµ)
)

'
ˆ (

∂Aµ
∂xν

δxνdxµ − ∂Aµ
∂xν

dxνδxµ
)

≡
ˆ
Fµνdxνδxµ,

其中

Fµν :=
∂Aν
∂xµ

− ∂Aµ
∂xν

, µ, ν = 0, 1, 2, 3, (4.47)

被称为电磁张量（electromagnetic tensor）或电磁场强。由定义可知 Fµν 是一个反对

称的张量，即 Fµν = −Fνµ。结合自由粒子作用量的变分 (4.18)，最终得到电磁场中
粒子的运动方程为（见习题4.12）

dpµ
dτ =

e

c
Fµνu

ν , µ = 0, 1, 2, 3. (4.48)

13这里采用的是高斯单位制。
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4-矢量 Aµ 可以分解为

Aµ =
(
A0, Ai

)
≡ (Φ,A) , (4.49)

其中 Φ 被称为标量势（scalar potential），A 被称为矢量势（vector potential）。这
里的所谓“标量”和“矢量”都是指 3 维空间中的标量和矢量。(4.45) 分解为
ˆ
Aµdxµ =

ˆ (
−A0dx0 + δijA

idxj
)
=

ˆ (
−cΦdt+Aidxi

)
=

ˆ
dt
(
−cΦ+Aiv

i
)
,

结合 (4.24)，电磁场中相对论性带电粒子的作用量的 3 维形式即

S =

ˆ
dtL, L = −mc2

√
1− v2

c2
− eΦ+

e

c
v ·A . (4.50)

对 (4.50) 变分可得到运动方程的 3 维形式：

dE
dt = ev ·E, dp

dt = e

(
E +

1

c
v ×B

)
, (4.51)

其中 E 为粒子的能量 (4.29)，p 为 3-动量 (4.27)，

E = −∇Φ− 1

c

∂A

∂t
, B = ∇×A, (4.52)

分别为电场强度 E 和磁感应强度 B（都是 3 维矢量）。

4.4.3 引力场

当有引力存在时，时空不再是闵氏时空，相应的度规不再是闵氏度规 ηµν，而是

时空坐标的一般函数 gµν (x)。和闵氏时空中的自由粒子一样，引力场中粒子的作用

量也正比于其世界线的长度。此时粒子世界线的线元形式和 (4.12) 一样，唯一的不
同是闵氏度规 ηµν 被一般的度规 gµν 所替代。因此引力场中粒子的作用量即为

S = −mc
ˆ

|ds| = −mc
ˆ √

−gµνdxµdxν . (4.53)

(4.53) 所对应 xµ 的运动方程被称为测地线（geodesic）方程（见习题4.13）。
根据爱因斯坦的广义相对论，在质量为 M 的天体周围，以天体为中心取球坐标

{r, θ, ϕ}，时空的度规具有形式14

ds2 = −c2
(
1− 2GM

c2r

)
dt2 +

(
1− 2GM

c2r

)−1

dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2 , (4.54)

14(4.54) 即著名的史瓦西度规（Schwarzschild metric），由德国物理学家、天文学家史瓦西（Karl Schwarzschild，
1873-1916）于 1915 年得到，也是爱因斯坦广义相对论场方程的第一个精确解。
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其中 G 为牛顿引力常数。在 M → 0 或 G→ 0 的极限下，(4.54) 就变回平坦的闵氏
时空度规在球坐标下的形式。将度规 (4.54) 的形式代入 (4.53)，即得到质量为 m 的

粒子在球对称引力场中的作用量

S = −mc
ˆ

dt

√
c2
(
1− 2GM

c2r

)
−
(
1− 2GM

c2r

)−1

ṙ2 − r2θ̇2 − r2 sin2 θϕ̇2, (4.55)

考虑“低速”和“弱场”的非相对论极限，

|ṙ|
c
,
r
∣∣∣θ̇∣∣∣
c
,
r
∣∣∣ϕ̇∣∣∣
c

� 1,
GM

c2r
� 1, (4.56)

将 (4.55) 展开并保留到领头阶，得到

S = −mc2
ˆ

dt
(
1− GM

c2r
+ · · ·

)[
1− 1

2

1

c2

(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
+ · · ·

]
= −mc2

ˆ
dt+

ˆ
dt
[
1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
+G

Mm

r

]
+ · · · , (4.57)

除去常数项，非相对论极限下，球对称引力场中粒子的作用量即

S =

ˆ
dt (T − V ) , (4.58)

其中

T =
1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
≡ 1

2
mv2, (4.59)

正是粒子的牛顿力学动能在球坐标下的形式，而

V (r) = −GMm

r
, (4.60)

正是质量为m的粒子的牛顿万有引力势能。作用量 (4.58)对应运动方程mr̈ = −∇V，
方程的右边正是牛顿万有引力。由此可见，牛顿万有引力定律只是在引力场很弱、运

动速度很低情况下的近似。此外，在非相对论极限下，引力场中粒子的拉格朗日量同

样具有“动能减去势能”的形式，而由非相对论极限的推导知，这同样来自度规中时

间和空间部分的符号差别。

4.5 非相对论极限下作用量的基本形式

以上我们从第一原理—---相对论时空观和最小作用量原理—---出发，讨论了闵氏
时空中自由粒子和外场中粒子的作用量，并得到了其在非相对论极限下的形式。我们

得到一个重要的结论：在非相对论极限（即低速、弱场）下，粒子的拉格朗日量就是

动能减去势能。这里的“减号”正来源于闵氏度规中时间和空间部分符号的差异。类

似的讨论可以推广到其他保守体系和多粒子系统，并得到同样的结论。
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于是我们得到以下论断：在非相对论极限下，作用量具有形式

S =

ˆ
dtL =

ˆ
dt (T − V ) , (4.61)

其中第一项 T 被称作动能（kinetic energy），第二项 V 被称作势能（potential en-
ergy）。因为是在非相对论极限下，所以这里的动能即牛顿力学的动能，势能则一般
只依赖于系统的位形。需要强调的是，“拉格朗日量等于动能减去势能”只适用于非

相对论极限下的粒子系统（包括刚体）。实际上，“动能”和“势能”的概念，本身只

在非相对论极限下才有意义，或者说，它们本来就是非相对论极限下的概念15。在相

对论情形，拉格朗日量具有更一般的函数形式，往往不能分解成明显的动能和势能部

分。在连续系统情形，例如 1 维弦、2 维膜、3 维场的情形，拉格朗日量也可能具有
不同的、更复杂的数学形式。接下来除非特别声明，我们讨论的都是非相对论性的力

学系统，因此 L = T − V 的形式是适用的。

对于 N 个粒子组成的粒子系统，记第 α 个粒子的直角坐标为 x(α)，则系统的总

动能为

T =
N∑
α=1

1

2
m(α)ẋ

2
(α). (4.62)

若换为广义坐标 {qa} , a = 1, · · · , 3N，有

x(α) = x(α) (t, q) , α = 1, · · · , N. (4.63)

速度的变换关系为

ẋ(α) ≡
∂x(α)

∂qa
q̇a +

∂x(α)

∂t
, α = 1, · · · , N. (4.64)

于是动能用广义坐标 {qa} 表示为

T =
N∑
α=1

1

2
m(α)

(
∂x(α)

∂qa
q̇a +

∂x(α)

∂t

)
·
(
∂x(α)

∂qb
q̇b +

∂x(α)

∂t

)
,

整理得到

T =
1

2
Gabq̇

aq̇b +Xaq̇
a + Y , (4.65)

即动能为广义速度的二次型，其中

Gab =
N∑
α=1

m(α)

∂x(α)

∂qa
·
∂x(α)

∂qb
, (4.66)

Xa =
N∑
α=1

m(α)

∂x(α)

∂qa
·
∂x(α)

∂t
, (4.67)

Y =
1

2

N∑
α=1

m(α)

∂x(α)

∂t
·
∂x(α)

∂t
, (4.68)

15形象地说，动能对应系统在空间中的运动（空间坐标发生变化），势能则对应在时间中的运动（空间坐标不变、时

间参数变化）。
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都只是广义坐标和 t 的函数，与广义速度无关。

若约束非定常，从直角坐标到广义坐标的变换 x(α) (t, q) 显含时间，因此 Xa 和

Y 一般不为零。对于定常约束系统，x(α) (q) 不显含时间，因此

∂x(α)

∂t
= 0, ⇒ Xa = 0, Y = 0. (4.69)

这意味着对于定常约束系统，动能总是广义速度的“二次型”：

T =
1

2
Gab (q) q̇

aq̇b . (4.70)

这里 Gab (q) 一般依赖于广义坐标，是一个对称、正定的矩阵。势能 V 则只是广义

坐标的函数

V = V (q) . (4.71)

总之，非相对论性定常系统的拉格朗日量的一般形式即

L = T − V =
1

2
Gab (q) q̇

aq̇b − V (q) . (4.72)

例 4.1 单摆的拉格朗日量

如图2.3(a) 所示，假设单摆在竖直平面内摆动。选取广义坐标 θ，由直角坐标和 θ 的关

系，拉格朗日量即

L = T − V =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
−mgy =

1

2
ml2θ̇2 +mgl cos θ. (4.73)

θ 的共轭动量为 pθ ≡ ∂L

∂θ̇
= ml2θ̇，其意义正是单摆相对于顶点的角动量。对作用量变分得

到

δS =

ˆ
dt
(
ml2θ̇δθ̇ −mgl sin θδθ

)
≃ −

ˆ
dtml2

(
θ̈ +

g

l
sin θ

)
δθ,

于是单摆的欧拉-拉格朗日方程即等价于

θ̈ +
g

l
sin θ = 0. (4.74)

例 4.2 一维谐振子的拉格朗日量

一维谐振子势能为 V = 1
2
kx2，因此拉格朗日量即

L = T − V =
1

2
mẋ2 − 1

2
kx2. (4.75)

x 的共轭动量为 p ≡ ∂L
∂ẋ

= mẋ。对作用量变分得到

δS =

ˆ
dt (mẋδẋ− kxδx) ≃

ˆ
dt (−mẍδx− kxδx) ,

于是其欧拉-拉格朗日方程即等价于

ẍ+
k

m
x = 0. (4.76)

(4.76) 即是著名的一维谐振子的运动方程。
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例 4.3 竖直平面内轨道上粒子的拉格朗日量

质量为m的粒子约束在光滑轨道上运动，轨道处于竖直平面内，形状为抛物线 y = ax2，

其中 a 为常数。取 x 为广义坐标，粒子的拉格朗日量为

L = T − V =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
−mgy =

1

2
m
(
1 + 4a2x2

)
ẋ2 −mgax2.

对比 (4.72)，可见 G (x) = m
(
1 + 4a2x2

)
是广义坐标 x的函数。x的共轭动量为 p = ∂L

∂ẋ
=

m
(
1 + 4a2x2

)
ẋ。

例 4.4 双摆的拉格朗日量

如图2.5所示，竖直平面内摆动的双摆有 2 个自由度，选取广义坐标 θ1 和 θ2。双摆的

动能为

T =
1

2
m1

(
ẋ21 + ẏ21

)
+

1

2
m2

(
ẋ22 + ẏ22

)
=

1

2
(m1 +m2) l

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
2θ̇

2
2 + l1l2m2θ̇1θ̇2 cos (θ1 − θ2) ,

势能为

V = m1gy1 +m2gy2 = −m1gl1 cos θ1 −m2g (l1 cos θ1 + l2 cos θ2) .

于是双摆的拉格朗日量即

L ≡ T − V =
1

2
(m1 +m2) l

2
1θ̇

2
1 +

1

2
m2l

2
2θ̇

2
2 +m2l1l2θ̇1θ̇2 cos (θ1 − θ2)

+m1gl1 cos θ1 +m2g (l1 cos θ1 + l2 cos θ2) . (4.77)

θ1 和 θ2 的共轭动量分别为

p1 =
∂L

∂θ̇1
= m1l

2
1θ̇1 +m2l

2
1θ̇1 +m2l1l2θ̇2 cos (θ1 − θ2) ,

p2 =
∂L

∂θ̇2
= m2l

2
2θ̇2 +m2l1l2θ̇1 cos (θ1 − θ2) .

对作用量变分，得到 θ1 和 θ2 的运动方程

(m1 +m2) l
2
1θ̈1+m2l1l2θ̈2 cos (θ1 − θ2)+m2l1l2θ̇

2
2 sin (θ1 − θ2)+(m1 +m2) gl1 sin θ1 = 0,

和

m2l
2
2θ̈2 +m2l1l2θ̈1 cos (θ1 − θ2)−m2l1l2θ̇

2
1 sin (θ1 − θ2) +m2gl2 sin θ2 = 0.

例 4.5 顶端自由滑动单摆的拉格朗日量

假设单摆的顶端在水平杆上无摩擦地自由滑动，如图2.3(b) 所示。系统有 2 个自由度，
取广义坐标为顶端 A 点的水平坐标 x 和摆角 θ。忽略摆杆的质量，系统的动能和势能分别

为

T =
1

2
m

[(
ẋ+ lθ̇ cos θ

)2
+
(
lθ̇ sin θ

)2]
, V = −mgl cos θ,
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于是拉格朗日量为

L = T − V =
1

2
m
(
ẋ2 + l2θ̇2 + 2lẋθ̇ cos θ

)
+mgl cos θ. (4.78)

x 和 θ 的共轭动量分别为

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ+mlθ̇ cos θ, pθ =

∂L

∂θ̇
= ml2θ̇ +mlẋ cos θ.

值得一提的是，在这个例子中 px ̸= mẋ，pθ ̸= ml2θ̇。可见共轭动量一般并不等于牛顿力学

中由“质量乘以速度”所定义的动量（例如这里的线动量和角动量）。对作用量变分得到 x

和 θ 的运动方程，分别为

mẍ+mlθ̈ cos θ −mlθ̇2 sin θ = 0, (4.79)

ml2θ̈ +mlẍ cos θ +mgl sin θ = 0. (4.80)

可以从上两式将 ẍ 消去，得到关于 θ 的方程

θ̈ + θ̇2 cot θ + g

l
csc θ = 0. (4.81)

如果单摆的顶端不是自由滑动，而是在外界控制下以匀速 ẋ = v 运动，则拉格朗日量 (4.78)
变为

L =
1

2
m
(
v2 + l2θ̇2 + 2lvθ̇ cos θ

)
+mgl cos θ

≡ 1

2
ml2θ̇2 +mgl cos θ + d

dt

(
1

2
mv2t+mlv sin θ

)
.

上式最后一项是时间的全导数，于是 L ≃ 1
2
ml2θ̇2 +mgl cos θ，这意味着 θ 的运动和顶端固

定的单摆一样。实际上，此时相当于在以速度 v 匀速运动的惯性系中描述顶端固定的单摆。

例 4.6 有效度规与列维-契维塔联络

非相对论性定常系统的动能项为广义速度的二次型 (4.70)，于是拉格朗日量可写成 L =
1
2
gab (q) q̇

aq̇b − V (q)，其中 gab（即 (4.70) 中的 Gab）是对称、正定矩阵，gab 和 V 都是

广义坐标的函数。对比欧氏空间中动能项为 1
2
mv2 ≡ 1

2
mδij ẋ

iẋj，其中 δij 为欧氏度规。这

里 gab 意义即是位形空间中的有效度规。变分得到

δS =

ˆ
dt
(
1

2

∂gab
∂qc

δqcq̇aq̇b + gabδq̇
aq̇b − ∂V

∂qa
δqa
)

≃
ˆ

dt
(
1

2

∂gab
∂qc

δqcq̇aq̇b − d
dt

(
gabq̇

b
)
δqa − ∂V

∂qa
δqa
)

所以 qa 的运动方程为

gabq̈
b +

∂gab
∂qc

q̇bq̇c − 1

2

∂gbc
∂qa

q̇bq̇c +
∂V

∂qa
= 0.

因为 gab 正定的有效度规，记其逆度规为 gab。方程两边乘以逆度规，整理得到

q̈a + Γabcq̇
bq̇c + gad

∂V

∂qd
= 0. (4.82)
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其中

Γabc ≡
1

2
gad

(
∂gdb
∂qc

+
∂gdc
∂qb

− ∂gbc
∂qd

)
, (4.83)

即度规 gab 对应的列维-契维塔联络（Levi-Civita connection）。列维-契维塔联络本是广义
相对论中为了定义协变导数而引入的一种联络。从这个例子可以看出，其是度规依赖坐标

（即非欧氏度规）的必然结果。实际上，当 V = 0 时，(4.82) 成为 q̈a + Γabcq̇
bq̇c = 0，其正

是弯曲空间中的测地线方程（见习题4.13）。

习题

4.1 选取合适的广义坐标，求习题2.2中系统的拉格朗日量和运动方程。

4.2 选取合适的广义坐标，求习题2.3中系统的拉格朗日量和运动方程。

4.3 选取合适的广义坐标，求习题2.4中小球的拉格朗日量和运动方程。

4.4 如图所示，长为 l 质量为 m 的匀质硬杆，一端置于地面，一端靠在墙角，杆始终处于竖

直平面内。忽略摩擦，已知杆相对质心的转动惯量为 I = 1
12
ml2。选择合适的广义坐标，写出系统

的拉格朗日量并求系统的运动方程。

图 4.4:

4.5 如图4.5所示，半径为 R 的圆环固定于竖直平面内，两个质量为 m 的小球由自由长度为

l 的无质量弹簧连接，小球可沿圆环无摩擦滑动。选择合适的广义坐标，写出系统的拉格朗日量并

求系统的运动方程。

图 4.5:

4.6 如图4.6所示，半径为 R 的圆环处于竖直平面内，中心轴固定，圆环可绕中心轴自由转

动，设转动惯量为 I。质量为 m 的粒子可以沿圆环无摩擦滑动。选择合适的广义坐标，写出系统

的拉格朗日量并求系统的运动方程。
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图 4.6:

4.7 已知拉格朗日量在广义坐标的变换 qa → q̃a 下不变，即有 L̃
(
t, q̃, ˙̃q

)
≡ L (t, q, q̇)。（1）

利用广义速度的变换 (2.13)，根据广义动量的定义 pa ≡ ∂L
∂q̇a
和 p̃a ≡ ∂L̃

∂ ˙̃qa
，证明广义动量的变换

为 p̃a = ∂qb

∂q̃a
pb；（2）在平面极坐标下写出非相对论性自由粒子的拉格朗日量，并求 {px, py} 和

{pr, pϕ} 的关系，以验证（1）的结论。
4.8 若对自由粒子的世界线取其他参数化，记 xµ = xµ (λ)，参数 λ 与固有时 τ 的关系为

λ = λ (τ)。写出用 λ 表达的自由粒子的作用量，并证明其等价于 (4.15)，即自由粒子的作用量在
世界线重参数化下是不变的。

4.9 若自由粒子的作用量取为线元长度的一般函数，即 S = −mc
´

dτF
(
−ηµν dxµ

dτ
dxν
dτ

)
，求

其运动方程，证明其等价于 (4.19)。
4.10 考虑作用量 S [n, xµ] = 1

2
c
´

dτ
(

1
n
ηµν

dxµ
dτ

dxν
dτ − nm2

)
，其中除了 xµ 之外，还引入了

一个独立变量 n = n (τ)。（1）求 n 的运动方程，并从中解出 n；（2）将 n 的解代回原作用量

S [n, xµ]，证明得到的作用量等价于自由粒子的作用量 (4.15)。
4.11 考虑与标量场相互作用的粒子的作用量 (4.38)，分别求其运动方程的 4 维和 3 维形式。
4.12 推导电磁场中带电粒子的运动方程 (4.48)。
4.13 由引力场中粒子的作用量 (4.53)出发，证明粒子的运动方程为 duσ

dτ +Γσµνu
µuν = 0，其

中 uµ 为粒子的 4-速度，系数 Γσµν ≡ 1
2
gρσ

(
∂gνρ

∂xµ
+

∂gµρ

∂xν
− ∂gµν

∂xρ

)
被称为列维-契维塔联络。

4.14 观察到某非相对论性自由粒子 t = 0 时刻处于 x = 0 处，t∗ 时刻处于 x∗ 处。（1）
考虑三种运动方式：匀速直线运动 x (t) = x∗

t
t∗
，匀加速运动 x (t) = x∗

(
t
t∗

)2
和谐振动 x (t) =

x∗ sin
(
π
2
t
t∗

)
，都满足端点条件，证明匀速直线运动对应的作用量数值最小；（2）考虑运动方式

x (t) = x∗
(
t
t∗

)n
，也都满足端点条件，证明当 n = 1（即匀速直线运动）时，作用量取最小值。

4.15 取竖直向上为 z，已知自由落体小球的拉格朗日量为 L = 1
2
mż2 −mgz，假设小球在

t1 时刻处在 z1，在 t2 时刻处在 z2。（1）求 z (t) 的运动方程，并求满足上述端点条件的定解

zcl (t)；（2）求此定解 zcl (t) 对应的作用量的数值 Scl；（3）相对于其他非真实的的运动，验证 Scl

是最小还是最大？（提示，令 z (t) = zcl (t)+ ϵδz (t)，有 S−Scl ≡ ϵδS+ ϵ2

2
δ2S+ · · ·。因为 δS = 0，

所以即需要验证二阶变分 δ2S 是正的还是负的。）

4.16 已知地球外部的时空度规近似为 (4.54)，相对论性自由粒子的作用量为 S = −mc
´
|ds|。

在地球表面某处附近可以建立局部的直角坐标系，与球坐标的关系为 r = R + z，θ = θ0 + x
R
和

ϕ = ϕ0 +
y

R sin θ0，这里 R 是地球半径，θ0 和 ϕ0 为该处的球面角。非相对论极限意味着引力很弱

即 GM
c2R

→ 0，同时速度很低即 ẋ
c
, ẏ
c
, ż
c
→ 0，地球表面附近意味着 x, y, z ≪ R。（1）求时空度规在

地球表面附近、非相对论极限下的近似形式，用 dt 和 dx, dy, dz 表示出来；（2）根据（1）的结果，
验证非相对论性粒子在地球重力场中的作用量具有形式 S =

´
dt
[
1
2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
−mgz

]
，并

将重力加速度 g 用 G, c,M,R 表示出来。

4.17 （接习题4.16）真实的天体都在自转，所以周围的时空严格来说并不是严格球对称的，
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而是轴对称的。已知一个自转的天体外部，时空度规具有以下形式：

ds2 = −e2A(r,θ)c2dt2 + e2B(r,θ)dr2 + e2C(r,θ)r2dθ2 + e2D(r,θ)r2 sin2 θ (dϕ− ω (r, θ) dt)2 ,

其中 {r, θ, ϕ} 是球坐标，c 为光速，A,B,C,D, ω 为 r 和 θ 的函数。非相对论极限意味着引力很

弱即 A,B,C,D → 0，同时速度很低即 ṙ
c
, rθ̇
c
, rϕ̇
c
, rω
c

→ 0。（1）求粒子在非相对论极限下的作用
量；（2）求空间坐标 r, θ, ϕ 对应的广义动量和粒子的运动方程。
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第五章 对称性与守恒律

5.1 运动常数

考虑自由度为 s 的完整系统，由广义坐标 q 描述，拉格朗日量为 L = L (t, q, q̇)。

系统运动方程的解记为 {qcl (t)}，即对应真实的运动1。广义坐标 {qcl (t)}及广义速度
{q̇cl (t)} 一般当然是随时间变化的，但是却存在 {t, q, q̇} 组成的函数 C = C (t, q, q̇)，

其值只取决于初始条件，在真实的运动过程中保持不变，即有

dC (t, q (t) , q̇ (t))

dt

∣∣∣∣
qcl

= 0. (5.1)

这样的函数被称为运动常数（constant of motion）2。运动常数是牛顿力学中能量、

动量等守恒概念的推广。运动常数因为只包含时间、广义坐标和广义速度，因此

“C (t, q, q̇) =常数”对应一阶微分方程。相比运动方程（二阶微分方程）本身，可以

简化计算。原则上总是可以用运动常数来取代全部的拉格朗日方程。有时候可以在不

求解运动方程的情况下，仅通过运动常数得到系统时间演化的重要信息。所以，如何

判断系统存在运动常数、以及如何寻求运动常数就是力学的重要问题。

例 5.1 一维谐振子的运动常数

考虑一维谐振子，拉格朗日量为 L = T−V = 1
2
mq̇2− 1

2
mω2q2，运动方程为 q̈+ω2q = 0。

对应初始条件 q (0) = q0，q̇ (0) = v0 的解为

qcl (t) = q0 cos (ωt) + v0
1

ω
sin (ωt) , (5.2)

对定解 (5.2) 求导，得到

q̇cl (t) = −q0ω sin (ωt) + v0 cos (ωt) . (5.3)

(5.2) 和 (5.3) 是关于 q0 和 v0 独立的线性代数方程。从中可将 q0 和 v0 解出

q0 = qcl cos (ωt)− q̇cl

ω
sin (ωt) , v0 = qclω sin (ωt) + q̇cl cos (ωt) .

1这里下标“cl”代表“classical”，即经典解或经典运动。
2也被称作“运动积分”（integral of motion）、“不变量”（invariant）、“首次积分”（first integral），等等。
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5.1 运动常数 第五章 对称性与守恒律

这里的 q0 = q0 (t, q, q̇) 和 v0 = v0 (t, q, q̇) 即运动常数，即当 q = qcl 时为常数。可以验证，

两者的组合
1

2
m
(
ω2q20 + v20

)
=

1

2
mq̇2 +

1

2
mω2q2 ≡ E (q, q̇) , (5.4)

也是运动常数，且不显含时间。虽然坐标 q (t) 和速度 q̇ (t) 都随时间变化，但是存在特定组

合 E (q, q̇)，是个不随时间变化的常数，其意义就是谐振子的总能量（动能加势能）。

如果运动常数只是 {q, q̇} 的函数，不显含时间 t，称之为整体运动常数。上面例

子中谐振子的总能量 E (q, q̇) 就是整体运动常数。考虑自由度为 s 的系统，其运动方

程为 s 个 2 阶微分方程，需要 2s 个初始条件、亦即 2s 个常数 C1, C2, · · · , C2s 来确

定一组解，记作

qacl = qacl (t, C1, · · · , C2s) , a = 1, · · · , s. (5.5)

(5.5) 对时间求导，得到

q̇acl = q̇acl (t, C1, · · · , C2s) , a = 1, · · · , s. (5.6)

这 2s 个函数是独立的。可以从这 2s 个式子中的某一个解出时间参数 t，再代入剩下

的 2s− 1 个式子中，即得到 2s− 1 个不显含时间的 {q, q̇} 和 C1, · · · , C2s 的关系式。

从中可以再解出 2s 个常数 C1, · · · , C2s 中的 2s− 1 个，作为 {q, q̇} 的函数，即整体
运动常数。因此，自由度为 s 的系统，具有 2s − 1 个独立的整体运动常数。整体运

动常数通常与系统的对称性有关，因此具有特别的重要性。

5.1.1 守恒量

假定系统由 A 和 B 两部分组成，且有各自的拉格朗日量

LA = TA − VA, LB = TB − VB. (5.7)

若两部分的相互作用可以忽略，则动能和势能为两部分之和，因此

T = TA + TB, V = VA + VB, ⇒ L = LA + LB. (5.8)

因此，对于没有相互作用的多个子系统构成的系统，拉格朗日量具有可加性（addi-
tivity）。此时系统拉格朗日量 L对应某子系统的运动方程，与子系统自身拉格朗日量

对应的运动方程完全一致，就像其他子系统不存在一样。此时，拉格朗日量和相应的

运动方程被称为是解耦（decoupled）的。常常在一组广义坐标中耦合在一起的各个
子系统，选取另一组广义坐标后，就变成解耦或者近似解耦的（参加第八章的讨论）。

根据是否“可加”，可将运动常数分为“可加/不可加”两类。具有可加性的运动
常数也被称为守恒量。在经典力学范围内有 7 个普适的守恒量：能量（1 个）、线动
量（3 个）、角动量（3 个）。这些守恒量与时空对称性有着深刻的联系，见第5.4节的
讨论。
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第五章 对称性与守恒律 5.2 广义动量、能量守恒

5.2 广义动量、能量守恒

拉格朗日量 L (t, q, q̇) 一般是时间 t、广义坐标 {q} 和广义速度 {q̇} 的函数，但
是其未必包含全部这 2s + 1 个变量。这就存在三种情况：不显含某个或某些广义坐

标，不显含时间参量，或者不显含某个或某些广义速度。前两种情况分别对应广义动

量、能量的守恒。第三种情况则意味着相应的广义坐标成为非动力学的辅助变量，我

们将在第六章中讨论。

5.2.1 广义动量守恒

若拉格朗日量中不出现“某个”广义坐标 qa，即若

∂L

∂qa
= 0, (5.9)

则称此坐标为循环坐标（cyclic coordinate）3。若 qa 为循环坐标，其对应的拉格朗

日方程为

0 =
d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa︸︷︷︸
=0

=
d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
, (5.10)

上式表明 ∂L
∂q̇a
对时间的全导数为零，于是得到

pa ≡
∂L

∂q̇a
=常数. (5.11)

因此，循环坐标的共轭动量是运动常数。

例 5.2 重力场中粒子水平方向动量守恒

重力场中的粒子，拉格朗日量为

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
−mgz, (5.12)

拉格朗日量不含 x 和 y，因此 x 和 y 为循环坐标。对应的共轭动量为

px =
∂L

∂ẋ
= mẋ =常数, py =

∂L

∂ẏ
= mẏ =常数.

即粒子在水平方向动量守恒。

例 5.3 平面谐振子的角动量守恒

考虑平面谐振子，取平面极坐标，拉格朗日量为

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
− 1

2
mω2 (x2 + y2

)
=

1

2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− 1

2
mω2r2, (5.13)

3在很多物理问题中，循环坐标都是以角坐标的形式出现的，体现圆周运动的循环往复，故而得名。循环坐标也被称

作可遗坐标（ignorable coordinate）。
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拉格朗日量不显含 ϕ，因此 ϕ 是循环坐标。对应的共轭动量为

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ =常数. (5.14)

pϕ 的物理意义是粒子在平面上的角动量，因此 (5.14) 意味着平面谐振子的角动量守恒。运
动常数可以用来简化系统运动方程的求解。例如，从 (5.14) 中解出 ϕ̇ =

pϕ
mr2
，代入 r 的运

动方程 r̈ − rϕ̇2 + ω2r = 0，得到

r̈ −
p2ϕ
m2r3

+ ω2r = 0, (5.15)

即成为单变量 r 的运动方程。

在上面的例子中，我们将运动常数代回运动方程，从而简化系统运动方程的求

解。一个问题是，可否将运动常数代回原始的拉格朗日量？答案是否定的。根本原因

在于，运动常数作为运动方程的积分，和运动方程一样，并不是恒等式。换句话说，

它们本来只是时间 t、广义坐标、广义速度等的函数，只是在求解了运动方程后，在

满足运动方程的真实运动过程中，这个函数的“数值”保持为零或不变而已。正因为

它们是函数，因此一般不能以“常数”的形式代回原始的拉格朗日量中。下面通过一

个例子说明这一点。

例 5.4 不能将运动常数代回拉格朗日量

再次考虑例5.3，如果将 ϕ̇ =
pϕ
mr2

直接代回拉格朗日量 (5.13)，得到

L|
ϕ̇=

pϕ

mr2
=

1

2
mṙ2 +

1

2

p2ϕ
mr2

− 1

2
mω2r2, (5.16)

将其对 r 变分—---同时认为 pϕ 不变—---将得到错误的运动方程 mr̈+
p2ϕ
mr3

+ kr = 0，因为

正确的方程是 (5.15)。很明显，问题就出在对 (5.16) 做变分时认为 pϕ 不变。回想将拉格朗

日量对 r 做变分，意味着

δL =
∂L

∂r

∣∣∣∣
ṙ,ϕ,ϕ̇

δr +
∂L

∂ṙ

∣∣∣∣
r,ϕ,ϕ̇

δṙ,

其中偏导数 ∂L
∂r

∣∣
ṙ,ϕ,ϕ̇

代表 r 变化时保持 ṙ, ϕ, ϕ̇ 固定不变，而这与将 ϕ̇ =
pϕ
mr2

代入拉格朗

日量并认为 pϕ 不变是矛盾的。因为若 pϕ 固定不变，则当 r 变化时，ϕ̇ 必然也是变化的。

根本原因则在于，“pϕ ≡ mr2ϕ̇ =常数”是运动方程的积分，并不是恒等式。换句话说，pϕ

是广义坐标和广义动量的某个函数 pϕ = pϕ
(
r, ϕ̇
)
≡ mr2ϕ̇，只是这个函数的数值在真实运

动过程中保持不变而已。于是，如果坚持要将 pϕ 代回原始拉格朗日量，则只能写成

L =
1

2
mṙ2 +

1

2

p2ϕ

(
r, ϕ̇
)

mr2
− 1

2
mω2r2,

对 r 变分—---并注意到 pϕ
(
r, ϕ̇
)
也是 r 的函数—---得到 r 的运动方程

r̈ −
pϕ
(
r, ϕ̇
)

m2r2

∂pϕ
(
r, ϕ̇
)

∂r
+
p2ϕ

(
r, ϕ̇
)

m2r3
+ ω2r = 0.
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其中
∂pϕ(r,ϕ̇)

∂r
= 2mrϕ̇ = 2

pϕ(r,ϕ̇)
r
，于是得到

0 = mr̈ −
pϕ
(
r, ϕ̇
)

mr2
2
pϕ
(
r, ϕ̇
)

r
+
p2ϕ

(
r, ϕ̇
)

mr3
+mω2r = mr̈ −

p2ϕ

(
r, ϕ̇
)

mr3
+mω2r.

即是正确的方程 (5.15)。不过这样一番操作，有多此一举之嫌。

5.2.2 广义能量守恒

在第一章中，我们讨论过-欧拉拉格朗日方程的等价形式 (1.39)。考虑 s 自由度

的系统，拉格朗日量 L 对时间 t 的全导数为

dL
dt =

∂L

∂t
+
∂L

∂qa
dqa
dt +

∂L

∂q̇a
dq̇a
dt =

∂L

∂t
+
∂L

∂qa
q̇a +

d
dt

(
∂L

∂q̇a
q̇a
)
− d

dt

(
∂L

∂q̇a

)
q̇a

=
∂L

∂t
−
[

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa

]
︸ ︷︷ ︸

=0

q̇a +
d
dt

(
∂L

∂q̇a
q̇a
)
,

因此当运动方程 (4.6) 满足时，下式成立

d
dt

(
∂L

∂q̇a
q̇a − L

)
+
∂L

∂t
= 0. (5.17)

定义能量函数（energy function）4

h (t, q, q̇) :=
∂L

∂q̇a
q̇a − L (t, q, q̇) . (5.18)

于是 (5.17) 意味着

dh
dt = −∂L

∂t
. (5.19)

注意上式中 h 是对时间 t 的全导数，L 是偏导数。若物理系统的拉格朗日量不显含

时间参数，即不存在任何特别的时间标记，则有

∂L

∂t
= 0, ⇒ h = h (q, q̇) =常数 . (5.20)

即若拉格朗日量不显含时间，则能量函数是运动常数。因为能量函数守恒，这样的系

统又被称作保守系统（conservative system）。

4也被称作雅可比积分（Jacobi integral）或广义能量。
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例 5.5 一维谐振子的能量函数

一维谐振子的拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2 − 1

2
mω2q2，能量函数即

h ≡ ∂L

∂q̇
q̇ − L = mq̇2 −

(
1

2
mq̇2 − 1

2
mω2q2

)
=

1

2
mq̇2 +

1

2
mω2q2.

这正是例5.1中得到的运动常数 (5.4)。可以验证，

dh
dt = mq̇

(
q̈ + ω2q

)
,

括号中是一维谐振子的运动方程，因此当运动方程满足时 dh
dt = 0，即 h 确实是运动常数。

对于一维谐振子，h = T + V，是动能和势能之和，即总能量。

拉格朗日量具有能量量纲，所以 (5.18) 定义的能量函数 h 也具有能量量纲。虽

然在例5.5中一维谐振子的能量函数等于其总能量，但一般来说，能量函数和系统的
总能量并不是一回事。回顾在第4.5节中，在非相对论极限下，动能是广义速度的二
次型 (4.65)，于是拉格朗日量即

L = T − V =
1

2
Gabq̇

aq̇b +Xaq̇
a + Y − V, (5.21)

其中 Gab, Xa, Y, V 都只是广义坐标和时间 t 的函数，与广义速度无关。根据能量函

数的定义 (5.18)，

h =
∂L

∂q̇a
q̇a − L

=
∂

∂q̇a

(
1

2
Gcdq̇

cq̇d +Xcq̇
c + Y − V

)
q̇a − 1

2
Gabq̇

aq̇b −Xaq̇
a − Y + V

=
1

2
Gabq̇

aq̇b − Y + V. (5.22)

另一方面，对于 L = T − V 形式的拉格朗日量，系统的总能量为

E ≡ T + V =
1

2
Gabq̇

aq̇b +Xaq̇
a + Y + V. (5.23)

可见，一般 h 6= E。两者不相等的根源在于非零的 Xa 和 Y。当且仅当 Xa = 0 和

Y = 0 时，即动能 T 是广义速度的二次型，才有 h = E。而根据第4.5节的讨论，这
意味着系统为定常约束系统。因此，当且仅当系统为定常约束系统时，能量函数等于

系统的总能量。对于非定常约束系统，能量函数和系统的总能量并不相等。这就导致

某些情况下 h 是运动常数，但是却不等于系统的总能量 E。另一些情况下 h 等于系

统的总能量 E，却又不是运动常数。
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例 5.6 非定常约束的能量函数

考虑例2.9中旋转圆环上的粒子，如图2.10所示。假设圆环在外界控制下以恒定角速度
ω 转动，因此是非定常约束。粒子只有一个自由度，取广义坐标为粒子相对 z 轴的角度 θ，

由直角坐标关系 x = R sin θ cos (ωt)，y = R sin θ sin (ωt) 和 z = R cos θ，粒子的动能和势
能分别为

T =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
=

1

2
mR2

(
θ̇2 + ω2 sin2 θ

)
,

V = mgz = mgR cos θ.

注意动能具有 (4.65) 的形式，即 G = mR2，X = 0 和 Y = 1
2
mR2ω2 sin2 θ。总能量为

E = T + V =
1

2
mR2

(
θ̇2 + ω2 sin2 θ

)
+mgR cos θ.

而能量函数为

h =
∂L

∂θ̇
θ̇ − L = mR2θ̇2 − 1

2
mR2

(
θ̇2 + ω2 sin2 θ

)
+mgR cos θ

=
1

2
mR2

(
θ̇2 − ω2 sin2 θ

)
+mgR cos θ ̸= E.

虽然是非定常约束系统，因为 ω 是常数，因此拉格朗日量 L 不显含时间，所以 h 是运动常

数。相反，粒子总能量 E 不是常数。直观上，无论粒子如何运动，为了维持圆环始终以 ω

转动，外界需要对系统输入或提取能量。当 ω = 0 时 h = E，这时圆环固定从而成为定常

约束。

以上讨论的前提是非相对论极限下的粒子系统。对于一般的系统，拉格朗日量不

具有 T − V 的形式，所以“总能量”这一概念并不总有明确的定义。而只要给定拉

格朗日量 L，能量函数 h 总是可以由 (5.18) 得到，所以能量函数是比总能量更重要
也更基本的概念。实际上，正如拉格朗日量 L 是拉格朗日力学的核心，能量函数 h

所对应的哈密顿量是经典力学的另一形式哈密顿力学的核心。

5.3 作用量的形式变换

5.3.1 拉格朗日量与全导数

经典力学系统的演化由运动方程决定。初始条件（状态）给定，系统就沿着唯一

的一条轨迹（相流）演化。但是拉格朗日量、作用量却有一定不确定性。如图5.1所
示，一组确定的运动方程，可以对应有多个（无限多个）不同的拉格朗日量。如果两

个拉格朗日量对应同一组运动方程，则两者被称为互相等价（equivalent）。拉格朗日
量的等价性可以有很多形式。例如，对于任意常数 c，L 和 cL 显然对应同样的运动

方程，当然这非常平庸。
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图 5.1: 运动方程所对应的拉格朗日量不是唯一的。

物理上重要的一种等价关系，来自两个相差“时间全导数”的拉格朗日量。给定

某个拉格朗日量 L，加上时间和广义坐标的任意函数 F (t, q) 对时间的全导数，得到

L̃ (t, q, q̇) = L (t, q, q̇) +
dF (t, q)

dt , (5.24)

对应的作用量变为

S̃ [q] =

ˆ t2

t1

dtL̃ (t, q, q̇) =

ˆ t2

t1

dt
(
L (t, q, q̇) +

dF (t, q)

dt

)
= S [q] + F (t, q)|t2t1 . (5.25)

因为变分要求在积分端点 q (t1) 和 q (t2) 的值是固定的，两个作用量相差一个常数项

F (t, q)|t2t1。常数项对变分没有贡献，所以 δS̃ = δS，即 S 的极值必定对应 S̃ 的极值，

所以两者对应同一组运动方程。这一结论也可以直接验证（见习题5.1）。变换 (5.24)
有时也被称作拉格朗日量的规范变换（gauge transformation）。

如果两个拉格朗日量相差时间全导数，由 (5.25)，相应的作用量相差积分的边界
项。因此，相差时间全导数的两个拉格朗日量互相等价。相应地，相差积分边界项的

两个作用量互相等价。习惯上用符号“'”来表示两个拉格朗日量或者作用量等价。
即有

L̃ = L+
dF
dt , ⇔ L̃ ' L , (5.26)

和

S̃ = S + F |t2t1 ⇔ S̃ ' S . (5.27)

一般地，对于最高含有 n 阶时间导数的拉格朗日量 L
(
t; q, q̇, · · · , q(n)

)
，根据第一章

的讨论，变分的边界条件要求广义坐标及其最高至 (n− 1) 阶导数 q, q̇, · · · , q(n−1) 在

边界固定不变（总共 2n个边界条件）。相应地，拉格朗日量可以加上最高含有 (n−1)

阶时间导数的函数的全导数，即

L
(
t, q, q̇, · · · , q(n)

)
' L

(
t, q, q̇, · · · , q(n)

)
+

dF
(
t, q, q̇, · · · , q(n−1)

)
dt , (5.28)
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根据以上讨论，拉格朗日量中的时间全导数部分对变分和运动方程没有贡献。因

此，如果拉格朗日量中某部分可以写成对时间的全导数，则这一部分可以扔掉，即可

以通过“加减时间全导数”来化简拉格朗日量的形式（相当于对作用量做分部积分）。

这一操作—---通常被统称为“分部积分”—---是简化拉格朗日量或作用量形式的重要
数学技巧。

例 5.7 分部积分化简拉格朗日量

考虑拉格朗日量 L = 1
2
q̇2 − 1

2
q2 + qq̇2 + q̇3 + q̈q2 + q̈q̇q。L 包含 q̈，于是变分边界条件

要求 q 和 q̇ 在边界固定。因为

q̈q2 =
d
dt
(
q̇q2
)
− 2qq̇2 ≃ −2qq̇2,

q̈q̇q =
d
dt

(
1

2
q̇2q

)
− 1

2
q̇3 ≃ −1

2
q̇3,

因此

L =
1

2
q̇2 − 1

2
q2 + qq̇2 + q̇3 + q̈q2︸︷︷︸

≃−2qq̇2

+ q̈q̇q︸︷︷︸
≃− 1

2
q̇3

≃ 1

2
q̇2 − 1

2
q2 − qq̇2 +

1

2
q̇3 ≡ L̃.

可以直接验证，原始拉格朗日量 L 和分部积分后的拉格朗日量 L̃ 得到的运动方程确实一

样。特别是，加速度 q̈ 不再出现于分部积分后的拉格朗日量中。

值得一提的是，虽然相差时间全导数的两个拉格朗日量给出相同的运动方程，但

是共轭动量和能量函数可能不同。由

L̃ = L+
dF (t, q)

dt = L+
∂F (t, q)

∂t
+
∂F (t, q)

∂qa
q̇a, (5.29)

于是 qa 的共轭动量为

p̃a ≡
∂L̃

∂q̇a
=
∂L

∂q̇a
+
∂F

∂qa
= pa +

∂F

∂qa
. (5.30)

可见广义坐标的共轭动量有一定任意性，这也是在相空间中广义坐标和广义动量必

须被视为完全独立的变量的原因之一。对于能量函数，

h̃ ≡ ∂L̃

∂q̇a
q̇a − L̃ =

(
∂L

∂q̇a
+
∂F

∂qa

)
q̇a −

(
L+

∂F

∂t
+
∂F

∂qa
q̇a
)

=
∂L

∂q̇a
q̇a − L︸ ︷︷ ︸
=h

−∂F
∂t
,

可见

h̃ = h− ∂F

∂t
. (5.31)

这一关系在哈密顿力学中被称作哈密顿量的正则变换（见第十五章）。
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5.3.2 广义坐标的变换

我们在第2.2.1节讨论了广义坐标的变换，特别提到了坐标变换等价的主动与被
动观点。本节中采用被动观点。同时，我们也有选取不同时间参数的自由。合在一起，

相当于用不同的广义坐标和时间参数描述同一条世界线，对应变换 {t, q} →
{
t̃, q̃
}
：

t→ t̃ = t̃ (t, q) , q → q̃ = q̃ (t, q) , (5.32)

如图5.2所示。数学上，这相当于重新参数化“位形空间”与“时间轴”构成的 s+ 1

维空间。本节中，假定时间参数 t 不变，重点关注广义坐标的变换。在第5.5节中，我
们将讨论更一般的情况。

图 5.2: 位形空间与时间的重参数化。

对于位形空间中给定的某点及其对应的广义速度，因为 (5.32)只是变量代换，所
以拉格朗日量的数值本身是不变的，即有

L (t, q, q̇) → L̃
(
t, q̃, ˙̃q

)
≡ L (t, q, q̇) , (5.33)

其中广义速度的变换为 (2.11) 或 (2.12)。同样，沿着给定轨迹，作用量的变化为

S [q] → S̃ [q̃] :=

ˆ
dtL̃

(
t, q̃, ˙̃q

)
=

ˆ
dtL (t, q, q̇) ≡ S [q] . (5.34)

变换前后的拉格朗日量和作用量，只是换用不同的广义坐标描述同一对象，于是虽然

函数形式不同，但数值相等。这相当于说拉格朗日量和作用量是广义坐标的变换下的

标量。

一个问题是，运动方程在广义坐标的变换下如何变化？由

δS [q] ' −
ˆ

dt
(

d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa

)
δqa ≡ δS̃ [q̃] ' −

ˆ
dt
(

d
dt
∂L̃

∂ ˙̃qa
− ∂L̃

∂q̃a

)
δq̃a,

(5.35)
利用广义坐标的逆变换 (2.5)，

δqa =
∂qa

∂q̃b
δq̃b, (5.36)
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得到运动方程的变换关系

d
dt
∂L̃

∂ ˙̃qa
− ∂L̃

∂q̃a
=
∂qb

∂q̃a

(
d
dt
∂L

∂q̇b
− ∂L

∂qb

)
= 0, a = 1, · · · , s. (5.37)

(5.37) 也可将直接验证（见习题5.5）。因为雅可比矩阵非退化，所以在广义坐标的变
换下，运动方程（作为一组）是等价的，或者说在变换下形式不变。如果将运动方程

（即泛函导数 δS
δqa
和 δS̃

δq̃a
）整体视为“矢量”，(5.37) 可以写成

δS̃

δq̃a
≡ ∂qb

∂q̃a
δS

δqb
= 0, a = 1, · · · , s. (5.38)

其变换像协变矢量。

5.4 时空对称性与守恒量

在第5.2节我们从拉格朗日量的数学形式出发讨论了广义动量、能量的守恒。从
更物理的角度，拉格朗日量中不含有某个坐标，则拉格朗日量不依赖于循环坐标的取

值，于是若该循环坐标有位移（displacement）qa → qa + ξa（其中 ξa 是常数），则

拉格朗日量保持不变。在例5.2和例5.3可看出，若循环坐标是直角坐标，则拉格朗日
量在平移下不变，对应线动量是运动常数；如果循环坐标是角坐标，则拉格朗日量在

转动下不变，对应角动量是运动常数。同样，拉格朗日量不显含时间则意味着拉格朗

日量在时间平移 t → t+ η（其中 η 是常数）下不变，对应能量函数是运动常数。本

节即对时空对称性—---空间的平移与转动、时间的平移—---与相应的守恒量作讨论。

5.4.1 空间的均匀性与各向同性

考虑N 个粒子组成的粒子系统。广义坐标为普通的直角坐标
{
x(α)

}
, α = 1, · · · , N，

拉格朗日量为

L = L
(
t,x(1), · · · ,x(N), ẋ(1), · · · , ẋ(N)

)
. (5.39)

考虑空间坐标的无穷小变换：

x(α) (t) → x̃(α) (t) = x(α) (t) + δx(α) (t) , α = 1, · · · , N. (5.40)

注意在这里每个粒子可能有不同的 δx(α)。在空间坐标的变换 (5.40) 下，作用量的变
化为

δS =

ˆ
dt

N∑
α=1

(
∂L

∂x(α)

· δx(α) +
∂L

∂ẋ(α)

· δẋ(α)

)

=

ˆ
dt

N∑
α=1

[
−
(

d
dt

∂L

∂ẋ(α)

− ∂L

∂x(α)

)
︸ ︷︷ ︸

=0

·δx(α) +
d
dt

(
∂L

∂ẋ(α)

· δx(α)

)]
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因此，当运动方程满足时（即真实演化），如果要求作用量在空间坐标的连续变换下

严格不变，即 δS = 0，则必须有

d
dt

(
N∑
α=1

∂L

∂ẋ(α)

· δx(α)

)
= 0, ⇒

N∑
α=1

p(α) · δx(α) =常数, (5.41)

其中 p(α) ≡ ∂L
∂ẋ(α)

是第 α 个粒子的动量。

考虑空间坐标的任意整体平移（translation），

δx(1) = δx(2) = · · · = δx(N) ≡ ξ ≡ aξ̂ =常矢量 . (5.42)

其中 a 是常数，代表平移的距离；ξ̂ 是与时间无关的任意常单位矢量，代表平移的方

向。对于 N 个粒子组成的粒子系统来说，这意味着所有粒子的空间坐标朝着 ξ̂ 方向

整体平移了同样的距离 a。如果系统在空间整体平移的变换下，作用量不变，则称系

统具有空间均匀性（spatial homogeneity）。这时 (5.41) 变成

N∑
α=1

p(α) · (aξ̂) =常数, (5.43)

而因为 a 是个常数，这意味着

p总 · ξ̂ =常数 , (5.44)

这里

p总 ≡
N∑
α=1

p(α) ≡
N∑
α=1

∂L

∂ẋ(α)

, (5.45)

是该系统的总动量。因此，如果系统沿着某方向具有空间均匀性，则系统的总线动量

在此方向的分量守恒。

例 5.8 空间均匀性与线动量守恒

再次考虑例5.2的拉格朗日量 (5.12)。此前的讨论基于 x 和 y 是循环坐标。从对称性的

角度，在 x 或 y 方向做整体平移

x→ x̃ = x+ a, y → ỹ = y + b,

其中 a, b 是常数，有

L→ L̃ =
1

2
m
(
˙̃x2 + ˙̃y2 + ż2

)
−mgz ≡ L,

即拉格朗日量不变，即系统具有 x 和 y 方向的空间均匀性，所以必然有 px 和 py 守恒。

除了整体平移，空间还可以做整体转动（rotation）。如图5.3所示，3 维欧氏空间
中的无穷小转动下5，直角坐标的变换为 δx = ϕn× x。

5我们将在第十一章对转动做系统讨论。
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图 5.3: 3 维空间的无穷小转动。

其中 n 是任意单位常矢量，代表转动的转轴方向；ϕ 是任意无量纲常数，代表无穷

小转动角度。于是所有粒子共同做整体转动即

δx(α) = ϕn× x(α), α = 1, · · · , N. (5.46)

系统在整体转动下作用量不变，则称系统具有绕此方向的空间各向同性（spatial
isotropy）。此时 (5.41) 成为

N∑
α=1

p(α) ·
(
ϕn× x(α)

)
=

N∑
α=1

ϕn ·
(
x(α) × p(α)

)
=常数, (5.47)

因为 ϕ 是常数，这意味着

J总 · n =常数 , (5.48)

这里

J总 ≡
N∑
α=1

J(α) ≡
N∑
α=1

x(α) × p(α). (5.49)

这里是粒子系统的总角动量。因此，如果系统绕某方向具有空间各向同性，则系统总

角动量在此方向的分量守恒。

例 5.9 空间各向同性与角动量守恒

考虑 3维中心势场中的粒子，拉格朗日量为 L = 1
2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
−V (r)，

ϕ 为循环坐标，因此

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= mr2 sin2 θϕ̇ =常数.

这里 pϕ 的意义是角动量矢量在 z 轴方向的投影，即 pϕ ≡ Jz。从对称性的角度，在绕 z 轴

的整体转动 ϕ → ϕ̃ = ϕ + α（α 是常数）下，拉格朗日量是不变的，于是系统具有绕 z 轴

的空间各向同性，即总角动量在 z 轴的投影 Jz 守恒。由于中心势场具有球对称性，z 轴的

选取是任意的，所以相当于系统绕任意轴都具有空间各向同性，所以系统具有全空间的各

向同性，从而总角动量矢量 J 守恒。但是对于例5.2的情形，重力的存在使得 z 方向变得特

殊，即只有绕 z 轴的各向同性，从而只有 Jz 守恒。
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5.4.2 时间的均匀性

在第5.2.2节中已经指出，若拉格朗日量不显含时间 ∂L
∂t

= 0，能量函数 h 是运动

常数。拉格朗日量不显含时间意味着，系统不存在特别的时间参照点，时间原点（例

如 t = 0 时刻）可以任意选取，即具有时间均匀性（temporal homogeneity），即时间
是均匀流逝的。反映在拉格朗日量上，即时间平移（η 是常数）

t→ t̃ = t+ η, (5.50)

不会引起拉格朗日量的变化。反过来，当拉格朗日量显含时间，时间的均匀性就被破

坏了。因此能量守恒本质上反映的就是时间流逝的均匀性。

时空对称性与守恒律的关系可总结如下：

对称性 不变性 守恒律

空间均匀性 空间平移不变性 线动量守恒

空间各向同性 空间转动不变性 角动量守恒

时间均匀性 时间平移不变性 能量守恒

动量、能量守恒在牛顿力学的框架下只能作为先验的假设。而有了拉格朗日量，不但

可以解释其守恒的原因，而且揭示了其与时空对称性的深刻联系。在第14.5节中，我
们还将对时空变换与守恒量的关系做进一步讨论。

5.5 对称性

我们已经看到，当拉格朗日量具有某些特殊形式时，会导致广义动量、能量的守

恒。更物理的原因是，拉格朗日量的这些特殊形式反映了系统的对称性（symmetry）。
简而言之，对称性即系统在某种变换（transformation）下的不变性（invariance）。普
通空间的坐标变换、以及广义坐标及时间参数的变换就是变换的具体例子。一个自然

的问题是：为什么要做变换？又为什么要关注不变？从技术角度，在某些坐标下问题

的求解确实变得简单。更重要的原因则是，变换本身就是一种研究方法。正如苏轼写

道：“横看成岭侧成峰，远近高低各不同。不识庐山真面目，只缘身在此山中。”当面

对某个对象，研究其在变换下哪些方面变了，以及按照什么规则在变，便可以对系统

的性质有一定了解。特别是，如果发现在变换下总有一些方面是恒定不变的，则可知

其是系统的内在属性（所谓“真面目”），而不是如“横看”或者“侧看”造成的片面

假象。

5.5.1 普通函数的对称性

泛函在很多方面都可以和多元函数类比。因此我们先看普通的多元函数的对称

性。多元函数 F (x1, · · · , xn) 在自变量 xi 的任意无穷小变化 xi → x̃i = xi + δxi 下，
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变化为

δF =
∂F

∂xi
δxi. (5.51)

这里 ∂F
∂xi 即函数在自变量空间中的梯度。“对称变换”和“函数极值”相当于同一个

问题的一体两面。这个问题即函数在无穷小变化下的不变性，或者说—---如何让函数
不变。

• 对于函数极值，其相当于问梯度 ∂F
∂xi 满足什么条件时，使得对于任意的自变量

的变化 δxi，函数不变，即

δF =
∂F

∂xi
δxi

对于任意δxi

======== 0. (5.52)

由于 δxi 是任意的，于是只能要求梯度本身为零，即 ∂F
∂xi = 0。

• 对于对称变换，其相当于问变换 δsx
i 满足什么条件时，使得函数总是不变，即

δF =
∂F

∂xi
δsx

i 对于任意x
======= 0. (5.53)

和 δxi 不同，梯度 ∂F
∂xi 由 F 的函数形式决定给，所以并不是任意的。所以上式

并不能导致 δsx
i = 0，而只是给出变换 δsx

i 满足的一个关系式。其有非常明显

的几何意义。如果将对称变换 δsx
i 视为一个（无穷小）矢量，则其意味着对称

变换 δsx
i 和函数的梯度 ∂F

∂xi 正交，即沿着等高线（面）的方向。换句话说，如

果存在 δsx
i，使得其在任何地方与梯度都正交，则 δsx

i 是函数的一个对称变换。

可见，函数极值是对梯度 ∂F
∂xi 的限制，而对称变换则是对变换 δsx

i 的限制，两者以

不同的方式实现 δF = 0，即函数在变分下的不变性。

例 5.10 函数的对称性

考虑函数 z = F (x, y) ≡ x2 + y2，如图5.4(a) 所示。函数的梯度为 ∇F = {2x, 2y}，即
图5.4(b) 中箭头方向。极值点对应梯度为零的点，为 {x, y} = {0, 0} 处。而在平面上任意
{x, y} 处，都存在一个方向

δsx ≡ {δsx, δsy} ∝ {−y, x} , (5.54)

使得其与梯度处处正交，

∇F · δsx ∝ {2x, 2y} · {−y, x} ≡ 0.

而这也给出函数的对称变换 δsx = −ϵy 和 δsy = ϵx，这里 ϵ 即无穷小变换的参数。可以直

接验证，在这个无穷小变换下，保留到 ϵ 的一阶，

F = x2 + y2 → (x+ δsx)
2 + (y + δsy)

2

= (x− ϵy)2 + (y + ϵx)2 = x2 + y2 ≡ F,

即函数确实是不变的。对于这个简单的例子，这个对称性的几何意义非常明显，即 2 维平
面的整体转动。于是我们说函数 F (x, y) = x2 + y2 在转动下是不变的。
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图 5.4: (a) 函数 F (x, y) = x2 + y2 的极值点与对称性。(b) 黑色箭头代表函数
的梯度方向，中心点为极值点，圆周为对称性的方向，与梯度的方向正交。

5.5.2 时间与广义坐标的变换

在第5.3.2节中我们讨论了作用量和拉格朗日量在广义坐标的变换下的变换。对
于给定的轨迹（如图5.2所示），在变换下作用量或拉格朗日量不变。这相当于采取被
动观点。对称变换相当于采取主动观点，变换导致轨迹本身的改变，即 q (t) 和 q̃

(
t̃
)

并不是同一条轨迹的不同参数化，而是不同的轨迹（不管是不是真实、满足运动方程

的），如图5.5所示。

图 5.5: 对称变换作为主动变换。

在数学上，对称变换则是在时间参数和广义坐标的变换下，作用量本身形式的变换。

假设系统的广义坐标和时间参数有某种变换，

• 时间的重参数化：
t → t̃ = t̃ (t, q (t) , q̇ (t)) . (5.55)

• 广义坐标的变换：

qa (t) → q̃a
(
t̃
)
= q̃a (t, q (t) , q̇ (t)) , a = 1, · · · , s. (5.56)
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一般来说，变换关系可以含有广义速度6。如果变换可以由某个（某些）参数来参数化，

且这些参数可以连续取值，则被称作连续变换（continuous transformation）。对于连续
变换，当变换参数为无穷小量时，被称作无穷小变换（infinitesimal transformation）。
对于时间参数，其无穷小变换为

δst := t̃− t . (5.57)

这里 δs 代表对称变换7，虽然其和变分 δ 在数学形式上一样，但是其并不是任意的变

分，而是满足某些条件的连续变换。广义坐标的无穷小变换定义为

δsq
a (t) := q̃a (t)− qa (t) , (5.58)

其中等号左右都是同一时间 t，即只是广义坐标本身函数形式的变化。我们还定义8

∆qa (t) := q̃a
(
t̃
)
− qa (t) , (5.59)

这里记作 ∆qa 以区别于广义坐标的无穷小变换，其中同时涉及时间参量 t 和广义坐

标 qa 函数形式的变换。以上 3 个无穷小变换 δst、δsq
a 和 ∆qa 的关系如图5.6所示。

图 5.6: 时间与广义坐标的变换。

由 (5.57) 和 (5.58)，展开得到

∆qa (t) = q̃a (t+ δst)− qa (t) = q̃a (t) + δst ˙̃q
a (t)− qa (t) ,

代入 ˙̃qa = q̇a + d
dt (δsq

a) 并保留到一阶小量，即有

∆qa = δsq
a + δstq̇

a . (5.60)

可见 δst、δsq
a 和 ∆qa 中只有 2 个是独立的。(5.60) 也可以由图5.6直观理解。定义

∆q̇a (t) :=
dq̃a

(
t̃
)

dt̃
− dqa (t)

dt =
dt
dt̃

d
dt (q

a(t) + ∆qa(t))− q̇a(t), (5.61)

6所谓“动力学对称性”即是这种情形，见例5.13及第8.3.3节的讨论。
7其中下标“s”代表“symmetry”，即对称性。
8(5.59) 也被称作诺特变分（Noether variation）。
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代入 (5.60)，展开并保留到一阶小量，

∆q̇a =
d
dt (δsq

a) + δstq̈
a . (5.62)

注意 ∆q̇a 6= d
dt (∆q

a)。

5.5.3 作用量的对称性

在 (5.55) 和 (5.56) 的变换下，作用量的变换定义为

∆S := S̃ [q̃]− S [q]

=

ˆ t̃2

t̃1

dt̃L
(
t̃, q̃
(
t̃
)
,
dq̃
(
t̃
)

dt̃

)
−
ˆ t2

t1

dt L (t, q (t) , q̇ (t)) .
(5.63)

若要求作用量在变换下严格不变，则 ∆S ≡ 0。但根据第5.3.1节的讨论，两个作用量
可以在相差边界项的意义下等价，即给出相同的运动方程。因此如果

∆S =

ˆ t2

t1

dtdFdt , (5.64)

则变换被称作对称变换（symmetry transformation），而称作用量在此变换下不变
（invariant）9。此时系统所有的性质在此变换下不变。又因为变换参数可以连续取值，

所以对称性被称作连续对称性（continuous symmetry）。需要特别强调的是，我们只
是在讨论变换 δst 和 δsq

a 导致作用量形式的改变，而完全没有管运动方程是否满足

（即 qa (t) 的函数形式如何）。无论运动方程是否满足，(5.64) 都必须成立，这样的变
换才是系统的一个对称性。这体现了对称性是系统的内在属性，与运动方程是否满足

（真实运动）没有关系。

为了寻找使得 (5.64) 成立变换 δst 和 δsq
a 所满足的条件，需要知道 ∆S 的具体

形式。在无穷小变换 (5.57) 和 (5.59) 下，利用 (5.60) 和 (5.62)，将 ∆S 展开并保留

9(5.64) 当然也包含 F = 0 即 ∆S = 0 的情况。有时候为了明确，将作用量在变换下相差非零边界项 F ̸= 0 称

“准不变”（quasi-invariant）。
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到一阶小量，

∆S =

ˆ t2

t1

dtdt̃dtL
(
t̃, q̃(t̃),

dq̃(t̃)
dt̃

)
−
ˆ t2

t1

dtL (t, q, q̇)

=

ˆ t2

t1

dt
(
1 +

d(δst)

dt

)
L

(
t+ δst, q + δsq + δstq̇, q̇ +

d(δsq)

dt + (δst)q̈

)
−
ˆ t2

t1

dtL (t, q, q̇)

=

ˆ t2

t1

dt
(
1 +

d(δst)

dt

)[
L+

∂L

∂t
δst+

∂L

∂qa
(δsq

a + δstq̇
a)

+
∂L

∂q̇a

(
d(δsq

a)

dt + (δst)q̈
a

)]
−
ˆ t2

t1

dtL

=

ˆ t2

t1

dt
[
∂L

∂qa
δsq

a +
∂L

∂q̇a
d(δsq

a)

dt︸ ︷︷ ︸
= d

dt( ∂L
∂q̇a δsqa)− d

dt
∂L
∂q̇a δsqa

+L
d(δst)

dt

+

(
∂L

∂t
+
∂L

∂qa
q̇a +

∂L

∂q̇a
q̈a
)

︸ ︷︷ ︸
≡ dL

dt

δst

]
(5.65)

整理得到

∆S =

ˆ t2

t1

dt
[(

∂L

∂qa
− d

dt
∂L

∂q̇a

)
δsq

a +
d
dt

(
∂L

∂q̇a
δsq

a + Lδst

)]
. (5.66)

(5.66) 即是在变换下，作用量的变化。根据对称变换的定义 (5.64)，即要求(
∂L

∂qa
− d

dt
∂L

∂q̇a

)
δsq

a +
d
dt

(
∂L

∂q̇a
δsq

a + Lδst

)
=

dF
dt , (5.67)

这里的 F 与具体的对称变换有关。(5.67) 是在变换 (5.57) 和 (5.58) 下作用量不变、
即是对称变换的充分必要条件，被称作诺特条件（Noether condition）10。利用 (5.60)
和 (5.62)，诺特条件可以写成其他等价形式（见习题5.15）。
在 (5.67) 中，第二项已经是时间全导数的形式，特别是时间变换 δst 的贡献

总是时间全导数的形式。所以 (5.67) 成立仅对 δsq
a 的形式做出要求11。第一项的

∂L
∂qa

− d
dt

∂L
∂q̇a

≡ δS
δqa
对应欧拉-拉格朗日方程。于是 (5.67) 可以改写成更方便、也更有

意义的形式

− δS

δqa
δsq

a =
dQ
dt , (5.68)

10诺特条件及诺特定理定理得名于德国女数学家诺特（Amalie Emmy Noether，1882-1935）。诺特是二十世纪最伟
大的数学家之一，爱因斯坦评价诺特为“从女性接受高等教育后出现的最富创造力的数学天才。”

11严格来说，对称性指的是广义坐标的变换 δsq
a，而不是诸如 δst 这种积分参数的变换（重参数化）。时间平移 t

之所以也被称作对称变换，是因为其通过 (5.60) 所“诱导”的广义坐标的变换是一个对称变换。例如 qa 是时间重参

数化下的标量要求 ∆qa (t) ≡ 0，即有 δsq
a = −δstq̇

a。
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其中

Q := paδsq
a + Lδst− F , (5.69)

其中 pa 为广义动量。利用 (5.60)，(5.69) 还可写成

Q :=
∂L

∂q̇a
(∆qa − δstq̇

a) + Lδst− F =
∂L

∂q̇a
∆qa −

(
∂L

∂q̇a
q̇a − L

)
δst− F, (5.70)

即

Q = pa∆q
a − hδst− F , (5.71)

其中 h ≡ ∂L
∂q̇a

q̇a − L 即能量函数。在实际应用中，可根据对称变换的具体形式，选用

(5.69) 或 (5.71) 作为进一步讨论的出发点。
诺特条件 (5.68) 的意义是广义坐标的变换 δsq

a 所满足的条件，即无论 qa (t) 的

形式如何，是否满足运动方程（真实的演化），δsq
a 的变换形式都必须使得 (5.68) 成

立。从另一角度，(5.68) 可以用来判断某个变换是否是系统的对称变换，即可视为对
称性的定义。某个变换 δsq

a 是对称变换的充要条件是，无论 qa (t) 是否满足运动方

程， δS
δqa
δsq

a 总是可以写成时间全导数形式（包括 δS
δqa
δsq

a = 0 的特殊情况）。

诺特条件 (5.68) 具有非常直观的几何意义。如果我们将一阶泛函导数 δS
δqa
和变

换 δsq
a 都视为位形空间中的矢量，那么 (5.68) 左边则是泛函导数 δS

δqa
（作用量在位

形空间中的梯度）和对称变换 δsq
a 的“内积”。形象地说，对称变换 δsq

a 对应位形

空间中的特殊方向，其和泛函导数 δS
δqa
的内积为零、或是时间全导数，如图5.7所示

（可以与函数的对称性 (5.53) 及5.4(b) 相比较）。

图 5.7: 对称变换作为位形空间中的特殊方向。

需要强调变分 δqa 和对称变换 δsq
a 的根本不同：(5.68) 是对称变换 δsq

a 所满足

的方程，而 qa 本身满足的是运动方程。可以说，“对称变换”和“运动方程”在某种

意义是两个“互补”的概念，两者以不同的方式实现了作用量在变换下的不变性，是

这种不变性的“一体两面”12：

• 运动方程：变分 δqa 是完全任意的，泛函极值要求泛函导数 δS
δqa
为零，即 qa (t)

满足运动方程，系统在做真实的演化；

12实际上诺特在 1918 年发表的划时代论文的题目正是“不变变分问题”。
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• 对称变换：qa (t) 是完全任意的，即运动方程本身不要求满足 δS
δqa

6= 0，对称变

换要求 δsq
a 必须满足诺特条件 (5.68)。

总结如下：

运动方程 δS
δqa

= 0 限制 qa 变分 δqa 任意

对称变换 − δS
δqa
δsq

a = dQ
dt 限制 δsq

a 位形 qa 任意

5.6 诺特定理

5.6.1 诺特定理

根据第5.5.3节的讨论，现在假设已经找到了作用量的一个对称变换，那么当运动
方程满足的时候，(5.68) 的左边为零，于是得到

dQ
dt ≡ − δS

δqa
δsq

a 满足运动方程时
========== 0, (5.72)

亦即
dQ
dt = 0 . (5.73)

由 (5.62)，从而

Q =
∂L

∂q̇a
δsq

a + Lδst− F =常数 . (5.74)

注意 Q 和对称变换的参数有关，因此 Q 本身还不是运动常数，因为运动常数定义为
时间、广义坐标和广义速度的函数。

但是有一个特殊情况，当变换参数与时间参数 t 无关，此时变换被称作整体变换

（global transformation）13。在单参数情形，即有

δst = ϵη (t, q, q̇) , (5.75)

δsq
a = ϵξa (t, q, q̇) , a = 1, · · · , s, (5.76)

其中 ϵ 是和时间 t 无关的无穷小常数，η 和 ξa 则一般是时间 t、广义坐标及广义速

度的函数。相应的边界项记为

F = ϵφ (t, q, q̇) . (5.77)

对于整体对称性，因为变换参数 ϵ 是常数，可以将其提出，定义

Q :=
1

ϵ
Q =

1

ϵ

(
∂L

∂q̇a
ϵξa + Lϵη − ϵφ

)
, (5.78)

13相应地，一般的变换被称作局域变换（local transformation）。
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(5.74) 即意味着

Q ≡ ∂L

∂q̇a
ξa + Lη − φ =常数 , (5.79)

其是只和时间、广义坐标和广义速度有关的运动常数。(5.79) 对多个参数情形的推广
是直接的。

我们得到一个重要结论：若系统的作用量有连续整体对称性，则当运动方程满足

时，存在相应的运动常数。这一结论即是著名的诺特定理（Noether’s theorem）。诺
特定理揭示了守恒律与物理系统的对称性之间的深刻联系。因为作用量原理已经成

为整个物理学的基本原理，可以说诺特定理是物理学最核心的结论之一。注意诺特定

理成立的前提有三：其一，对称性是连续对称性，所以才有无穷小变换的概念；其二，

对称性是整体对称性，即变换参数是常数、与 t 无关；其三，运动常数只存在于满足

运动方程的真实演化过程中。这三个条件缺一不可。当然，对称性和运动常数之间并

非一一对应，即诺特定理反过来是不成立的，不是所有的运动常数都来源于某个对称

性。

我们可以总结出根据诺特定理判断变换是否是对称性，以及寻找整体对称性的

运动常数的具体步骤。

1. 根据 (5.68)，判断其是否满足诺特条件，即可以写成时间全导数、或者严格为
零；

2. 根据全导数的形式，读出对应的边界项 F（可能为零）；

3. 根据 (5.79)，对于整体对称性，得到相应的运动常数。

5.6.2 时空对称性

作为诺特定理的最简单的应用，我们来验证线动量、角动量和能量守恒都是诺特

定理应用到时空整体对称性上的特例。

考虑 N 个粒子的系统，空间坐标的无穷小整体平移即

δξx(α) = ϵξ̂, (5.80)

其中 ξ̂ 是常单位矢量。因为只是空间坐标的平移，时间参数不变所以 δst = 0。同时，

拉格朗日量严格不变，所以边界项 F = 0。由 (5.79) 得到运动常数

Q =
N∑
α=1

∂L

∂ẋ(α)

· ξ̂ =
N∑
α=1

p(α) · ξ̂ =常数, (5.81)

正是 (5.43)，即总动量在 ξ̂ 方向的分量守恒。

同样，空间坐标的无穷小整体转动即

δξx(α) = ϕn× x(α), (5.82)
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其中 ϕ 为无穷小转角。和整体平移的情形一样，有 δst = 0，F = 0。代入 (5.79) 得
到运动常数

Q =
N∑
α=1

∂L

∂ẋ(α)

·
(
n× x(α)

)
=

N∑
α=1

n ·
(
x(α) × p(α)

)
=常数, (5.83)

正是 (5.47)，即总角动量在 n 方向的分量守恒。

时间的无穷小整体平移对应

δst = η, (5.84)

其中 η 为无穷小常数。假设广义坐标是时间变换下的标量，

qa (t) → q̃a
(
t̃
)
≡ qa (t) , (5.85)

即 ∆qa = 0，由 (5.60) 得到
δsq

a = −ηq̇a. (5.86)

要求作用量严格不变所以 F = 0。代入 (5.79) 得到运动常数

Q =
∂L

∂q̇a
(−q̇a) + L = −h =常数. (5.87)

即能量守恒。

以下我们再通过几个例子，展示诺特定理的应用。

例 5.11 一维阻尼谐振子的运动常数

一维阻尼谐振子的运动方程可以由拉格朗日量 L = eλt
(
1
2
mq̇2 − 1

2
mω2q2

)
得到，其中

λ 为常数。考虑有限变换

t→ t̃ = t+ α, q (t) → q̃
(
t̃
)
= e−

λα
2 q (t) , (5.88)

其中 α 是常数。可以验证，在此变换下

S̃ [q̃] =

ˆ t̃2

t̃1

dt̃eλt̃
[
1

2
m

(
dq̃
(
t̃
)

dt̃

)2

− 1

2
mω2q̃2

(
t̃
)]

=

ˆ t2

t1

dteλ(t+α)
(
1

2
me−λαq̇2 − 1

2
mω2e−λαq2

)
=

ˆ t2

t1

dteλt
(
1

2
mq̇2 − 1

2
mω2q2

)
≡ S [q] ,

即作用量严格不变。因为变换参数 α 是常数，所以变换 (5.88) 是系统的整体对称性。为了
应用诺特定理，首先令 α→ ϵ 为无穷小参数，得到无穷小变换

t→ t̃ = t+ ϵ, q (t) → q̃
(
t̃
)
= q (t)− ϵ

λ

2
q (t) ,

即

δst = ϵ, ∆q = −ϵλ
2
q.
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由 (5.60) 又得到
δsq = ∆qa − δstq̇ = −ϵλ

2
q − ϵq̇.

于是对应 (5.75)、(5.76) 即
η = 1, ξ = −λ

2
q − q̇.

因为作用量严格不变，所以边界项 φ ≡ 0。代入 (5.79) 中得到运动常数

Q =
∂L

∂q̇

(
−λ
2
q − q̇

)
+ L

= eλtmq̇

(
−λ
2
q − q̇

)
+ eλt

(
1

2
mq̇2 − 1

2
mω2q2

)
= −eλt

(
1

2
mq̇2 +

1

2
mω2q2 +m

λ

2
q̇q

)
=常数.

例 5.12 整体 U (1) 对称性

平面上运动的粒子拉格朗日量为 L = 1
2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
− λ

2

(
x2 + y2

)
。定义 ϕ = x + iy

和 ϕ∗ = x− iy，则拉格朗日量可以写成 L = 1
2
m
∣∣∣ϕ̇∣∣∣2 − λ

2
|ϕ|2。考虑变换

ϕ→ ϕ̃ = eiαϕ, ϕ∗ → ϕ̃∗ = e−iαϕ∗, (5.89)

其中 α 是常数。(5.89) 是相位的变换，数学上构成所谓 U (1) 群。在变换下

L→ L̃ =
1

2
m
∣∣∣ ˙̃ϕ∣∣∣2 − λ

2

∣∣∣ϕ̃∣∣∣2 ≡ L,

即拉格朗日量是不变的。又 α 是常数，所以 (5.89) 是系统的整体 U (1) 对称性。为了应用

诺特定理，令 α→ ϵ 为无穷小参数，无穷小变换即为

δsϕ = iϵϕ, δsϕ
∗ = −iϵϕ∗.

变换不涉及时间的变换，所以 δst = 0。同时拉格朗日量严格不变，所以边界项 φ = 0。代

入 (5.79) 中，得到运动常数

Q ≡ ∂L

∂ϕ̇
iϕ+

∂L

∂ϕ̇∗
(−iϕ∗) = im

(
ϕ̇∗ϕ− ϕ̇ϕ∗

)
≡常数.

为了看出这一运动常数的物理意义，将 ϕ 和 ϕ∗ 换回直角坐标 x 和 y，得到

im
(
ϕ̇∗ϕ− ϕ̇ϕ∗

)
= im [(ẋ− iẏ) (x+ iy)− (ẋ+ iẏ) (x− iy)] = 2m (xẏ − yẋ) .

这里 m (xẏ − yẋ) 的物理意义正是粒子绕原点的角动量。整体 U (1) 对称性正对应 2 维平
面上的转动不变性，所以自然有角动量守恒。

例 5.13 动力学对称性

考虑 D 维欧氏空间中各向同性谐振子，取直角坐标
{
xi
}
，拉格朗日量为 L = 1

2
mẋ2−

1
2
mω2x2。这一拉格朗日量当然具有时间平移和坐标整体转动的不变性。除此之外，其还具
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有额外的对称性。考虑无穷小变换

δ(kl)x
i = ϵ

1

2

(
ẋkδ

i
l + ẋlδ

i
k

)
, i = 1, · · · , D, (5.90)

这里 ϵ 为变换参数；k, l 为给定指标，即对每个 k, l 的值，都有一个相应的变换。因为变换

参数 ϵ 是常数，所以这个变换是整体变换。对 (5.90) 求时间导数有

δ(kl)ẋ
i = ϵ

1

2

(
ẍkδ

i
l + ẍlδ

i
k

)
, i = 1, · · · , D.

于是在这个变换下，

δ(kl)
(
ẋ2) = 2ẋiδklẋ

i = ϵẋi
(
ẍkδ

i
l + ẍlδ

i
k

)
= ϵ (ẋlẍk + ẋkẍl) = ϵ

d
dt (ẋkẋl) ,

同样

δ(kl)
(
x2) = 2xiδklx

i = ϵxi
(
ẋkδ

i
l + ẋlδ

i
k

)
= ϵ

d
dt (xkxl) ,

于是作用量的变换为

∆(kl)S =

ˆ
dt
(
1

2
mδ(kl)

(
ẋ2)− 1

2
mω2δ(kl)

(
x2))

=

ˆ
dt ϵ d

dt

(
1

2
mẋkẋl −

1

2
mω2xkxl

)
.

可见在变换 (5.90) 下，作用量不变，且得到非零边界项

F(kl) = ϵ

(
1

2
mẋkẋl −

1

2
mω2xkxl

)
. (5.91)

变换不涉及时间，所以 δst ≡ 0。根据诺特定理 (5.79)，存在运动常数

Q(kl) =
1

ϵ

(
∂L

∂ẋi
δ(kl)x

i − F(kl)

)
=

1

ϵ

[
mẋiϵ

1

2

(
ẋkδ

i
l + ẋlδ

i
k

)
− ϵ

(
1

2
mẋkẋl −

1

2
mω2xkxl

)]
=

1

2
mẋkẋl +

1

2
mω2xkxl. (5.92)

Q(kl) 对于 k, l 指标对称，对于 D 维空间，有 1
2
D (D + 1) 个独立分量。变换 (5.90) 不是

时间和空间坐标纯几何的变换，特别是变换中涉及速度，被称作动力学对称性（dynamical
symmetry）。在这个简单的例子中，变换 (5.90) 对应哈密顿量在幺正变换的不变性。在
第8.3.3节中将看到，开普勒问题中拉普拉斯-龙格-楞次矢量的守恒也来源于动力学对称性。

5.6.3 标度对称性

物理学中还有一种重要的整体对称性，即变量的整体缩放

t→ t̃ = eβt, qa (t) → q̃a
(
t̃
)
= eαqa (t) , (5.93)
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其中 α, β 是无量纲的常数，被称作标度变换（scale transformation）14。恒等变换即

对应 β = α = 0。标度变换相当于选取不同的单位（即标度）来衡量物理量。如果物

理系统的作用量在标度变换下不变，则称其有标度不变性。

对于定常约束系统，由 (4.72) 作用量为

S [q] =

ˆ
dt
(
1

2
Gab (q) q̇

aq̇b − V (q)

)
. (5.94)

在标度变换 (5.93) 下，作用量变换为

S̃ [q̃] =

ˆ
dt̃
(
1

2
Gab (q̃)

dq̃a

dt̃
dq̃b

dt̃
− V (q̃)

)
=

ˆ
dteβ

(
1

2
Gab (e

αq) e2(α−β)q̇aq̇b − V (eαq)

)
.

一般来说作用量并没有标度不变性。如果 Gab (q) 和 V (q) 都是广义坐标的齐次函数

（homogeneous function），即有对于任意常数 λ，

Gab (λq) = λkKab (q) , V (λq) = λpV (q) , (5.95)

其中 k, p 是常数，于是

S̃ =

ˆ
dt
(
1

2
Gab (q) e

(2+k)α−β q̇aq̇b − epα+βV (q)

)
. (5.96)

作用量不变要求

(2 + k)α− β = 0, pα+ β = 0, (5.97)

从中得到 k, p 满足的条件

2 + k + p = 0 . (5.98)

总之，定常约束系统 (5.94) 具有标度不变性要求

Gab (λq) =
1

λp+2
Gab (q) , V (λq) = λpV (q) , (5.99)

其中 p 为常数，相应的标度变换为

t→ t̃ = e−pαt, qa (t) → q̃a
(
t̃
)
= eαqa (t) , (5.100)

其中 α 是常数。

14标度变换有时候也被称作外尔变换（Weyl transformation）或者“伸缩”（dilatation）。外尔（Hermann Weyl，
1885-1955）是德国数学家、物理学家和哲学家，二十世纪最有影响的数学家之一。外尔对量子力学、相对论和规范场
论都有奠基性的贡献。
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例 5.14 标度对称性

可以根据 (5.99) 来判断系统是否有标度对称性，再由 (5.100) 得到相应的标度变换。例
如，自由粒子拉格朗日量为 L = 1

2
mq̇2，对应 G = 1，V = 0，对应 k = 0，于是 (5.98) 要

求 p = −2。于是自由粒子具有标度不变性，在

t̃ = e2αt, q̃
(
t̃
)
= eαq (t)

的标度变换下作用量不变。对于一维谐振子，拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2 − 1

2
mωq2，对应

G = 1，V = 1
2
mωq2，对应 k = 0，p = 2 不满足 (5.98)，因此一维谐振子没有标度不变性。

考虑势能是广义坐标的幂函数，即拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2 − λqn，其中 n 为整数。对应

k = 0，p = n。由 (5.98)，只有当 n = −2 即拉格朗日量形如

L =
1

2
mq̇2 − λ

q2
, (5.101)

才具有标度不变性。这时标度变换为

t̃ = e2αt, q̃a
(
t̃
)
= eαqa (t) .

我们将在例5.15中对拉格朗日量 (5.101) 作进一步研究。

例 5.15 标度与共形对称性及其运动常数

考虑例5.14中的拉格朗日量 (5.101)，作用量为

S =

ˆ
dt
(
1

2
mq̇2 − λ

q2

)
, (5.102)

其中 λ 是常数。运动方程为 q̈ − 2λ
mq3

= 0。考虑有限变换

t→ t̃ =
αt+ β

γt+ δ
, q (t) → q̃

(
t̃
)
=

q (t)

γt+ δ
, (5.103)

其中变换参数 α, β, γ, δ 是常数，且满足约束条件

det
(

α β

γ δ

)
= αδ − βγ = 1, (5.104)

所以有 3 个独立的变换参数。这一变换被称作所谓射影变换（projective transformation），
其包含了时间平移、标度变换和共形变换（conformal transformation）作为特殊情况：

• 时间平移（α = δ = 1, γ = 0）：t→ t̃ = t+ β，q (t) → q̃
(
t̃
)
= q (t)。

• 标度变换（α = 1
δ
, β = γ = 0）：t→ t̃ = α2t，q (t) → q̃

(
t̃
)
= αq (t)。

• 共形变换（α = δ = 1, β = 0）：t→ t̃ = t
γt+1
，q (t) → q̃

(
t̃
)
= q(t)

γt+1
。
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在 (5.103) 的变换下，作用量变换为

S̃[q̃] ≡
ˆ

dt̃
[
1

2
m

(
dq̃
(
t̃
)

dt̃

)2

− λ

q̃2
(
t̃
)]

=

ˆ
d
(
αt+ β

γt+ δ

)1

2
m

 1

d
dt

(
αt+β
γt+δ

) d
dt

(
q (t)

γt+ δ

)2

− (γt+ δ)2
λ

q2 (t)


=

ˆ
dt
[
mq̇2

2
− λ

q2
− γmqq̇

γt+ δ
+

γ2mq2

2 (γt+ δ)2

]
,

在最后一步我们用到了 (5.104)。作分部积分得到

S̃ [q̃] =

ˆ
dt
(
mq̇2

2
− λ

q2

)
−
ˆ

dt d
dt

(
γmq2

2 (γt+ δ)

)
≡ S [q] +

ˆ
dtdFdt ,

因此作用量的变换具有 (5.64) 的形式，且边界项为

F = − γmq2

2 (γt+ δ)
. (5.105)

可见作用量在变换下不变。亦即，变换 (5.103) 是系统的对称性。而且因为变换参数是常数，
所以是整体对称性。为了应用诺特定理，需要考虑无穷小变换。因为恒等变换对应 α = δ = 1

和 β = γ = 0，于是无穷小变换即对应（注意有 (5.104) 的约束条件）α = 1+ ϵ，δ = 1− ϵ

以及 β, γ ̸= 0，其中 ϵ, β, γ 是 3 个独立的无穷小参数。由 (5.103)，无穷小变换为

δst = t̃− t =
(1 + ϵ) t+ β

γt+ 1− ϵ
− t ≈ β + 2ϵt− γt2, (5.106)

和

∆q = q̃
(
t̃
)
− q (t) =

q

γt+ 1− ϵ
− q ≈ ϵq − γtq. (5.107)

由 (5.60)，得到

δsq = ∆q − δst q̇ = −βq̇ + ϵ (q − 2tq̇) + γ
(
−tq + t2q̇

)
. (5.108)

边界项 (5.105) 的无穷小形式为 F = − γmq2

2
。将无穷小变换代入 (5.74)，并利用拉格朗日

量的具体形式，得到

Q = mq̇
[
−βq̇ + ϵ (q − 2tq̇) + γ

(
−tq + t2q̇

)]
+

(
1

2
mq̇2 − λ

q2

)(
β + 2ϵt− γt2

)
+
γmq2

2

= −βH + ϵD + γK.

因为 β, ϵ, γ 是 3 个独立的无穷小常数，所以上式实际是 3 个运动常数的线性组合：

时间平移： H ≡ 1

2
mq̇2 +

λ

q2
, (5.109)

标度变换： D ≡ −mtq̇2 +mq̇q − 2t
λ

q2
, (5.110)

共形变换： K ≡ 1

2
mt2q̇2 −mtq̇q +

1

2
mq2 + λ

t2

q2
. (5.111)
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可以利用运动方程验证，H,D,K 确实是系统的运动常数，即满足 dH
dt = dD

dt = dK
dt = 0。单

自由度系统有 2 个独立的运动常数。可以验证，H,D,K 满足关系 D2 − 4HK + 2λm = 0，

所以只有 2 个是独立的。在例14.2中，我们将在哈密顿力学中对这一系统的对称性与运动常
数做进一步讨论。

习题

5.1 对于时间和广义坐标的任意函数 F (t, q)，证明其时间全导数 dF
dt 自动满足欧拉-拉格朗

日方程，即其对应的运动方程恒为零。

5.2 单自由度系统的拉格朗日量为 L = L (t, q, q̇)。（1）证明运动方程方程可以具体写成
∂2L
∂q̇2

q̈ + ∂2L
∂q∂q̇

q̇ + ∂2L
∂t∂q̇

− ∂L
∂q

= 0；（2）若将 L 换成全导数 dF (t,q)
dt ，证明其自动满足（1）中的运动

方程，即是恒等式。据此说明若两个拉格朗日量 L 和 L̃ 相差时间全导数，即有 L̃ − L = dF
dt，则

给出相同的运动方程。

5.3 某系统广义坐标为 q，已知其拉格朗日量为 L = aq̇2+ bq̇3q̈+ cq̈q3+dq̈q̇q2，其中 a, b, c, d

都是常数。求与 L 相差时间全导数的、不含广义加速度 q̈ 的等价拉格朗日量 L̃。

5.4 已知质量 m = 1 的一维谐振子拉格朗日量为 L = 1
2
q̇2 − 1

2
ω2q2，考虑拉格朗日量

L̃ = 1
12
q̇4 + ω2

2
q2q̇2 − ω4

4
q4。（1）证明 L 运动方程的解也是 L̃ 的运动方程的解；（2）证明 L̃ 不能

表达成 L̃ = L+ dF (t,q)
dt 的形式。

5.5 利用广义坐标和广义速度的变换关系，证明 (5.37)。
5.6 已知一维谐振子的拉格朗日量为 L = 1

2
mq̇2− 1

2
mω2q2，利用运动方程，证明 C (t, q, q̇) =

arctan
(
ωq
q̇

)
− ωt 是运动常数。

5.7 考虑例2.9中光滑细杆上的小球，如图2.9所示，假设细管放在光滑水平面上，且绕一端以
恒定角速度 ω 旋转。（1）选取合适的广义坐标，写出粒子的拉格朗日量并求其运动方程；（2）求
粒子的能量函数 h，并分析其是否是运动常数；（3）粒子的能量函数 h 和总能量 E ≡ T + V 相等

吗？为什么？（4）粒子的总能量 E ≡ T + V 是运动常数吗？尝试解释原因。

5.8 如图5.8所示，两个质量分别为 m1 和 m2 的粒子，限制在半径为 R 的光滑球面上运动。

设两粒子之间有相互作用势能 V = V0 (1− cosα)，这里 V0 是常数，α 为两粒子相对球心的张角。

选择合适的广义坐标，写出系统的拉格朗日量，并分析其运动常数。

图 5.8:

5.9 假设拉格朗日量 L = L (t, q, q̇) 中某个 qa 为循环坐标，则其共轭动量是运动常数。现在

有另一拉格朗日量与 L 相差全导数 L̃ = L + dF (t,q)
dt 。（1）对于 L̃ 来说，qa 的共轭动量还是不是
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5.6 诺特定理 第五章 对称性与守恒律

运动常数？（2）既然相差时间全导数的拉格朗日量等价，怎么解释 qa 的共轭动量既是运动常数又

不是运动常数的矛盾？

5.10 考虑一个带电粒子，受在空间中分布的静电荷的电势能影响，忽略所有其他相互作用。考

虑静电荷的下列各种空间分布，从对称性出发，说明粒子的动量和角动量的哪些分量是守恒的。（1）
静电荷均匀分布在无限大的水平面上（z = 0）；（2）静电荷均匀分布在半无限大的水平面上（z = 0，

y > 0）；（3）静电荷均匀分布在无限长的 z 轴上；（4）静电荷均匀分布在半无限长的 z 轴上部

（z > 0）；（5）静电荷均匀分布在两根平行于 z 轴的无限长的直线上；（6）静电荷均匀分布在水平
圆环上。

5.11 质量为 m的粒子，在球对称的中心势场中运动。取球坐标 {r, θ, ϕ}，势能为 V = V (r)。

写出粒子的拉格朗日量，并求粒子的运动常数。

5.12 已知非相对论极限下磁场中带电粒子的拉格朗日量为 L = 1
2
mv2 + e

c
v ·A，其中 c 是

光速，e 是电荷，v ≡ ẋ 是粒子的速度，A 是矢势。假设 A = 1
2
B × x，其中 B ≡ Bez 是 z 方向

的均匀磁场。（1）求粒子的运动方程，证明其具有 v̇ = v × ω 的形式，并求 ω；（2）写出拉格朗
日量在柱坐标 {r, ϕ, z} 中的形式，证明虽然 ϕ 是循环坐标，但是角动量的 z 分量 Jz ≡ mr2ϕ̇ 却并

不是运动常数，并解释原因。

5.13 阻尼谐振子的运动方程可由拉格朗日量 L = e2λt
(
1
2
mq̇2 − 1

2
mω2q2

)
得到，这里 q 是

广义坐标，m,ω, λ 是常数。（1）求 L 对应的能量函数 h，其是否是运动常数？（2）引入新的广义
坐标 q̃ ≡ eλtq，求拉格朗日量用新变量 q̃ 表示的形式 L̃（用分部积分化简）；（3）求 L̃ 对应的能量

函数 h̃，其是否是运动常数？分析 h̃ 和 h 的关系。

5.14 考虑一维谐振子，频率是时间的函数 ω = ω (t)，拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2− 1

2
mω2 (t) q2。

证明若 ρ (t) 满足微分方程 ρ̈− 1
ρ3

+ ω2 (t) ρ = 0，则 C (t, q, q̇) = (ρq̇ − ρ̇q)2 + q2

ρ2
是运动常数。

5.15 证明诺特条件 (5.67) 可以等价地写成(
∂L

∂qa
− d

dt
∂L

∂q̇a

)
δsq

a +
d
dt

(
∂L

∂q̇a
∆qa − hδst

)
=

dF
dt ,

其中 h ≡ ∂L
∂q̇a

q̇a − L 是能量函数，或

∂L

∂qa
∆qa +

∂L

∂q̇a
∆q̇a +

∂L

∂t
δst+ L

d (δst)

dt =
dF
dt ,

其中 ∆q̇a 由 (5.66) 给出。
5.16 已知受非保守力 F = −γq̇2 作用的一维谐振子的运动方程可以由拉格朗日量 L =

1
2
e2γq q̇2 得到，其中 γ 是常数。（1）求其运动方程；（2）求其能量函数 h，并证明 h 是运动常数等

价于 C1 = q̇eγq 是常数；（3）确定 β的值，使得作用量在变换（β, λ都是常数）t→ t̃ = eβλt，q (t) →
q̃
(
t̃
)
= q (t)+λ 下不变；（4）根据诺特定理，利用（3）的结果，证明 C2 ≡ (γtq̇ − 1) q̇e2γq 是运动

常数；（5）利用这两个运动常数 C1 和 C2，从中消去 q̇，可以得到 q 的解 q (t) = A+ 1
γ

ln (B + γt)，

确定 A 和 B 的形式，并证明其满足（1）的运动方程。
5.17 考虑某 2 自由度系统，拉格朗日量为 L = 1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
− αx− βy，其中 α, β 是非零

常数。（1）证明在无穷小变换 x → x̃ = x+ ϵβ，y → ỹ = y − ϵα 下作用量不变；（2）根据诺特定
理，证明 C = βẋ−αẏ 是运动常数；（3）选取新的广义坐标 X = αx+ βy 和 Y = βx−αy，求拉

格朗日量在新坐标 X,Y 下的形式，并分析是否存在循环坐标；（4）分析（3）中循环坐标对应的
共轭动量与（2）中所求的运动常数的关系。
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第六章 辅助变量

6.1 拉格朗日乘子法

到目前为止，我们对最小作用量原理的讨论都不涉及约束，即我们假定描写力学

系统的所有广义坐标都是独立的。但是，有必要将最小作用量原理推广到带有约束的

情况。

首先，对于完整约束系统，此前的做法是通过观察约束的存在，选择独立的广义

坐标，然后用这些独立的广义坐标写出系统的拉格朗日量。这一做法在概念上是非常

简单的。但是，在实际操作中，因为约束的形式可能非常复杂，难以定出合适的独立

广义坐标。同时，因为需要反解约束方程，将不独立坐标表达成独立坐标，所以用独

立的广义坐标表达的拉格朗日量往往数学形式上非常复杂。此外，在很多情况下，不

解出约束，带着约束分析问题，往往更直接、且更能反映系统的对称性。其次，对于

非完整约束，用来描写系统位形的广义坐标（在变分的意义上）天然就是不独立的，

因此也无法写出用独立的广义坐标表达的拉格朗日量。

所以问题归结为，如果我们事先知道了约束的存在，即已知作用量 S [q] 中的广

义坐标或广义速度不独立，满足某些约束—---完整或非完整，这时，虽然作用量的变
分仍然是

δS [q] ' −
ˆ

dt
(

d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa

)
δqa = 0,

但是由于 δqa 不是互相独立的，所以无法定出 s个独立的运动方程。那么这时变分法

应该如何操作？如何通过最小作用量原理得到正确的运动方程？幸运的是，对于已知

约束的系统，有一个标准且有效的处理方法，即拉格朗日乘子法（method of Lagrange
multipliers）。

6.1.1 函数的条件极值

我们已经多次将泛函和多元函数类比。拉格朗日乘子法已经出现在多元函数的

条件极值中，且具有直观的几何意义。以二元函数 F = F (x, y) 为例，我们要求 F

在变量 x 和 y 满足约束

ϕ (x, y) = 0, (6.1)
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6.1 拉格朗日乘子法 第六章 辅助变量

图 6.1: 拉格朗日乘子法的几何意义。

时取极值的条件。如图6.1所示，约束方程对应 {x, y}-平面上的曲线（图中粗实线），
函数的等高线为图中细实线。F 取极值的必要条件为一阶微分为零，即

dF =
∂F

∂x
dx+

∂F

∂y
dy = 0. (6.2)

如果不考虑约束，即要求 ∂F
∂x

= 0 和 ∂F
∂y

= 0，对应驻点（图中 A 点）。由于约束的存

在，x 和 y 是不独立的，而被限制在约束曲线上移动。如果约束曲线与等高线不平行

（还在“跨越”等高线），则沿着约束曲线函数的值还在增加或减少。只有当约束曲线

和等高线平行时，沿着约束曲线函数的值不再变化，即达到了极值。约束曲线与等高

线平行，等价于函数的梯度 ∇F 与约束曲线的法向 ∇ϕ 平行，即

∇F = −λ∇ϕ, (6.3)

从而得到
∂F

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x
= 0,

∂F

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y
= 0, (6.4)

其中 λ 为常数。

这里的常数 λ 即所谓拉格朗日乘子（Lagrange multiplier）。在引入拉格朗日乘
子 λ 后，(6.4) 中的 2 个方程，加上约束方程 (6.1)，3 个独立的方程对应 3 个未知
变量 x, y, λ。拉格朗日乘子法的妙处在于，这 3 个方程正好相当于要求“扩展”的 3
元函数

F̃ (x, y, λ) ≡ F (x, y) + λϕ (x, y) (6.5)

在将 x, y, λ 视为 3 个独立变量的情况下的极值条件，即

dF̃ =
∂F̃

∂x
dx+

∂F̃

∂y
dy + ∂F̃

∂λ
dλ =

(
∂F

∂x
+ λ

∂ϕ

∂x

)
dx+

(
∂F

∂y
+ λ

∂ϕ

∂y

)
dy + ϕdλ = 0.

(6.6)
特别是，拉格朗日乘子作为独立变量，对应的正是约束方程。
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第六章 辅助变量 6.1 拉格朗日乘子法

6.1.2 完整约束

拉格朗日乘子法可以直接应用到完整约束系统。对于作用量 S =
´

dtL (t, q, q̇)，

作用量取极值要求

δS ' −
ˆ

dt
(

d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa

)
δqa ≡

ˆ
dt δS
δqa

δqa = 0. (6.7)

简单起见，考虑存在 1 个完整约束的情形，约束方程为

ϕ (t, q) = 0. (6.8)

对于多个完整约束的推广是直接的。完整约束 (6.8) 诱导出广义坐标变分之间的关系

δϕ =
∂ϕ

∂qa
δqa = 0, (6.9)

即广义坐标的变分并不是完全独立的，而只能限制在约束面上（见图2.13）。与多元
函数情形类似，泛函导数 δS

δqa
相当于泛函 S 在位形空间中的“梯度”。因此与 (6.3)

类似，只有当约束面的梯度 ∂ϕ
∂qa
与泛函的“梯度” δS

δqa
平行时，泛函在约束面上取极

值，即
δS

δqa
= −λ ∂ϕ

∂qa
, a = 1, · · · , s. (6.10)

这里拉格朗日乘子 λ (t) 一般也是时间参数 t 的函数，但是和 {qa} 和 {q̇a} 无关。
(6.10) 中的 s 个方程与约束方程 (6.8)，一共 (s+ 1) 个方程，对应 (s+ 1) 个未知变

量 {q1, · · · , qs} 和 λ。妙处在于，这 (s+ 1) 个方程正好是“扩展”的作用量

S̃ [q, λ] ≡
ˆ

dtL̃ =

ˆ
dt [L (t, q, q̇) + λ (t)ϕ (t, q)] , (6.11)

将广义坐标 {qa} 和拉格朗日乘子 λ 全部视为独立变量所对应的 (s+ 1) 个欧拉-拉格
朗日方程：

d
dt
∂L̃

∂q̇a
− ∂L̃

∂qa
=

d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
− λ

∂ϕ

∂qa
= 0, a = 1, · · · , s, (6.12)

d
dt
∂L̃

∂λ̇
− ∂L̃

∂λ
= −ϕ = 0. (6.13)

与多元函数情形一样，将拉格朗日乘子 λ 视为一个独立变量，其运动方程就是约束

方程。

例 6.1 用拉格朗日乘子法求解单摆

再次考虑单摆问题，如图2.3(a) 所示。设单摆在平面内摆动，取直角坐标，杆长位 l，杆

的约束即

ϕ (x, y) ≡ x2 + y2 − l2 = 0,
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6.1 拉格朗日乘子法 第六章 辅助变量

为完整约束。无约束的拉格朗日量为 L = 1
2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
−mgy，应用拉格朗日乘子法，扩

展的作用量即为

S [x, y, λ] =

ˆ
dt (L+ λϕ) =

ˆ
dt
[
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
−mgy + λ

(
x2 + y2 − l2

)]
.

将 x, y, λ 视为 3 个独立变量，变分得到

−mẍ+ 2λx = 0, −mÿ −mg + 2λy = 0, x2 + y2 − l2 = 0.

注意对 λ 变分对应约束方程本身。3 个方程正好对应 3 个变量 x, y, λ。（求解略）

例 6.2 用拉格朗日乘子法求解二维球面上自由粒子

考虑半径为 R 的球面，一粒子约束在球面上运动，忽略摩擦。这个问题中粒子的自由

度为 2，可以直接取球面坐标 {θ, ϕ}。这里我们取 3 维直角坐标，一方面展示拉格朗日乘子
法的应用，同时保留约束可以更直观地体现系统的对称性。3 维直角坐标下球面的约束即

ϕ (x, y, z) ≡ x2 + y2 + z2 −R2 = 0, (6.14)

为完整约束。应用拉格朗日乘子法写出作用量

S [x, y, z, λ] =

ˆ
dt
[
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2 + ż2

)
+ λ

(
x2 + y2 + z2 −R2)] ,

变分得到 x, y, z 的运动方程

mẍ− 2λx = 0, mÿ − 2λy = 0, mz̈ − 2λz = 0, (6.15)

以及约束方程 (6.14)，一共 4 个方程对应 4 个未知变量。(6.15) 意味着 ẍ
x
= ÿ

y
= z̈

z
= 2λ

m
，

因为 x, y, z 都是独立变量，其成立当且仅当拉格朗日乘子 λ 取常数。对约束 (6.14) 求时间
导数得到

ϕ̇ = 2xẋ+ 2yẏ + 2zż ≡ 2x · ẋ = 0, (6.16)

上式意味着在 3 维粒子的速度切于球面。对 (6.16) 再求时间导数得到 ẋ2 + x · ẍ = 0，而

由 (6.15) 和 (6.14)，x · ẍ = xẍ+ yÿ + zz̈ = 2λ
m

(
x2 + y2 + z2

)
= 2λ

m
R2，代入上式得到

ẋ2 = −2λ

m
R2. (6.17)

根据上面的分析，λ 为常数，使上式有意义必须要求 λ < 0。同时 (6.17) 也意味着，粒子以
恒定的速度大小沿着球面运动。实际上 (6.17) 即 E ≡ 1

2
mẋ2 = −λR2。在 3 维粒子有 3 个

自由度，状态空间由 {x, v} 共 6 个变量描述。上面的分析表明，球面的约束给出这 6 个变
量的 3 个约束 x2 = R2、x · v = 0 和 v2 = 2E

m
，其中动能 E 待定，因此独立变量的个数为

6 + 1− 3 = 4，这与球面上粒子的自由度为 1
2
4 = 2 也是自洽的。
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第六章 辅助变量 6.1 拉格朗日乘子法

6.1.3 非完整约束

由以上讨论，拉格朗日乘子法的关键在于约束可以视为位形空间中的曲面，从而

给出形如 (6.9) 的广义坐标变分的线性关系。这对于非完整系统一般是不成立的，因
此拉格朗日乘子法一般不能推广到非完整系统。对于形如 ϕ (t, q, q̇) = 0 的非完整约

束，仿照 (6.11) 写出作用量
ˆ

dt [L (t, q, q̇) + λ (t)ϕ (t, q, q̇)] , (6.18)

并将 {qa} 和 λ 视为独立变量做变分，并不能得到非完整系统正确的运动方程，即作

用量 (6.18) 并不能正确描述非完整系统。实际上，一般的非完整约束系统并不能纳
入最小作用量原理的框架内1。

一个例外是当非完整约束具有如下形式

ϕ (t, q, q̇) = Aa (t, q) q̇
a +B (t, q) = 0, (6.19)

即只包含广义速度的“线性项”时，拉格朗日乘子方法也是适用的。这是因为，(6.19)
意味着 ϕdt = Aadqa +Bdt = 0。在任一瞬时（dt = 0），广义坐标的变分即满足约束

关系

Aaδq
a = 0. (6.20)

这具有和 (6.9)同样的形式，只是 (6.9)中的“梯度”∂ϕ
∂qa
被换成了一般的“矢量”Aa。

仿照完整约束的思路，即要求泛函的梯度 δS
δqa
与 Aa 成正比，

δS

δqa
= −λAa, a = 1, · · · , s, (6.21)

等价地，即要求 ˆ
dt (δL+ λAaδq

a) = 0 . (6.22)

即得到运动方程
d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= λAa , a = 1, · · · , s. (6.23)

完整约束的 (6.12) 可以认为是 (6.23) 中 Aa → ∂ϕ
∂qa
的特殊情况。

例 6.3 拉格朗日乘子法求解一维无滑滚动的圆盘

如图6.2所示，圆盘在固定的斜面上做无滑动的滚动。圆盘质量为 m，质量均匀分布，半

径为 R，斜面的倾角为 α。

1当然，直接从 (6.18) 出发、将 {qa} 和 λ 视为独立变量，也是一个自洽的理论，被称为所谓“vakonomic 力
学”（vakonomic mechanics）。问题在于，其运动方程并不是非完整系统正确的运动方程。
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图 6.2: 斜面上滚动的圆盘。

取广义坐标为圆盘在斜面上的滚动距离 x和圆盘转角 ϕ。已知圆盘绕垂直盘面中心轴的转动

惯量为 1
2
mR2。不考虑约束时的拉格朗日量为 L = T −V = 1

2
mẋ2+ 1

4
mR2ϕ̇2+mgx sinα。

无滑条件为

f ≡ ẋ−Rϕ̇ = 0. (6.24)

对于一维滚动情形，(6.24) 其实是可积微分约束，所以等价于完整约束 x − Rϕ = 常数。

但是我们保留 (6.24) 的形式，以展示如何用拉格朗日乘子法处理微分约束问题。约束方程
(6.24) 只包含广义速度的线性项，于是有 δx−Rδϕ = 0。应用拉格朗日乘子法，即要求

0 =

ˆ
dt (δL+ λ (δx−Rδϕ)) ≃

ˆ
dt
[
(−mẍ+mg sinα+ λ) δx−

(
1

2
mR2ϕ̈+ λR

)
δϕ

]
,

从而得到 x 和 ϕ 的运动方程 mẍ−mg sinα− λ = 0 和 1
2
mRϕ̈+ λ = 0。再加上约束方程

(6.24)，3 个方程对应 3 个未知变量 x, y, λ。

例 6.4 拉格朗日乘子法求解水平面上纯滚动的轮子

考虑例2.10中水平面上无滑动滚动的圆盘，见图2.11。我们已在例2.10中详细讨论过其
约束，现在用拉格朗日乘子法得到其运动方程。已知圆盘绕平行盘面中心轴的转动惯量为
1
4
mR2，绕垂直盘面中心轴的转动惯量为 1

2
mR2。在不考虑约束时，圆盘的拉格朗日量为

L =
1

2
m
(
ẋ2 + ẏ2

)
+

1

8
mR2θ̇2 +

1

4
mR2ϕ̇2.

约束方程 (2.25) 为 ϕ1 ≡ ẋ−Rϕ̇ cos θ = 0 和 ϕ2 ≡ ẏ −Rϕ̇ sin θ = 0，只包含广义速度的线

性项。于是得到对应的约束关系，δx − Rδϕ cos θ = 0 和 δy − Rδϕ sin θ = 0。应用拉格朗

日乘子法，由 (6.22) 要求

0 =

ˆ
dt [δL+ λ1 (δx−Rδϕ cos θ) + λ2 (δy −Rδϕ sin θ)] ,

整理得到广义坐标 x, y, θ, ϕ 的运动方程

mẍ = λ1, mÿ = λ2, θ̈ = 0,
1

2
mRϕ̈ = −λ1 cos θ − λ2 sin θ.

这 4 个运动方程再加上 2 个约束方程，6 个方程对应 6 个未知变量 x, y, θ, ϕ, λ1, λ2。将约

束方程求导，再结合运动方程，得到 ϕ̈ = 0。这意味着 ẋ2 + ẏ2 = R2ϕ̇2 =常数，即圆盘在

做匀速圆周滚动。
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还有一种非完整约束是以积分形式给出的，例如ˆ
dtϕ (t, q, q̇) = C =常数, (6.25)

这类约束被称为等周约束（isoperimetric constraint）。如固定长度的闭合曲线所围面
积、固定面积的封闭曲面所围体积、固定长度链条在重力场中的形状等问题即涉及等

周约束。等周约束也可以用拉格朗日乘子方法处理。这是因为等周约束 (6.25) 的积
分是一个常数，而作用量加上常数不影响极值，所以

S取极值 ⇔
(
S + λ

ˆ
dtϕ
)
取极值, (6.26)

这里拉格朗日乘子 λ必须是个常数。因此对于等周约束 (6.25)，拉格朗日乘子法即对
扩展的作用量

S̃ [q] =

ˆ
dt (L+ λϕ) =

ˆ
dt (L (t, q, q̇) + λϕ (t, q, q̇)) , (6.27)

将 {qa} 全部视为独立，求变分极值。对于等周约束，拉格朗日乘子 λ 是个常数（其

值待定），不参与变分。

例 6.5 包围最大面积的定长封闭曲线为圆周

取平面直角坐标，平面上的曲线参数化为 x = x (s) , y = y (s)，这里 s 是曲线的参数。

封闭曲线所围面积为

A =
1

2

˛
C

(xdy − ydx) = 1

2

˛
C

ds (xẏ − yẋ) .

这里 ẋ ≡ dx(s)
ds ，ẏ ≡ dy(s)

ds 。设曲线长度固定为 C，对应的等周约束即
˛
C

√
dx2 + dy2 =

˛
C

ds
√
ẋ2 + ẏ2 = C. (6.28)

于是拉格朗日乘子法要求泛函

A+ λC =

˛
C

ds
[
1

2
(xẏ − yẋ) + λ

√
ẋ2 + ẏ2

]
在将 x 和 y 视为独立变量的情况下取极值。对 x 变分得到方程（注意 λ 为常数）

ẏ − λ
d
ds

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2

)
= 0, ⇒ y − λ

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

= y0, (6.29)

这里 y0 是常数。由 x↔ y 的对称性，y 的方程为

ẋ+ λ
d
ds

(
ẏ√

ẋ2 + ẏ2

)
= 0, ⇒ x+ λ

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

= x0, (6.30)

这里 x0 是常数。由 (6.29) 和 (6.30) 得到 (x− x0)
2 +(y − y0)

2 = λ2。这是一个以 (x0, y0)

为圆心、半径为 λ 的圆。拉格朗日乘子亦即半径 λ 的值由等周约束方程 (6.28) 给出。

经典力学 109 高显



6.2 辅助变量 第六章 辅助变量

例 6.6 最大熵概率分布

孤立系统在平衡态的概率分布使得系统的熵取极大值，被称作最大熵概率分布（max-
imum entropy probability distribution）。假设系统处于某个能量 E 的概率密度为 ρ (E)，

则系统的熵为 S[ρ] =
´

dEρ ln ρ。孤立系统需要满足两个约束条件：其一是总能量守恒，´
dEρE = E =常数；其二是概率密度的归一化条件，

´
dEρ = 1。两个约束以积分形式出

现，可视为等周约束。因此使得熵取极值的概率分布即要求泛函
ˆ

dEρ ln ρ+ β

ˆ
dEρE + λ

ˆ
dEρ

取极值，这里 β 和 λ 为拉格朗日乘子，都是常数。对 ρ 变分得到
ˆ

dEδρ ln ρ+ δρ+ β

ˆ
dEδρE + λ

(ˆ
dEδρ

)
,

从中解出 ρ = e−λ−1e−βE。这正是著名的玻尔兹曼分布（Boltzmann distribution）。

6.2 辅助变量

拉格朗日量一般是时间、广义坐标和广义速度的函数。在第5.2节中我们看到，拉
格朗日量可以不显含某个（某些）广义坐标或时间，分别对应广义动量和能量的守

恒。但是到目前为止，我们总是默认拉格朗日量包含所有的广义速度。引入拉格朗日

乘子 λ 后，如果将 λ 也当成一个广义坐标，拉格朗日量 L̃ ≡ L + λf 中没有其对应

的广义速度 λ̇。

推而广之，我们将广义坐标分成两类。一类是广义速度明显出现在拉格朗日量

中，被称作动力学变量（dynamical variable）。另一类是广义速度（及更高阶的时间
导数）不出现在拉格朗日量中，换句话说，只有广义坐标本身出现在拉格朗日量中，

被称作非动力学变量（non-dynamical variable）或者辅助变量（auxiliary variable）。
在这个意义上，拉格朗日乘子是辅助变量的一个特例，即拉格朗日量是拉格朗日乘子

λ 的线性函数。

一般地，同时包含动力学变量和辅助变量的拉格朗日量具有形式

L = L (t, q, q̇;χ) , (6.31)

其中广义坐标分为两类，

动力学变量： {qa} , a = 1, · · · , s, (6.32)

辅助变量： {χα} , α = 1, · · · ,m. (6.33)

辅助变量本身没有独立的动力学运动方程，不能脱离动力学变量存在，其演化由动力

学变量完全确定，其存在的效果只是帮助改变了动力学变量的演化行为。这也正是辅

助变量这个名字的意义。
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简单起见，我们考虑一个动力学变量和一个辅助变量的情形，作用量为

S [q; ξ] =

ˆ
dtL (t, q, q̇;χ) , (6.34)

其中 q 为动力学变量，χ 的广义速度没有出现在拉格朗日量中，为辅助变量。q 和 ξ

的运动方程分别为

∂L (t, q, q̇;χ)

∂q
− d

dt
∂L (t, q, q̇;χ)

∂q̇
= 0, (6.35)

∂L (t, q, q̇;χ)

∂χ
= 0. (6.36)

辅助变量 χ 的运动方程 (6.36) 是 χ 的代数方程，如果 ∂2L
∂χ2 6= 0，原则上可以从中将

χ 解出得到

χ = χ (t, q, q̇) . (6.37)

(6.37) 正表明 χ 由 q 完全确定，即没有自身独立的动力学演化。将 (6.37) 解代入
(6.35)，得到

∂L (t, q, q̇;χ)

∂q

∣∣∣∣
χ=χ(t,q,q̇)

− d
dt

(
∂L (t, q, q̇;χ)

∂q̇

∣∣∣∣
χ=χ(t,q,q̇)

)
= 0, (6.38)

即得到只包含单变量 q 的运动方程。另一方面，若将 (6.37) 直接代回原始作用量
(6.34)，得到只包含动力学变量 q 的作用量2

Seff [q] :=

ˆ
dtL (t, q, q̇;χ (t, q, q̇)) ≡

ˆ
dtLeff (t, q, q̇) , (6.39)

可以验证（见习题6.4），Seff [q] 对 q 的变分将给出 q 的运动方程 (6.38)。因此 Seff [q]

也被称作动力学变量 q 的有效作用量（effective action），相应的 Leff (t, q, q̇) 也被称

作 q 的有效拉格朗日量。这里“有效”的意思是由 Seff [q] 直接所得到的运动方程与

原始作用量的运动方程等价。正如约束一样，虽然原则上可以将辅助变量消除，得到

动力学变量的有效作用量，但是有时候这样做并非上策。在很多情况下保留、甚至人

为引入辅助变量可以使问题的处理更加方便，或者更有物理意义（例如更明显地体现

对称性）。

例 6.7 辅助变量与有效拉格朗日量

考虑 2 个变量的系统，拉格朗日量为

L (q, q̇;χ) =
1

2
mq̇2 − 1

2
kq2 + aq̇χ+ bχ2, (6.40)

这里 m, k, a, b 都是常数，其中 q 为动力学变量，χ 为辅助变量。当 a = b = 0，其就是单

2在第5.2.1节（见例5.4）曾经指出，运动方程一般不能代回拉格朗日量。读者不妨思考为什么对于辅助变量，可以
将其解（即运动方程）代回原始拉格朗日量。
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自由度谐振子的拉格朗日量。对 q 和 χ 分别做变分，得到各自的运动方程

mq̈ + kq + aχ̇ = 0, aq̇ + 2bχ = 0. (6.41)

当 b ̸= 0 时，从 χ 的运动方程中可以解出 χ，

χ = − a

2b
q̇, (6.42)

代入 q 的运动方程得到

0 = mq̈ + kq + a
d
dt

(
− a

2b
q̇
)
=

(
m− a2

2b

)
q̈ + kq, (6.43)

其是单变量 q 的运动方程。等价地，可以将 χ 的解 (6.42) 直接代回原始拉格朗日量 (6.40)
中，得到

L (q, q̇;χ)|χ=− a
2b
q̇ =

1

2

(
m− a2

2b

)
q̇2 − 1

2
kq2 ≡ Leff (q, q̇) ,

Leff (q, q̇) 即单变量 q 的有效拉格朗日量，对其变分将直接得到 q 的运动方程 (6.43)。在这
个例子中，辅助变量 χ 的存在使得 q 的有效质量从 m 变成了 m− a2

2b
。

例 6.8 宇宙的膨胀与时间重参数化对称性

天文观测表明宇宙在大尺度上是空间均匀且各向同性的，因此时空的度规具有一般形

式 ds2 = −n2 (t) dt2 + a2 (t) dx2，其中 a (t) 刻画宇宙空间坐标的整体膨胀，称作尺度因子

（scale factor）；n (t) 衡量时间流逝的快慢，称为“时移函数”（lapse function）。根据广义
相对论，宇宙的膨胀可以由如下的作用量描述：

S [n, a, ϕ] =

ˆ
dt
(
−3a

ȧ2

n
+

1

2
a3
ϕ̇2

n
− na3V (ϕ)

)
, (6.44)

其中 ϕ 代表宇宙中的物质部分。有趣的是，上面的拉格朗日量中不含 n 的广义速度，因此

n 是辅助变量。变分得到 n, a, ϕ 的运动方程，分别为

ϕ̇2

2n2
+ V − 3

ȧ2

a2n2
= 0, (6.45)

2

n

d
dt

(
ȧ

an

)
+ 3

ȧ2

a2n2
+

ϕ̇2

2n2
− V = 0, (6.46)

1

a3n

d
dt

(
a3
ϕ̇

n

)
+

dV
dϕ = 0. (6.47)

方程 (6.45) 和 (6.46) 即著名的弗里德曼方程（Friedmann equations）。利用 (6.45)，能量
函数为

h = ṅ
∂L

∂ṅ
+ ȧ

∂L

∂ȧ
+ ϕ̇

∂L

∂ϕ̇
− L = a3n

(
ϕ̇2

2n2
+ V − 3ȧ2

n2a2

)
︸ ︷︷ ︸

=0

= 0. (6.48)

可见，宇宙的能量函数为零。正如能量函数守恒是时间平移不变性的反映，“能量函数为

零”实际是“加强版”的时间对称性的反映—---即在时间的任意重参数化变换 t → t̃ (t)

下，作用量不变。可以验证，若在时间的重参数化下，时移函数 n (t) → ñ
(
t̃
)
的变换满足
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n (t) dt ≡ ñ
(
t̃
)

dt̃（同时有 ã
(
t̃
)
= a (t) 和 ϕ̃

(
t̃
)
= ϕ (t)），则作用量形式不变（见习题6.5）。

系统具有时间重参数化的对称性还体现在运动方程上。可以验证，(6.45)-(6.47) 这 3 个方
程不是独立的，有

1

a3ϕ̇

d
dt
(
a3(6.45)

)
+ 3

ȧ

aϕ̇
(6.46) ≡ (6.47). (6.49)

与拉格朗日乘子法的情形不同，现在独立运动方程的个数少于变量的个数。这将导致给定

初始条件无法唯一确定系统的演化，换句话说，系统的解可以包含任意的时间 t 的函数。

这一现象被称作所谓规范对称性（gauge symmetry）。顾名思义，选取不同的时间 t 的函

数—---所谓“规范”—---不会对系统的演化造成影响。时间重参数化不变性即是一种规范对
称性，而能量函数为零则是时间重参数化不变性的必然结果。对此的进一步研究将带领我们

进入规范理论和约束系统的广阔天地。

6.3 拉格朗日乘子与辅助变量的其他技巧

拉格朗日乘子法除了可以用于处理带约束的变分问题，还可以用来得到拉格朗

日量的不同却等价的形式。

6.3.1 广义速度的线性化

考虑作用量

S [q] =

ˆ
dtL (t, q, q̇) , (6.50)

其中拉格朗日量是广义速度 q̇ 的非线性函数，即有 ∂2L
∂q̇2

6= 0。通过引入拉格朗日乘子

λ 与辅助变量 χ，可以写出如下的作用量

S [q, λ, ξ] =

ˆ
dt [L (t, q, χ) + λ (χ− q̇)] . (6.51)

根据上面的讨论，作用量 (6.51) 所对应的 λ 的运动方程即

χ− q̇ = 0, (6.52)

其是辅助变量 χ 的代数方程，可以从中解出 χ = q̇，再代回 (6.51)，即回到原始的作
用量 (6.50)。原则上，(6.51) 中的拉格朗日乘子可以解出。将 (6.51) 对辅助变量 χ 变

分得到运动方程 ∂L(t,q,χ)
∂χ

+ λ = 0，其是拉格朗日乘子 λ 的代数方程，可以从中解出

λ = −∂L(t,q,χ)
∂χ

，代回 (6.51) 得到

S [q, χ] =

ˆ
dt
[
L (t, q, χ)− ∂L (t, q, χ)

∂χ
(χ− q̇)

]
. (6.53)

(6.53) 中已经不含有拉格朗日乘子，而只有动力学变量 q 和辅助变量 χ。可以验证，

若将 (6.53) 对辅助变量 χ 变分，并将 χ 的解代回 (6.53)，将再次回到原始作用量
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(6.50)。总之，作用量 (6.50) 有两种等价的作用量 (6.51) 和 (6.53)。相对于作用量
(6.50)，(6.51) 和 (6.53) 形式的好处之一是其中的广义速度 q̇ 是线性地出现在拉格朗

日量中，这在讨论哈密顿力学时，可以更方便地得到哈密顿量的显式表达。

例 6.9 一维谐振子拉格朗日量的等价形式

一维谐振子的拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2− 1

2
kq2，其可以写成两种等价的形式。由 (6.51)，

L′ =
1

2
mχ2 − 1

2
kq2 + λ (χ− q̇) ,

由 (6.53)，将拉格朗日乘子 λ 解出后，得到

L′′ =
1

2
mχ2 − 1

2
kq2 −mχ (χ− q̇) = −1

2
mχ2 − 1

2
kq2 +mχq̇.

6.3.2 高阶导数的降阶

到目前为止，我们考虑的拉格朗日量中最高只包含广义坐标的一阶导数。若拉格

朗日量中含有高阶的时间导数，例如对于单个变量 q，

S [q] =

ˆ
dtL (t, q, q̇, q̈) , (6.54)

通过引入拉格朗日乘子 λ 与新的变量 ξ，可以写出等价作用量

S [q, ξ, λ] =

ˆ
dt
(
L
(
t, q, q̇, ξ̇

)
+ λ (ξ − q̇)

)
. (6.55)

拉格朗日乘子 λ 的运动方程即 ξ− q̇ = 0，其是 ξ 的代数方程，从中解出 ξ = q̇，代回

(6.55) 即得到原始的作用量 (6.54)。(6.55) 可以视为 2 个动力学变量 q 和 ξ、以及拉

格朗日乘子 λ 的作用量，其中拉格朗日量具有通常的形式，即只包含变量及其一阶

导数。拉格朗日量中高阶导数的存在意味着更高阶的运动方程，从而需要更多的初始

条件才能确定系统的演化，即自由度的增多。从降阶的等价作用量 (6.55) 可以更明
显地看出这一点。

例 6.10 高阶导数拉格朗日量的降阶

考虑拉格朗日量 L = 1
2
q̈2−V (q)，其运动方程为

....
q − dV

dq = 0，为 4阶微分方程。定解需
要 4个初始条件，意味着系统其实含有 2个自由度。为了更明显地看出这一点，引入拉格朗日
乘子 α和新变量 ξ，写出等价的不含有高阶导数的拉格朗日量 L(1) =

1
2
ξ̇2−V (q)+α (ξ − q̇)。

进一步再将 ξ̇ 线性化，写出等价拉格朗日量

L(2) =
1

2
χ2 − V (q) + α (ξ − q̇) + β

(
χ− ξ̇

)
.

将 L(2) 对 χ 和 ξ 变分得到方程 χ+ β = 0 和 α+ β̇ = 0，从中解出 β = −χ 和 α = χ̇，代

回 L(2) 得到

L(3) =
1

2
χ2 − V (q) + χ̇ (ξ − q̇)− χ

(
χ− ξ̇

)
≃ −χ̇q̇ − 1

2
χ2 − V (q) .
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第六章 辅助变量 6.3 拉格朗日乘子与辅助变量的其他技巧

L(3) 是 2个变量 q 和 χ的拉格朗日量。为了进一步看出其意义，做变量代换 x = 1√
2
(q + χ)

和 y = 1√
2
(q − χ)，于是 L(3) 可以写成

L(4) ≃ −1

2
ẋ2 +

1

2
ẏ2 − U(x, y),

其中 U(x, y) = 1
4
(x− y)2 +V

(
1√
2
(x+ y)

)
。由 L(4) 的形式可以很清楚地看出，该系统含

有 2 个动力学自由度。且其中一个自由度（这里即 x）的动能项具有“错误”的符号，这也

是高阶导数理论中著名的“Ostrogradsky 不稳定性”的来源。

习题

6.1 由量子力学知，质量为 m 的粒子，置于长、宽、高分别为 a, b, c 的方盒子中，具有能量

E = h2

8m

(
1
a2

+ 1
b2

+ 1
c2

)
，其中 h 为普朗克常数。假设盒子的体积固定为 V。证明当盒子是立方体

（即 a = b = c）时，粒子的能量取极值。

6.2 习题1.5中的细绳，因为绳长固定，因此实际是一个等周约束问题。（1）用拉格朗日乘子
法求细绳形状所满足的欧拉-拉格朗日方程；（2）求解细绳的形状，证明其是悬链线（见例1.4）。

6.3 一质量为 m 的粒子，固定在无质量弹簧一端，弹簧另一端悬挂于固定点，整个系统在竖

直平面内运动。弹簧的松弛长度为 l，劲度系数为 k。选弹簧的长度 r 和与竖直方向的夹角 θ 为广

义坐标。（1）写出系统的作用量 S [r, θ] 并求运动常数；（2）在 k → ∞（即弹簧非常硬）且总能
量保持不变的极限下分析系统的运动，证明在此极限下，r 被约束为一个常值（即该自由度被“冻

结”）；（3）说明在此极限下，系统等价于杆长固定为 l 的单摆（单自由度），这时劲度系数 k 在原

始作用量 S [r, θ] 中起到完整约束的拉格朗日乘子的作用。

6.4 证明动力学变量 q 的有效作用量 (6.39) 可以给出运动方程 (6.38)。
6.5 证明在时间重参数化变换 t→ t̃下，若 ñ

(
t̃
)
满足 n (t) dt ≡ ñ

(
t̃
)

dt̃，同时有 ã
(
t̃
)
= a (t)

和 ϕ̃
(
t̃
)
= ϕ (t)，则作用量 (6.44) 形式不变，即具有时间重参数化对称性。

6.6 质量为 m 的粒子在水平面上运动，假设受非完整约束作用，约束方程为 ẋ−αy = 0，其

中 α 是常数。（1）利用拉格朗日乘子法，写出粒子的运动方程；（2）求粒子运动方程的通解。
6.7 考虑习题2.7中冰刀的运动，假设冰刀质量为 m，绕质心的转动惯量为 I。（1）利用拉格

朗日乘子法求冰刀的运动方程；（2）求冰刀运动方程的通解。
6.8 在拉格朗日乘子法中，运动方程 d

dt
∂L
∂q̇a

− ∂L
∂qa

= λAa 的右边 Qa ≡ λAa 可以视为约束

所导致的广义力，即约束力。如图6.3所示，小球从半径 R 的固定光滑圆环上滑落，初始速度为零。

取平面极坐标 {r, ϕ}，则圆环可视为约束 ϕ ≡ r − R = 0。（1）用拉格朗日乘子法求小球的运动方
程；（2）求圆环对小球的约束力；（3）小球下落至何处时，约束力消失？

图 6.3:
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6.9 考虑习题2.2中系统的运动。在水平面上取极坐标，将软绳视为约束。（1）用拉格朗日乘
子法求系统的运动方程；（2）求细绳的拉力。

6.10 考虑习题4.4中硬杆的运动，取直角坐标，将墙壁和地面视为约束。（1）用拉格朗日乘
子法求硬杆的运动方程；（2）求硬杆下滑过程中，墙壁和地面对硬杆的支撑力。
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第七章 达朗贝尔原理

从变分法的角度，作用量是对拉格朗日量的积分，所以最小作用量原理是积分

形式的变分原理。历史上还引入过一些微分形式的变分原理，包括达朗贝尔原理、约

尔当原理和高斯最小约束原理等，可以统称为微分变分原理（differential variational
principle）。

7.1 达朗贝尔原理

7.1.1 虚位移与虚功

朗贝尔原理所涉及的概念很大程度上是牛顿力学式的，特别体现在“力”与“功”

这类概念的引入。按照牛顿力学的观念，一切影响运动的因素都归结为力。既然运动

被约束限制，这种限制自然也归结为所谓约束力（constraint force），即迫使力学系
统遵守约束条件的力。相应地，和约束无关的力（即约束消失仍然存在）被称作主动

力（applied force）。约束力这个概念虽然很直接，却带来了技术上的复杂性。运动方
程中的约束力不能预先确定，是未知量的一部分，只能从运动方程和约束方程联合求

解。

作为一种变分原理，达朗贝尔原理将广义坐标的变分称作虚位移（virtual dis-
placement），即系统在任意的瞬时，满足约束条件的无穷小位移。力（包括主动力和
约束力）在虚位移下所做的功即虚功（virtual work）。考虑 N 个粒子构成的粒子系

统。第 α 个粒子受到的主动力记为 F(α)，约束力记为 N(α)。则第 α 个粒子主动力

的虚功即 F(α) · δx(α)，约束力的虚功即 N(α) · δx(α)。与第2.5节图2.13类似，某个粒
子的虚位移平行于约束面，约束力则垂直于约束面，即虚位移与约束力总是垂直的

N · δx = 0。受此启发，如果系统所有粒子所受约束力所做的虚功之和为零，即

N∑
α=1

N(α) · δx(α) = 0, (7.1)

则该系统的约束称为理想约束（ideal constraint）。注意，理想约束是系统所受全部约
束的一个整体性质，而不是某一个或某几个约束的性质。以下我们只讨论理想约束。
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7.1.2 达朗贝尔原理

达朗贝尔原理的出发点是牛顿运动方程。考虑 N 个粒子组成的粒子系统，每一

个粒子都满足牛顿第二定律：

F(α) +N(α) = m(α)ẍ(α), α = 1, · · · , N, (7.2)

即

F(α) +N(α) −m(α)ẍ(α) = 0, α = 1, · · · , N (7.3)

在牛顿力学中，−m(α)ẍ(α) 可视为第 α 个质点所受的惯性力（inertial force）。设第
α 个粒子的虚位移为 δx(α)，将 (7.3) 与 δx(α) 作点乘，并对所有粒子求和，得到

N∑
α=1

(
F(α) +N(α) −m(α)ẍ(α)

)
· δx(α) = 0. (7.4)

而由理想约束条件 (7.1)，系统约束力总的虚功为零，因此

N∑
α=1

(
F(α) −m(α)ẍ(α)

)
· δx(α) = 0. (7.5)

(7.5) 意味着理想约束系统所受主动力和惯性力产生的总虚功为零，这就是达朗贝尔
原理（d’Alembert’s principle）1。在达朗贝尔原理中，约束力在方程中不再出现，从

而简化了计算。达朗贝尔原理 (7.5) 有一个简单的几何解释：因为虚位移 δx(α) 总是

满足约束、即平行于约束面的，因此 (7.4) 相当于将牛顿运动方程 (7.3) 在平行于约
束面方向的投影。而理想约束的约束力 N(α) 可以认为是垂直于约束面的，因此在投

影之下自然消失了，即得到 (7.5)。
如果系统已经达到平衡状态，即有 x(α) = 常数，因此 ẍ(α) = 0。这时，达朗贝

尔原理 (7.5) 意味着
N∑
α=1

F(α) · δx(α) = 0, (7.6)

即系统达到平衡的条件是所有主动力所作虚功之和为零，也被称作虚功原理（princi-
ple of virtual work）。

例 7.1 用虚功原理求解平衡问题

如图7.1所示，四根长度同为 l 的硬杆用无摩擦的铰链连接，系统的位形由广义坐标 θ

完全确定。若左右方向受到力 F1 的挤压，上下方向受力 F2 的挤压。建立直角坐标，由几

1达朗贝尔原理由法国数学家、哲学家达朗贝尔（Jean Le Rond d’Alembert，1717-1783）在 1743 年提出。达朗
贝尔原理也被称作达朗贝尔-拉格朗日原理（d’Alembert-Lagrange principle）。
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第七章 达朗贝尔原理 7.2 由达朗贝尔原理导出拉格朗日方程

何关系 xA = −l cos θ，xB = l cos θ，yC = −l sin θ 和 yD = l sin θ，则虚功原理要求

0 ≡ δWA + δWB + δWC + δWD = F1δxA − F1δxB + F2δyC − F2δyD

= 2l (F1 sin θ − F2 cos θ) δθ,

即要求 F1 sin θ − F2 cos θ = 0，因此达到平衡时 θ 满足 θ = arctan F2
F1
。相比受力分析的做

法，用虚功原理可以更简便地求解平衡问题。

图 7.1: 用虚功原理求解平衡问题。

7.2 由达朗贝尔原理导出拉格朗日方程

通过达朗贝尔原理，可以将牛顿第二定律改造成拉格朗日方程的形式。由于约束

的存在，各个粒子的虚位移 δx(α) 不独立，所以从 (7.5) 并不能得到

F(α) −m(α)ẍ(α) = 0, α = 1, · · ·N,

的结论。因此首先需要将达朗贝尔原理用独立的广义坐标表达。对于 N 个粒子组成

的系统，假设存在 k 个完整约束，于是可以选取 s = 3N −k 个独立的广义坐标 {qa}，
a = 1, · · · , s。第 α个粒子的直角坐标 x(α) 用广义坐标 {qa}表示为 x(α) = x(α) (t, q)，

α = 1, · · · , N。直角坐标的虚位移为

δx(α) =
s∑

a=1

∂x(α)

∂qa
δqa, α = 1, · · · , N. (7.7)

将 (7.7) 代入 (7.5)，得到

0 =
N∑
α=1

(
F(α) −m(α)ẍ(α)

)
·

(
s∑

a=1

∂x(α)

∂qa
δqa

)

=
s∑

a=1

[
N∑
α

(
F(α) −m(α)ẍ(α)

)
·
∂x(α)

∂qa

]
δqa.

s 个广义坐标是互相独立的，因此上式成立要求每一个 δqa 前的系数都为零，即得到

s 个独立的方程，
N∑
α=1

(
F(α) −m(α)ẍ(α)

)
·
∂x(α)

∂qa
, a = 1, · · · , s.
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即
N∑
α=1

m(α)ẍ(α) ·
∂x(α)

∂qa
=

N∑
α=1

F(α) ·
∂x(α)

∂qa
, a = 1, · · · , s. (7.8)

现在我们已经完成第一个任务，利用 s个独立的广义坐标，由达朗贝尔原理得到 s个

独立的方程。

接下来我们希望将 (7.8) 中的每一项也用广义坐标和广义速度表示。首先，直角
坐标速度用广义坐标和广义速度表达为（即 (4.64)）：

ẋ(α) ≡
∂x(α)

∂qa
q̇a +

∂x(α)

∂t
, α = 1, · · · , N. (7.9)

因此
∂ẋ(α)

∂q̇a
=
∂x(α)

∂qa
. (7.10)

(7.10) 实际就是坐标变换所诱导的速度变换 (2.13) 的特殊情况。利用 (7.10)，(7.8)
的左边变形为

左边 =
d
dt

(
N∑
α=1

m(α)ẋ(α) ·
∂x(α)

∂qa

)
−

N∑
α=1

m(α)ẋ(α) ·
d
dt
∂x(α)

∂qa

=
d
dt

(
N∑
α=1

m(α)ẋ(α) ·
∂ẋ(α)

∂q̇a

)
−

N∑
α=1

m(α)ẋ(α) ·
∂ẋ(α)

∂qa

=
d
dt

∂

∂q̇a

(
1

2

N∑
α=1

m(α)ẋ
2
(α)

)
︸ ︷︷ ︸

=T

− ∂

∂qa

(
1

2

N∑
α=1

m(α)ẋ
2
(α)

)
︸ ︷︷ ︸

=T

,

即

左边 =
d
dt

(
∂T

∂q̇a

)
− ∂T

∂qa
. (7.11)

系统总的动能 T 用广义坐标表达由 (4.65) 给出。对于 (7.8) 的右边，定义广义力

右边 =
N∑
α=1

F(α) ·
∂x(α)

∂qa
=: Qa, a = 1, · · · , s. (7.12)

因为广义坐标不必是长度量纲，所以广义力也不必是力的量纲。最终我们得到一组完

全用独立的广义坐标表达的动力学方程：

d
dt

(
∂T

∂q̇a

)
− ∂T

∂qa
= Qa, a = 1, · · · , s, (7.13)

(7.13) 即拉格朗日方程。
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第七章 达朗贝尔原理 7.3 约尔当原理和高斯最小约束原理

7.2.1 保守体系

当体系所受主动力全部都是保守力（conservative force）时，

F(α) = − ∂V

∂x(α)

, α = 1, · · · , N, (7.14)

这里 V = V
(
x(1), · · · ,x(N)

)
≡ V (q) 是势能，只依赖于系统的位形。(7.13) 中的广

义力可以写成

Qa =
N∑
α=1

F(α) ·
∂x(α)

∂qa
= −

N∑
α=1

∂V

∂x(α)

·
∂x(α)

∂qa
≡ − ∂V

∂qa
, a = 1, · · · , s.

代入 (7.13)，得到

d
dt

(
∂T

∂q̇a

)
− ∂T

∂qa
= − ∂V

∂qa
, a = 1, · · · , s, (7.15)

即
d
dt

(
∂T

∂q̇a

)
− ∂ (T − V )

∂qa
= 0, a = 1, · · · , s. (7.16)

因为势能与广义速度无关， ∂T
∂q̇a

≡ ∂(T−V )
∂q̇a

。因此若定义 L ≡ T − V，(7.16) 可以进一
步写成

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa
= 0, a = 1, · · · , s, (7.17)

(7.17) 即是完整、保守体系的拉格朗日方程，其中 L ≡ T − V 即拉格朗日量。这里

也再次看出，拉格朗日量为牛顿力学的动能减去势能。

7.2.2 非保守体系

当主动力既有保守力又有非保守力时，把保守力部分用 − ∂V
∂qa
表示，非保守力部

分仍然用广义力 Qa 表示，这时拉格朗日方程变为

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa
= Qa, a = 1, · · · , s. (7.18)

在第六章我们曾经指出，非完整约束一般无法纳入最小作用量原理的框架内。从

这个意义上，达朗贝尔原理比最小作用量原理更为一般，因为其也可应用于非完整、

非保守系统。

7.3 约尔当原理和高斯最小约束原理

7.3.1 约尔当原理

除了以虚位移为基础的达朗贝尔原理外，历史上曾经还提出过分别以虚速度和

虚加速度为基础的微分变分原理。
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7.3 约尔当原理和高斯最小约束原理 第七章 达朗贝尔原理

力在位移上的累积为功，在速度上的累积即为功率。相应地，以虚速度为基础的

约尔当原理（Jourdain’s principle）表述为2：对于任意力学系统，在任意时刻，所有

的主动力和惯性力在运动所允许的虚速度上累积的总的虚功率为零。对于 N 个粒子

组成的系统，即有
N∑
α=1

(
F(α) −m(α)ẍ(α)

)
· δẋ(α) = 0. (7.19)

约尔当原理有时又被称为约尔当虚功率原理。

例 7.2 用约尔当原理求解力学问题

如图7.2所示，一质量为 m 的滑块沿着倾角为 θ 的固定斜面下滑。重力为主动力，取如

图所示直角坐标，根据约尔当原理

(mg sin θ −mẍ) δẋ+ (−mg cos θ −mÿ) δẏ = 0.

运动允许的虚速度只有 δẋ，而 δẏ ≡ 0。因此上式即意味着 (mg sin θ −mẍ) δẋ = 0，而由

虚速度 δẋ 的任意性，得到滑块的运动方程 ẍ = g sin θ。

图 7.2: 用约尔当原理求解力学问题。

7.3.2 高斯最小约束原理

以虚加速度为基础的高斯最小约束原理（Gauss’s principle of least constraint）
表述为3：对于 N 个粒子组成的系统，在理想约束条件下，在任意时刻位置、速度、

约束条件相同的条件下，对于所有加速度不同的运动，真实的运动使得约束量

Z :=
N∑
α=1

1

2m(α)

(
F(α) −m(α)ẍ(α)

)2 (7.20)

取极小值，即

δZ = −
N∑
α=1

(
F(α) −m(α)ẍ(α)

)
· δẍ(α) = 0. (7.21)

2约尔当原理由英国逻辑学家约尔当（Philip Jourdain，1879-1919）于 1908 年提出。
3高斯最小约束原理由德国著名数学家、物理学家、天文学家高斯（Johann Carl Friedrich Gauss，1777-1855）于

1829 年提出，其来自于高斯对于最小二乘法的研究。
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高斯最小约束原理也被称作高斯虚加速度原理。约束量 Z 衡量的是系统对于自由运

动的偏离。与达朗贝尔原理及约尔当原理相比，高斯最小约束原理对应二次型函数的

极值问题，便于计算机求解。

例 7.3 用高斯最小约束原理求解力学问题

考虑重力场中的自由落体粒子，重力为主动力。取直角坐标，x 方向为水平方向，z 方

向竖直向上，有

Z =
1

2m
(−mgez −mẍex −mz̈ez)

2 =
m

2

(
(g + z̈)2 + ẍ2) .

因此

δZ = m (g + z̈) δz̈ +mẍδẍ, ⇒ ẍ = 0, z̈ = −g.

习题

7.1 如图7.3所示，半径为 R 的光滑半球形碗固定于桌面上，长为 l（2R < l < 4R）的筷子

放在碗中，一端在碗外。用虚功原理求筷子静止时，筷子位于碗内部分的长度 a。

图 7.3:

7.2 用达朗贝尔原理导出图2.5中双摆的运动方程。
7.3 用达朗贝尔原理导出习题4.5中系统的运动方程。
7.4 选取合适的坐标，用高斯最小约束原理导出平面单摆的运动方程。
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8.1 两体系统

8.1.1 两体问题

两个相互作用粒子组成的封闭体系即两体系统。研究两体系统的运动问题即所

谓两体问题（two-body problem）。通常两体问题有严格解。
两体问题可分为三类。一种情况是两个粒子不会无限分离，保持有限距离，被称

为束缚态（bound state）。例如月亮绕地球、地球绕太阳的运动，以及经典图像下的电
子绕原子核的运动。另一种情况是两个粒子从无穷远处靠近，经相互作用改变彼此的

运动状态，之后又相互分离至无穷远，被称作碰撞（collision）或散射（scattering）。
例如粒子加速器中两粒子的对撞。还有一种情况是两粒子经过相互作用合二为一，或

者一个粒子一分为二，被称为俘获（capture）或衰变（decay）。

8.1.2 两体系统的拉格朗日量

设两粒子质量分别为 m1 和 m2，空间位置用直角坐标记为 x1 和 x2。两体系统

的动能为

T =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2. (8.1)

相互作用势能为 V = V (x1,x2)，只和两个粒子的空间位置有关。由空间的对称

性，可以对势能的形式作进一步的要求。如果要求空间是均匀的，即在空间平移变换

x1 → x1 + ξ 和 x2 → x2 + ξ 下，拉格朗日量不变。因为 ξ 是常矢量，动能不变。势

能则意味着有 V (x1,x2) = V (x1 + ξ,x2 + ξ)，满足这一性质的函数形式只能是

V (x1,x2) = V (x1 − x2) , (8.2)

即空间均匀性决定相互作用势能只和相对位置有关。如果进一步要求空间是各向同

性的，即在任意转动下也不变，则势能具有形式

V (x1 − x2) = V (|x1 − x2|) , (8.3)

即只和两粒子的相对距离大小有关，和方向无关。
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第八章 两体问题 8.1 两体系统

总之，在空间均匀和各向同性的要求下，两体系统的拉格朗日量为

L =
1

2
m1ẋ

2
1 +

1

2
m2ẋ

2
2 − V (|x1 − x2|) . (8.4)

对于两体系统，由于 (8.4) 中相互作用势能 V (|x1 − x2|) 的存在，第一个粒子 x1 的

运动方程中包含第二个粒子的位置信息 x2，反之亦然。这种“你中有我、我中有你”

的关系，被称作耦合（coupled）。

8.1.3 两体系统的退耦

以两体各自的坐标 x1,x2 为变量，两体系统的运动方程是耦合在一起的，这

为两体问题的求解带来困难。幸运的是，可以选取新的广义坐标使得两体系统退耦

（decoupled），即等效为两个相互独立的单粒子的运动。
考虑与 {x1,x2} 满足线性关系的一组新的坐标 {y1,y2}，线性变换关系为(

x1

x2

)
=

(
a b

c d

)(
y1

y2

)
, (8.5)

其中 a, b, c, d 为常数。在 (8.5) 的变换下，动能项变为

T =
1

2

(
ẋ1 ẋ2

)( m1 0

0 m2

)(
ẋ1

ẋ2

)

=
1

2

(
ẏ1 ẏ2

)( m1a
2 +m2c

2 m1ab+m2cd

m1ab+m2cd m1b
2 +m2d

2

)(
ẏ1

ẏ2

)
. (8.6)

如果要求用新的变量 y1,y2 表达的动能项是退耦的，就必须要求非对角元为零，即

m1ab+m2cd = 0. (8.7)

由 (8.5)，相互作用势能项变成 V = V (|(a− c)y1 + (b− d)y2|)。因此如果要求势能
项也是退耦的，则只能是 a = c 或 b = d。不失一般性，不妨取

a = c. (8.8)

同时满足 (8.7) 和 (8.8) 的线性变换的一般形式为(
y1

y2

)
=

(
1
a
xc

1
b

m2

m1+m2
r

)
, (8.9)

其中 a, b 为常数，这里自然出现了两体系统的质心位置 xc 和两粒子的相对位矢 r，

定义为

xc :=
m1x1 +m2x2

m1 +m2

, r := x1 − x2, (8.10)
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8.1 两体系统 第八章 两体问题

可见我们所寻找的、使得两体系统退耦的新变量 y1,y2 正是两体系统的质心位置和

相对位矢，如图8.1所示。

图 8.1: 两体系统的退耦。

既然 a和 b是任意非零常数，简单起见不妨取 a = 1和 b = m2

m1+m2
，即有 y1 = xc

和 y2 = r。此时动能项成为

T =
1

2

(
ẋc ṙ

)( mt 0

0 mr

)(
ẋc

ṙ

)
. (8.11)

如我们所期望的，在采用质心位置 xc 以及相对位矢 r 后，两体系统的动能项是完全

退耦的。其中，mt 为两体系统的总质量

mt ≡ m1 +m2, (8.12)

mr 被称为约化质量（reduced mass）

mr ≡
m1m2

m1 +m2

. (8.13)

相互作用势能项为 V = V (|x1 − x2|) = V (r)，只是两粒子相对距离、即相对位矢大

小 r ≡ |r| 的函数，也是完全退耦的。
总之，在空间均匀和各向同性的假设下，两体系统可以完全退耦，即约化为两个

单粒子的运动，分别对应两体系统的质心运动与相对运动。其中质心运动的拉格朗日

量为

Lc =
1

2
mtẋ

2
c , (8.14)

其等效于质量为 mt 的自由粒子。相对运动的拉格朗日量为

Lr =
1

2
m2

r ṙ
2 − V (r) , (8.15)

等效于位于中心势 V (r) 中质量为 mr 的粒子。
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8.2 中心势场

8.2.1 中心势场中的运动

两体系统的质心做匀速直线运动，因此我们重点关注两体系统的相对运动，即单

粒子在中心势场中的运动。记 m ≡ mr，拉格朗日量 (8.15) 的运动方程为

mr̈ = −∇V. (8.16)

由 ∇r = r
r
≡ r̂（见附录 (A.22)），(8.16) 又可以写成

mr̈ = −V ′ (r)
r

r
. (8.17)

中心势场具有球对称性，因此更方便的是选取球坐标 {r, θ, ϕ}。于是 (8.15) 成为

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
− V (r) . (8.18)

(8.18) 即是中心势场中粒子的拉格朗日量。对比球对称引力场中粒子在非相对论极限
下的拉格朗日量 (4.58)，正是其势能为牛顿引力势 (4.60) 的情形。
拉格朗日量 (8.18) 不含 ϕ，即 ϕ 是循环坐标，于是其共轭动量是运动常数，

pϕ ≡ ∂L

∂ϕ̇
= mr2 sin2 θϕ̇ =常数 ≡ Jz. (8.19)

这里 Jz 即相对于中心的角动量矢量在 z 轴方向的投影。由于空间（相对于中心）的

各向同性，我们可以随意选择坐标轴的方向，而无论如何选择，角动量在 z 轴方向的

投影都是常数。这种情况只有一种可能，即中心势场中粒子的角动量矢量守恒，

J =常矢量 , (8.20)

这意味着角动量矢量的 3 个分量都是常数。
中心势场中粒子的角动量守恒意味着中心势场中粒子必做平面运动。为了证明

这一点，只需要注意到角动量矢量的定义

J = r × p. (8.21)

上式意味着相对中心的位矢 r 和动量 p 都和角动量垂直，换句话说，粒子的运动完

全处于和角动量矢量 J 垂直的平面内，如图8.2所示。

图 8.2: 中心势场中粒子做平面运动。
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既然粒子在平面内运动，可取平面极坐标 {r, ϕ} 进一步简化计算。这时 (8.18)
变成（相当于 (8.18) 中令 θ → π

2
）

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− V (r) . (8.22)

这时 ϕ 是循环坐标，共轭动量是运动常数，

pϕ ≡ mr2ϕ̇ = J =常数 . (8.23)

因为这时已经将角动量矢量的方向取为 z 方向，所以 pϕ 即角动量的大小 J ≡ |J | ≡
|Jz|。(8.23)亦即角动量守恒。(8.23)实际上就是著名的开普勒第二定律（Second law
of Kepler）1，即行星在单位时间内扫过的面积是常数，如图8.3所示。由以上推导，开
普勒第二定律不依赖于势能 V (r) 的具体形式，而是中心势场的必然结果。

图 8.3: 开普勒第二定律：经过相同时间，行星从一点移动到另一点（如 A → A′、

B → B′ 或 C → C ′），轨道与中心连线所围成的面积（阴影部分）相等。

拉格朗日量 (8.22) 不显含时间，能量函数为运动常数

h ≡ 1

2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ V (r) =常数 ≡ E . (8.24)

对于中心势场中的粒子，因为动能是广义速度的齐次二次型，所以 E 即是粒子的总

能量。

以上我们得到中心势场中粒子的两个运动常数，角动量大小 J 和总能量 E。由

(8.23) 和 (8.24) 消去 ϕ̇，得到

E =
1

2
mṙ2 +

J2

2mr2
+ V (r) . (8.25)

这是关于径向坐标 r = r (t) 的单变量方程，且是个一阶方程。由 (8.25) 解出 ṙ，

dr
dt = ±

√
2

m
(E − V (r))− J2

m2r2
, (8.26)

1开普勒（Johannes Kepler，1571-1630）是德国天文学家、数学家，十七世纪科学革命的关键人物。开普勒关于
行星运动的著名定律改变了当时的天文学，并为牛顿万有引力定律的发现做出了重要启发。
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积分得到

t = ±
ˆ dr√

2
m
(E − V (r))− J2

m2r2

. (8.27)

给定势能 V (r)，原则上由 (8.27) 可积出得到 t = t (r)、亦即径向坐标随时间的演化

r = r (t)。再代入 (8.23)，即得到

ϕ = ϕ (t) =

ˆ
dt J

mr2(t)
, (8.28)

即角坐标随时间的变化关系。由 (8.23) 和 (8.26) 消去 dt，得到

mr2

J
dϕ = ± dr√

2
m
(E − V (r))− J2

m2r2

. (8.29)

对上式积分，即可得到轨道方程 r = r (ϕ)。遗憾的是，只有少数几种数学形式的 V (r)，

(8.29) 才可得到解析结果。

8.2.2 定性讨论

由 (8.23) 解得
ϕ̇ =

J

mr2
, (8.30)

由之可得到如下定性结论。因为角动量守恒，且 J > 0，因此 ϕ 总是随时间单调变

化，即粒子总是朝一个方向运动而不会回转。另一方面，(8.30) 意味着 ϕ̇ ∝ 1
r2
，即距

离中心越近转得越快，距离中心越远，转得越慢。这正是角动量守恒、以及势能与动

能互相转化的结果。

由 (8.25)，径向运动可以看成单粒子在有效势能2

Veff (r) = V (r) +
J2

2mr2
. (8.31)

中的一维运动。其中 J2

2mr2
可视为有效的离心势能。

由 (8.25) 得到

1

2
mṙ2 = E − Veff (r) = E − J2

2mr2
− V (r) ≥ 0, (8.32)

因此总能量不能小于有效势能 E ≥ Veff (r)，在总能量给定的情况下，径向坐标 r 的

运动范围由 ṙ = 0，即方程

E − J2

2mr2
− V (r) = 0 (8.33)

2在例5.4中曾指出，一般不能将运动方程（包括运动常数）代回原始拉格朗日量。这里也是一样。如果将 (8.30) 代
入拉格朗日量 (8.22) 中 L|

ϕ̇→ J
mr2

= 1
2
m

(
ṙ2 + r2 J2

m2r4

)
− V (r) = 1

2
mṙ2 + J2

2mr2
− V (r)，将得到错误的径

向运动的有效拉格朗日量。
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决定。此方程的零点即轨道的转变点。如果 (8.33) 只有 1 个零点，记为 r1，则粒子

径向做半无界的运动 r ≥ r1，即粒子从无穷远来，回到无穷远去。如果 (8.33) 有 2
个或更多零点，则粒子径向在能量允许的相邻两个零点（记为 r1 和 r2）之间做有界

运动 r1 ≤ r ≤ r2。

8.2.3 贝特朗定理

对于有界运动，由 (8.29)，在从 r1 到 r2、再回到 r1 的这一往复过程中，角度变

化为

∆ϕ = 2

ˆ r2

r1

J

r2
dr√

2m (E − V (r))− J2

r2

. (8.34)

若经过 n 个周期的往复，轨道闭合，即满足

n∆ϕ = m2π, m, n = 1, 2, 3, · · · . (8.35)

对于一般的中心势场，有界运动的轨道都不闭合。此时经过无限长的时间，轨道铺满

r1 和 r2 之间的圆环。如图8.4所示。

图 8.4: 中心势场中有界运动轨道的进动。

数学上可以证明，只有

V ∝ −1

r
, 和 V ∝ r2 (8.36)

两种形式的中心势场，有限运动的轨道才是闭合的。这个结论即所谓贝特朗定理

（Bertrand’s theorem）3。这两种中心势分别对应平方反比和线性吸引力，前者的

例子为牛顿万有引力以及静电场的库仑势，后者对应谐振子。进一步的分析表明，对

于平方反比力，轨道在经过一个径向往复周期后闭合；对于谐振子势，轨道在经过两

个径向往复周期后闭合（见习题8.3）。平方反比力和谐振子势、以及对二者小偏离时
的轨道如图8.5所示。

3贝特朗定理由法国数学家贝特朗（Joseph Louis François Bertrand，1822-1900）于 1873 年证明。
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第八章 两体问题 8.3 开普勒问题

图 8.5: 贝特朗定理，参数取 m = 1。(a) 粗实线对应 V = − 1
r
，虚线和细实线分别对

应 V = − 1
r0.9
和 V = − 1

r1.1
，初始条件为 r (0) = 1，ϕ̇ (0) = 0.5，ṙ (0) = ϕ (0) = 0。

(b) 粗实线对应 V = r2，虚线和细实线分别对应 V = r1.8 和 V = r2.2，初始条件为

r (0) = 1，ϕ̇ (0) = 0.6，ṙ (0) = ϕ (0) = 0。

在第4.4节中，我们看到牛顿引力只是在速度很低、引力很弱时的近似。根据爱
因斯坦的广义相对论，在太阳周围牛顿引力势相对平方反比律会有小的修正。而由贝

特朗定理，这意味着行星的轨道不再是闭合的。这一现象很早就在水星近日点的进动

中被发现，基于牛顿引力的模型对此无法完满解释。成功解释水星近日点的进动正是

广义相对论的成就之一。

8.3 开普勒问题

与到中心的距离成反比的中心势场

V (r) = −α
r

(8.37)

是最常见也是最重要的一种势场，其中 α > 0 对应吸引势，α < 0 对应排斥势。对这

一系统的求解称为开普勒问题（Kepler problem）。以下我们假定 α > 0。由 (8.31)
径向运动的有效势为

Veff (r) = −α
r
+

J2

2mr2
, (8.38)

如图8.6(a) 所示。有效势在 V ′
eff (r) = 0 处存在极值，对应

rm =
J2

mα
. (8.39)

且由 V ′′
eff (rm) =

α4m3

J6 > 0，所以是极小值，对应 Veff (rm) = −α2m
2J2 。此外，有效势曲

线存在零点，对应 r0 =
J2

2mα
。
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图 8.6: (a) 开普勒问题中径向运动的有效势能。(b) 给定 p、不同偏心率 e 对应的轨

道。

8.3.1 开普勒问题的求解

由图8.6(a)，根据系统能量的大小，可以将粒子的运动定性分为两类。当 (Veff)min ≤
E < 0，(8.33) 有两个零点。粒子限制于 r1 ≤ r ≤ r2 的环状区域做有界运动，这种

状态即束缚态。r1 被称作近日点（perihelion），r2 被称作远日点（aphelion）4。当

r1 = r2 = rm，即 E = (Veff)min，轨道为半径 rm 的正圆。当 E ≥ 0，(8.33) 有一个
零点。此时存在近日点 r1，但是不存在远日点。粒子可以运动至无穷远，因此做半

无界运动。当无限远离中心即 r → ∞ 时，Veff → −0，V ′
eff (r) → +0，此时中心对粒

子的作用随着距离的增大越来越弱。反过来，当接近中心即 r → 0 时，Veff → +∞，
V ′

eff (r) → −∞，此时粒子被中心强烈排斥。
由 (8.29)，轨道方程即

ϕ (r) =

ˆ
J

mr2
dr√

2
m

(
E + α

r

)
− J2

m2r2

. (8.40)

引入

p :=
J2

mα
, e :=

√
1 +

2EJ2

mα2
, (8.41)

其中 p 被称作半通径（semi latus rectum），e 被称作偏心率（eccentricity）。积分
(8.41) 可以解析积出

ϕ =

ˆ
dr p
r2

1√
e2 −

(
1− p

r

)2 u=1− p
r======

ˆ du√
e2 − u2

= arcsin
(u
e

)
+ ϕ0, (8.42)

这里 ϕ0 是积分常数，方便起见取 ϕ0 =
π
2
。于是轨道方程可以写成 u = −e cosϕ，即

r (ϕ) =
p

1 + e cosϕ . (8.43)

4近日点和远日点的英文都来自希腊语。其中近日点“perihelion”来自“peri”和“helios”，意思分别是“靠近”“太
阳”；远日点的英文“aphelion”来自“apo”和“helios”，“apo”意为“远离”。
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(8.43) 描述圆锥曲线。ϕ = 0 时对应 r = rm。根据能量大小，分为三种情形。总能量

E < 0，即 e < 1，轨道为椭圆；总能量 E = 0，即 e = 1，轨道为抛物线；总能量

E > 0，即 e > 1，轨道为双曲线。这三种情形的轨道如图8.6(b) 所示。
在椭圆轨道情形，粒子做往复的周期运动。近日点和远日点分别对应 (8.43) 中

ϕ = 0, π，即 r1 =
p

1+e
和 r2 =

p
1−e，因此椭圆轨道的长轴为

2a = r1 + r2 =
2p

1− e2
=

α

|E|
, (8.44)

即椭圆轨道长轴只与粒子的能量 E 有关，与椭圆形状无关。椭圆轨道的短轴为

b = a
√
1− e2 =

J√
2m |E|

, (8.45)

与能量和角动量都有关。粒子沿椭圆轨道运动一周所需时间即周期，由角动量守恒

(8.23)，Jdt = mr2dϕ，代入轨道方程 (8.43) 积分得到（也可直接利用椭圆面积公式）

T =

ˆ 2π

0

mr2 (ϕ)

J
dϕ =

m

J
2πab = πα

√
m

2 |E|3
= 2π

√
m

α
a3. (8.46)

这就是开普勒第三定律（Third law of Kepler），即椭圆轨道周期的平方与能量绝对
值的三次方成反比，或者与半长轴的三次方成正比。

8.3.2 拉普拉斯-龙格-楞次矢量

约翰•伯努利 Johann Bernoulli，（1667 年 8 月 6 日-1748 年 1 月 1 日），瑞士
中心势场的空间转动不变性和时间平移不变性分别导致了角动量 J 和总能量 E

的守恒。开普勒问题中轨道的闭合性意味着系统具有比时空对称性更高的对称性。这

种对称性导致新的运动常数，即所谓拉普拉斯-龙格-楞次矢量（Laplace-Runge-Lenz
vector），简称 LRL 矢量5，定义为

A = p× J − αm
r

r
. (8.47)

利用 p ≡ mṙ 和 J ≡ r × p，LRL 矢量可以展开写成

A = m2ṙ2r −m2 (ṙ · r) ṙ − αm
r

r
. (8.48)

5历史上 LRL矢量曾多次被重复发现。LRL矢量最初的发现实际应归功于雅各布•赫尔曼（Jakob Hermann，1678-
1733）和约翰•伯努利。随后拉普拉斯（Pierre-Simon Laplace，1749-1827）、哈密顿、吉布斯（Josiah Willard Gibbs，
1839-1903，美国物理学家）在其各自的研究中，应用不同的方法又独立、重复发现了 LRL 矢量。吉布斯的证明方法
后来被龙格（Carl Runge，1856-1927）作为例题写入了其一本关于矢量的教科书中。1924 年楞次（Wilhelm Lentz，
1888-1957）则引用了龙格的这一例题作为其关于氢原子论文的参考。直到 1926 年泡利应用 LRL 矢量和矩阵力学计
算氢原子光谱之后，LRL 矢量才进入物理学家的普遍视野，并有了现在的名字。
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由开普勒问题的运动方程 (8.17)，dp
dt = mr̈ = −V ′ (r) r

r
≡ − α

r3
r，于是

dA
dt =

dp
dt × J + p× dJ

dt︸︷︷︸
=0

+αm
1

r2
ṙr − αm

ṙ

r

= − α

r3
r × (r × p) + αm

1

r2
ṙr − α

1

r
p

= − α

r3
[
r (r · p)︸ ︷︷ ︸

=mrṙ

−r2p
]
+ αm

1

r2
ṙr − α

1

r
p = 0, (8.49)

其中用到了 r · p = mr · ṙ = 1
2
md(r·r)

dt ，因此 LRL 矢量确实是运动常数。
可以验证（见习题8.6）

A · J ≡ 0 , (8.50)

这意味着 LRL 矢量 A 和角动量矢量 J 垂直。而我们已经知道，中心势场中粒子

的轨道处于与角动量矢量 J 垂直的平面上，因此 LRL 矢量即位于轨道平面上，如
图8.7所示。

图 8.7: LRL 矢量位于轨道平面上。

利用 LRL 矢量，可以以非常简洁的方式得到轨道方程。既然 LRL 矢量 A 处

于轨道平面上且是常矢量，不妨将其取为轨道平面极坐标的极轴方向，即有 A · r =

Ar cosϕ。另一方面

A · r = (p× J) · r − α
m

r
r · r = (r × p) · J − αmr = J2 − αmr.

于是得到 Ar cosϕ = J2 − αmr，从中可立即解出轨道方程

r (ϕ) =
J2

αm+A cosϕ , (8.51)

其正具有 (8.43) 的形式。对比 (8.51) 和 (8.43)，得到

p =
J2

mα
, e =

A

mα
. (8.52)

同时 A = mαe 意味着

A2 = m2α2 + 2mEJ2 . (8.53)
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(8.53)表明，LRL矢量的大小并不是独立的，而是由总能量 E 和角动量大小 J 决定。

在开普勒问题中，我们有总能量 E、角动量 J 和 LRL 矢量 A 这 3 个运动常数，
即总共得到 1 + 3 + 3 = 7 个运动常数。而根据第5.1节的结论，开普勒问题作为 3 维
空间中单粒子系统，自由度为 3，有 5 个整体运动常数。实际上，(8.50) 和 (8.53) 正
表明 E,J ,A 之间不是完全独立的，而是满足 2 个关系，所以正好有 5 个独立的运

动常数。首先，当总能量 E 和角动量矢量 J 给定，E 和角动量的大小 J 决定轨道的

形状，角动量的方向则决定轨道平面的朝向。剩下的一个独立的运动常数对应 LRL
矢量的方向。实际上，LRL 矢量平行于轨道的对称轴（例如椭圆轨道的长轴）方向。
因为 5 个运动常数，完全确定了开普勒问题中轨道在空间中的形状。而 LRL 矢量的
守恒意味着轨道对称轴方向的固定，这正决定了轨道的闭合。由 (8.47)，A、p × J

和 αmr̂ 三矢量构成闭合三角形，如图8.8所示。

图 8.8: 开普勒问题的椭圆轨道情形 A、p× J 和 αmr̂ 等的几何关系。

由 LRL 矢量的定义 (8.47)，有 αmJ × r
r
= J × (p×J −A) = pJ2 −J ×A，两

边同求内积，得到（见习题8.6）

(
p− J ×A

J2

)2

=
(αm
J

)2
. (8.54)

因为角动量守恒，(8.54) 表明 p − J×A
J2 是一个长度固定为 αm

J
的矢量。将轨道平面

取为 {x, y}-平面，即有 J = Jez，p = pxex + pyey。令 LRL 矢量指向 x 方向，即

A = Aex。(8.54) 成为

p2x +

(
py −

A

J

)2

=
(αm
J

)2
. (8.55)

(8.55) 意味着在 {px, py}-平面上，粒子的动量轨迹是圆心为 {px, py} =
{
0, A

J

}
、半径

为 αm
J
的圆周，如图8.9所示。无论空间的椭圆轨道形状如何，动量空间中的轨迹总

是圆周，这正是开普勒问题具有比纯空间的转动对称性更高的对称性的反映。

经典力学 135 高显



8.3 开普勒问题 第八章 两体问题

图 8.9: 开普勒问题的动量轨迹为圆。

8.3.3 开普勒问题的对称性

中心势场的能量和角动量守恒都是时空对称性的结果。LRL矢量的存在表明，开
普勒问题除了角动量守恒对应的 3 维空间转动不变性和能量守恒对应的时间平移不
变性，还有额外的对称性。实际上，开普勒问题中存在不同的轨道对应同一能量正是

这一对称性的体现。这种对称性不是时空几何对称性的直接反映，而是来源于势能

−α
r
的特殊形式。

体现在变换关系上，LRL 矢量所对应的直角坐标 xi 的无穷小变换为

δ(j)xi = ϵ [2ẋixj − xiẋj − (r · ṙ) δij ] , i, j = 1, 2, 3, (8.56)

这里 ϵ 为无穷小参数，j 为给定某分量指标（在此方向的变换）。和纯坐标的变换不

同，变换 (8.56) 涉及速度，因此也被称作动力学对称性（dynamical symmetry）6。

由 (8.56)，

δ(j)ẋi ≡
d
dt
(
δ(j)xi

)
= ϵ

[
2ẍixj + ẋiẋj − xiẍj − ṙ2δij − (r · r̈) δij

]
. (8.57)

开普勒问题作用量的变换为

∆(j)S =

ˆ
dt
(
mṙ · δ(j)ṙ − α

r2
δ(j)r

)
, (8.58)

利用 (8.56) 和 (8.57)，可以验证（见习题8.7）

ṙ · δ(j)ṙ = ẋiδ(j)ẋi = ϵ
d
dt
[
ṙ2xj − (ṙ · r) ẋj

]
, (8.59)

1

r2
δ(j)r =

1

r3
xiδ(j)xi = −ϵ d

dt

(
1

r
xj

)
, (8.60)

即都可以写成时间全导数的形式。代入 (8.58)，即有

∆(j)S =

ˆ
dt

dF(j)

dt , F(j) = ϵ

[
m
(
ṙ2xj − (ṙ · r) ẋj

)
+ α

1

r
xj

]
, (8.61)

6我们曾在例5.13中讨论过各向同性谐振子所具有的动力学对称性。由于其不像时空对称性那么明显，动力学对称性
有时也被称作“隐蔽对称性”（hidden symmetry）。
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具有对称变换 (5.64) 的形式。可见变换 (8.56) 是开普勒问题的对称性。根据诺特定
理 (5.79)，存在运动常数

Q(j) =
1

ϵ

(
∂L

∂ẋi
δ(j)xi − F(j)

)
= mṙ2xj −m (ṙ · r) ẋj −

α

r
xj ≡

1

m
Aj , j = 1, 2, 3,

(8.62)
正是 LRL 矢量（见 (8.48)）。

以上我们从诺特定理的角度分析了开普勒问题的对称性。从几何的角度，可以证

明 3 维空间 −α
r
势场中粒子的运动，等价于约束在 4 维空间中 3 维球面上自由粒子

的运动7。3 维球面具有 4 维空间的转动不变性即所谓 SO(4) 对称性，这就导致等价

的 3 维开普勒问题具有同样的对称性。在第14.4.2节中，我们将基于泊松括号对开普
勒问题所具有的 SO(4) 对称性做进一步讨论。

8.4 弹性碰撞

若两个粒子在碰撞前后内部状态不发生改变，即被称为弹性碰撞（elastic colli-
sion）。因为碰撞过程时间很短，外界效应可以忽略，因此碰撞前后两体系统的总动
量、总角动量守恒。又因为每个粒子内部状态不变，碰撞前后，两粒子相距无穷远，

相互作用可忽略，因此总机械能守恒体现为总动能守恒。或者说，弹性碰撞前后动能

没有转化为其他形式的能量。

设碰撞前两粒子的动量分别为 p1 和 p2，碰撞后为 p′
1 和 p′2。在任意惯性参考系

中，系统的动量和动能守恒为

p1 + p2 = p′
1 + p′

2 = P , (8.63)
p21
2m1

+
p22
2m2

=
p′21
2m1

+
p′22
2m2

= E, (8.64)

这里 P 为系统的总动量，E 为总动能，都是常数，由初始条件确定。将 P 分成两部

分 P = P1 +P2，其中 P1 ≡ m1

m1+m2
P，P2 =

m2

m1+m2
P，则动量守恒 (8.63) 可以表示

为

p̃1 ≡ p1 − P1 = −p2 + P2 ≡ −p̃2, p̃′
1 ≡ p′

1 − P1 = −p′
2 + P2 ≡ −p̃′

2. (8.65)

其中 p̃1、p̃2、p̃′
1 和 p̃′

2 实际上就是质心系中碰撞前后的动量。再利用动能守恒 (8.64)，
可以验证

|p̃1| = |p̃2| = |p̃′
1| = |p̃′

2| = Pr, (8.66)

这里 Pr ≡
√
2mrEr，其中 Er = E− P 2

2mt
，mr 和 mt 分别为约化质量 (8.13) 和总质量

(8.12)。给定 P 和 E，则 Pr 是常数。(8.65) 和 (8.66) 即两体弹性碰撞的动量关系。
7有趣的是，这一事实直到量子力学建立后才在氢原子束缚态的研究中被发现。所谓 3 维球面即 4 维空间中距离原

点距离固定的点的集合，即满足 x2
1 + x2

2 + x2
3 + x2

4 = R2。
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(8.66) 表明，碰撞前后 4 个矢量 p̃1、p̃2、p̃′
1 和 p̃′

2 大小相等。从几何上，这相

当于其端点都处于半径为 Pr 的圆周上，如图8.10(a) 所示。其中 AB 对应总动量 P，

AO 对应 P1，OB 对应 P2，OD 对应 p̃1（DO 即对应 p̃2 = −p̃1），OC 对应 p̃′
1（CO

对应 p̃′
2 = −p̃′

1）。给定初始条件，则 A 点、B 点和 D 点的位置固定，而碰撞后对应

的 C 点由相互作用的具体情况决定。

以上讨论在任意惯性系中都成立。一个特殊的选择是质心系，对应 P = 0，这相

当于图8.10(a) 中 A 点和 B 点都被压缩到 O 点，如图8.10(b) 所示。可见在质心系
中，碰撞前后两个粒子动量大小不变，只是方向发生改变。

图 8.10: 弹性碰撞的动量关系，(a) 一般惯性系，(b) 质心系。

另一种常见的选择是碰撞前一个粒子（设为 m2）静止的惯性系（即靶核静止），

对应 p2 = 0，即有 P = p1 以及 |P2| = Pr。从几何关系上，这相当于图8.10(a) 中 B

点和 D 点合并，且都处于圆周上，如图8.11所示。根据 m1 和 m2 的相对大小，A 点

可以处于圆周内或者外部。

图 8.11: 靶核静止系中的动量关系，(a) m1 < m2，(b) m1 > m2。

因为碰撞前 m2 静止，因此图8.11中 AB 即对应碰撞前 m1 的动量 p1 ≡ P，ϕ1

和 ϕ2 则对应碰撞后两个粒子运动偏离 p1 的方向，θ 对应碰撞后 m1 在质心系中的

偏转角。由几何关系，ϕ1 和 ϕ2 由 θ 决定，

tanϕ1 =
m2 sin θ

m1 +m2 cos θ , ϕ2 =
π − θ

2
. (8.67)
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若m1 < m2，则碰撞后m1的运动可能沿着任意方向。若m1 > m2，则碰撞后m1的偏

转角有最大值 ϕ1max，对应图8.11(b)中 AC 与圆周相切的情形，满足 sinϕ1max = m2

m1
。

8.5 散射

8.5.1 散射角

上节指出，碰撞后两粒子的偏转方向 ϕ1 和 ϕ2 归结为求 m1 在质心系中的偏转

角 θ，这就需要知道两体相互作用势能 V (r) 的具体形式。这一问题等价于求解质量

为 mr 的粒子在中心势场 V (r) 中的轨道方程，如图8.12所示。因为在中心势场中轨
道相对于过中心和轨道 r = rmin 点的连线（图中 OA）对称，因此轨道的两条渐进

线相对于连线的夹角相同，记为 φ0，由轨道方程 (8.29) 给出

φ0 =

ˆ +∞

rmin

dr J
r2

1√
2mr (E − V (r))− J2

r2

. (8.68)

其中 r 的最小值 rmin 由 E = J2

2mrr2min
+ V (rmin) 给出。于是散射角 θ 为

θ = π − 2φ0. (8.69)

图 8.12: 散射角。

在弹性散射问题中，采用无穷远处的速度 v∞ 和瞄准距离 b 来代替运动常数 E

和 J，满足

E =
1

2
mrv

2
∞, J = mrbv∞. (8.70)

因此瞄准距离即中心到 v∞ 方向的垂直距离，如图8.12所示。代入 (8.68)，得到

φ0 =

ˆ +∞

rmin

dr b
r2

(
1− b2

r2
− 2V (r)

mrv2∞

)− 1
2

. (8.71)

(8.71) 即由相互作用势能 V (r) 和初始条件 v∞、b 决定散射角的基本公式。对于不同

的 v∞ 和 b，粒子的散射轨迹如图8.13所示。
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图 8.13: V (r) = 1/r 情形粒子的散射轨迹，参数取 mr = 1。(a) 给定 b = 2，不同的

v∞。(b) 给定 v∞ = 1，不同的 b。

8.5.2 散射截面

实际问题中，通常遇到的不是单个粒子的散射，而是大量具有相同速度的全同粒

子所组成的粒子束的散射。此时如图8.13(b) 所示，粒子束内不同的粒子有不同的瞄
准距离 b，于是有不同的散射角 θ。假设粒子束在垂直于入射方向的横截面上的分布

是均匀的。记单位时间通过单位横截面的粒子数为 n，其衡量的即粒子束的“强度”。

如图8.14所示，记单位时间被散射到 θ 至 θ + dθ 之间的粒子数为 dN，定义

dσ =
dN
n

≡ f (θ) dθ, (8.72)

其具有面积的量纲，被称为微分散射截面（differential cross section）。这里 f (θ) 则

是粒子束经在散射后对散射角 θ 的分布函数。

图 8.14: 微分散射截面。

若散射角 θ和瞄准距离 b之间是一一对应的，则有函数关系 θ = θ (b)或 b = b (θ)。

例如对于 V = 1
r
形式的势能，由图8.13(b)知，θ 随着 b单调下降，因此两者确实是一

一对应的。这时，瞄准距离在 b (θ) ∼ b (θ)+ db (θ) 之间的粒子，被散射到 θ ∼ θ+ dθ
之间。由图8.14，这一区间的粒子数为 dN = n2πbdb，代入 (8.72) 得到

dσ = 2πbdb. (8.73)

(8.73) 即微分散射截面与瞄准距离的关系。给定相互作用势能 V (r)，则可以求得
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b = b (θ)，于是有

dσ = 2πb (θ)

∣∣∣∣db (θ)dθ

∣∣∣∣ dθ, (8.74)

此即微分散射截面与散射角的关系。这里取绝对值是因为 db
dθ 可能为负（例如 V = 1

r

的情形）。

粒子束在散射前后都是以粒子束中心轴对称的，因此实际中更方便的是考虑散

射后粒子数对于轴对称的立体角 dω（而不是平面角 dθ）的分布，这里 dω ≡ dS
r2

=
rdθ·2πr sin θ

r2
= 2π sin θdθ。代入 (8.74)，

dσ = 2πb (θ)

∣∣∣∣dbdθ

∣∣∣∣ dω
2π sin θ =

b (θ)

sin θ

∣∣∣∣db (θ)dθ

∣∣∣∣ dω. (8.75)

实验上可以测得 n，同时可以在以散射中心为球心的球面上测量散射粒子数 dN =

ndσ 随 dω 的分布，这相当于测得 b(θ)
sin θ

∣∣ db
dθ

∣∣，原则上即可推知 b = b (θ) 式，从而得知

相互作用 V (r) 的具体形式。

习题

8.1 根据习题4.7的结论，（1）利用直角坐标和球坐标的关系，求 {px, py, py} 与 {pr, pθ, pϕ}
的关系；（2）求粒子的动量平方 p2 在球坐标下的表达式。

8.2 两质量同为 m 的小球用无质量弹簧连接，弹簧松弛长度为 l。其中一个小球悬挂于固定

点，系统在竖直平面内摆动。若悬挂处突然脱落，求系统此后的运动情况。

8.3 质量为 m 的粒子在中心势场 V (r) = 1
2
kr2 中运动，其中 k 为正的常数。（1）证明粒子

的轨道是椭圆，并求轨道方程；（2）求粒子做圆周运动的半径和周期。
8.4 粒子在中心势场 V (r) = − α

r3
中运动，其中 α 为正的常数。定性讨论粒子的运动情况，

给出粒子的径向运动有界、无界的条件。

8.5 粒子在中心势场 V (r) = −α
r
− β

r2
中运动，其中 α 和 β 为正的常数。定性讨论粒子的

运动情况，给出粒子的径向运动有界、无界的条件。

8.6 对于开普勒问题，根据 LRL 矢量的定义及矢量运算，证明：（1）A · J = 0；（2）
(J ×A)2 = J2A2；（3）(8.54)。

8.7 证明 (8.59) 和 (8.60)。
8.8 考虑摆长为 l、摆球质量为 m 的单摆，忽略摆杆的质量。假设摆的运动不限制在竖直平

面内，取球面角坐标 {θ, ϕ}。（1）写出系统的拉格朗日量并分析系统的运动常数；（2）求球面摆的
轨道方程（即 θ 和 ϕ 的关系）和摆动周期，表达成积分形式。

8.9 质量为 m 的粒子在中心势场 V (r) = −α e
−λr

r
中运动，其中 α 和 λ 都是正的常数。（1）

定性讨论粒子的运动，给出粒子的径向运动有界、无界的条件；（2）求粒子做圆周运动的半径和周
期。

8.10 已知粒子在某中心势场中轨道在极坐标下为螺旋线 r (ϕ) = aϕ2，其中 a 为常数。求中

心势场 V (r) 的形式。

8.11 考虑半径为 R 的球形势阱，有 r > 0 时 V = 0，r ≤ R 时 V = −V0，其中 V0 是正的

常数。求粒子被球形势阱散射的微分散射截面。

8.12 求粒子在势场 V (r) = α
r2
（α > 0）中的微分散射截面。
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第九章 微扰展开

9.1 线性化与微扰论

现实世界是高度非线性的。物理系统的拉格朗日量往往非常复杂，是广义坐标、

广义速度等的非线性函数。相应的运动方程也是高度非线性的。对于非线性系统，目

前仍然缺乏普适的解决方案1。但是对于线性（linear）系统，已经发展出一套系统、
有效且普适的解决方案。所以面对任何一个实际物理系统，第一步就是希望将其线性

化（linearization）。线性化是物理学和相关数学贯穿始终的一个核心观念。可以说，
大部分物理概念、方法、技巧都建立在线性化的基础上。

线性化是基于如下的基本观念。假设物理系统所有可能的“解”构成一个集合，

或者说“解空间”，如图9.1中的 Σ。由于物理系统的高度非线性，我们无法直接求得

所有这些解。实际上，我们能够求得的可能只是某些简单的特解。现在假设有一个特

解，例如图9.1中的 σ0。所谓线性化，即将物理系统在已知的解附近做近似，保留到

线性阶，于是得到一个线性系统，如图9.1中方框区域。我们对于线性系统有着有效的
处理方法，于是就可以得到和已知解稍许不同的另一个新解 σ1。重复此步骤，就可以

一点点拓宽在物理系统在解空间中的已知区域。这个过程就是微扰论（perturbation
theory）。

图 9.1: 线性化与微扰论。

12021 年诺贝尔物理学奖授予 S. Manabe、K. Hasselmann 和 G. Parisi，以表彰他们对复杂物理系统的理解做出
的突破性贡献。但是对于高度非线性的复杂系统的完全解决仍然任重道远。
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9.2 函数的微扰展开

微扰论的基本手续是微扰展开（perturbative expansion）。数学中的泰勒公式即
微扰展开最简单的例子。作为类比，我们先对熟悉的函数在极值点附近的微扰展开做

回顾，以帮助理解微扰展开的概念。

考虑一元函数 F (x)，在某点 x̄ 处的值为 F (x̄)。现在要问，当变量 x 与 x̄ 有小

的偏离，记

x = x̄+ δx, (9.1)

则由之产生的 F (x) 与 F (x̄) 的偏离是多少？答案已经由泰勒公式告诉我们，

F (x̄+ δx)− F (x̄) = F ′ (x̄) δx︸ ︷︷ ︸
=0

+
1

2
F ′′ (x̄) (δx)

2
+ · · · . (9.2)

在微扰展开的语言中，相对其做展开的点 x̄ 被称作背景（background），对背景的小
“偏离”δx 被称作扰动（perturbation）或微扰。在 (9.2) 中，F̄ ≡ F (x̄) 即函数的背

景值（background value），只和 x̄ 有关。(9.2) 等号右边第一项为扰动 δx 的线性项

（linear term）F1 (δx) ≡ F ′ (x̄) δx，其系数是函数一阶导数的背景值。特别是，如果背

景 x̄是函数的极值点，即 F ′ (x̄) = 0，则有 F1 (δx) ≡ 0。即若背景为极值点，微扰展开

的线性项恒为零。第二项为展开的二次项（quadratic term）F2 (δx) ≡ 1
2
F ′′ (x̄) (δx)

2，

是扰动 δx 的二次型，系数是函数二阶导数的背景值。可见，函数在极值点处微扰展

开的领头项是扰动 δx 的二次项。从这个意义上，二次项 F2 (δx) 是在极值点 x̄ 附近、

函数微扰展开的领头阶近似（leading order approximation）或最低阶近似（lowest
order approximation）。(9.2) 中省略号代表展开的高阶项，则可视为更高阶的修正。

例 9.1 开普勒问题径向有效势能的微扰展开

考虑开普勒问题中径向有效势能 (8.38)，Veff (r) = −α
r
+ J2

2mr2
，设 α > 0。其极值点

由 (8.39) 给出为 rm = J2

mα
。径向坐标 r 相对于极值点 rm 的偏离记为 r = rm + ρ，这里 ρ

即径向坐标的扰动。泰勒展开得到

Veff (rm + ρ) = Veff (rm) + V ′
eff (rm) ρ︸ ︷︷ ︸

≡0

+
1

2
V ′′

eff (rm) ρ2 +
1

3!
V ′′′

eff (rm) ρ3 + · · ·

= −α
2m

2J2
+
α4m3

2J6
ρ2 − α5m4

J8
ρ3 + · · · . (9.3)

这里二阶项 α4m3

2J6 ρ2 即有效势在极值点处扰动的领头阶近似。作为直观的例子，定义有限

项的求和 VN ≡ Veff (rm) +
∑N
n=2

1
n!
V

(n)
eff (rm) ρn，其意义是有效势在极值点处扰动的前 N

项近似，其与完整的有效势的对比如图9.2所示。
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图 9.2: 开普勒问题 Veff (r) 在极值点处的微扰展开前几阶，参数取 α = 1，

J = 1，m = 10。(a) 整体。(b) 极值点附近。

9.3 作用量的微扰展开

9.3.1 单自由度

简单起见，先考虑单自由度的系统，拉格朗日量为 L (t, q, q̇)。给定一组运动方

程，有无穷多个解，对应无穷多种初始（边界）条件。假定已知系统的运动方程的某

组特解 q̄ = q̄ (t)，其满足运动方程即意味着、其使得作用量取极值，

− δS

δq

∣∣∣∣
q̄

=

(
d
dt
∂L

∂q̇
− ∂L

∂q

)∣∣∣∣
q̄

= 0, (9.4)

这里下标“q̄”表示特解 q̄ (t) 对应的值。在微扰展开中，这个已知的特解 q̄ (t) 被称作

背景位形（background configuration），简称背景。现在考虑系统对这组特解的“小
偏离”，记作2

q (t) = q̄ (t) + ϵδq (t) . (9.5)

这里 δq 即表征系统位形对背景位形 q̄ 的偏离，被称作扰动（perturbation）。ϵ 是用
来表征扰动大小的小量。“扰动”总是围绕某个已知的“背景”做展开，正如《春江

花月夜》中写道：“春江潮水连海平，海上明月共潮生。滟滟随波千万里，何处春江

无月明。”作为非常形象的例子，一望无际的海面即是背景，其上的波光荡漾即是扰

动。作用量 S [q] = S [q̄ + ϵδq] 是 ϵ 的普通函数，可以做普通的泰勒展开，得到

S [q̄ + ϵδq] =

ˆ
dt L (t, q̄ + ϵδq, ˙̄q + ϵδq̇) =

ˆ
dt

∞∑
n=0

ϵn

n!

[(
δq

∂

∂q
+ δq̇

∂

∂q̇

)n
L

]∣∣∣∣
q̄

≡ S0 + ϵS1 + ϵ2S2 + ϵ3S3 + · · · . (9.6)
2可见“δ”符号真是万能，既可以表示“变分”，还可以表示“变换”，这里又表示“扰动”。但是总归是万变不离其

宗—---函数的无穷小变化。
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我们按照 ϵ 的阶数，对 Sn 逐阶讨论。

在 0 阶，

S0 [q̄] ≡
ˆ

dtL (t, q̄, ˙̄q) , (9.7)

就是背景本身的作用量。对其再做变分，即重新得到背景运动方程 (9.4)。
在 1 阶，扰动的一阶作用量为

S1 [δq] =

ˆ
dt
(
∂L

∂q

∣∣∣∣
q̄

δq +
∂L

∂q̇

∣∣∣∣
q̄

δq̇

)
'
ˆ

dt
(
∂L

∂q
− d

dt
∂L

∂q̇

)∣∣∣∣
q̄︸ ︷︷ ︸

=0

δq ≡ 0. (9.8)

与函数在极值点处展开的一阶项正比于背景的一阶导数类似，扰动的一阶拉格朗日

量正比于背景运动方程，而背景运动方程当然是满足的，所以

δS

δq

∣∣∣∣
q̄

= 0, ⇒ S1 [δq] ≡ 0 . (9.9)

因此，扰动的一阶作用量恒为零。

在 2 阶，扰动的二次作用量（quadratic action）为

S2 [δq] =

ˆ
dt
(
1

2
G (δq̇)

2
+Nδq̇δq +

1

2
M (δq)

2

)
, (9.10)

相应的被积函数即扰动的二次拉格朗日量，其中

G =
∂2L

∂q̇2

∣∣∣∣
q̄

, N =
∂2L

∂q̇∂q

∣∣∣∣
q̄

, M =
∂2L

∂q2

∣∣∣∣
q̄

, (9.11)

都是“背景”q̄ 的函数。利用分部积分 Nδq̇δq ' − 1
2
Ṅ(δq)2，得到

S2 [δq] '
ˆ

dt1
2

[
G (δq̇)

2 −W (δq)
2
]
, (9.12)

其中

W = −M + Ṅ . (9.13)

根据以上讨论，围绕某个背景做微扰展开，即得到扰动的作用量。因为背景是系统运

动方程的解，即背景运动方程总是满足，所以扰动的一阶作用量恒为零。因此，扰动

的领头阶作用量是二次作用量。

以上我们从一般的拉格朗日量出发，给出了微扰展开得到扰动拉格朗日量的一

般形式。实际计算中，并不是先对拉格朗日量求导再代入背景解，而是直接对原始拉

格朗日量做展开即可。熟悉之后，也可以略去 ϵ。
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例 9.2 单摆的扰动

单摆的拉格朗日量为 (4.73)，L = 1
2
ml2θ̇2 +mgl cos θ。假设已知 θ̄ (t)，作为背景解，

满足运动方程 (4.74)，即 ¨̄θ + g
l

sin θ̄ = 0。考虑另一个可能解，与背景有小的偏离，记为

θ = θ̄ + ϵδθ，这里 δθ 即扰动。代入拉格朗日量，展开得到

L =
1

2
ml2

(
˙̄θ + ϵδθ̇

)2
+mgl cos

(
θ̄ + ϵδθ

)
= L0 + ϵL1 + ϵL2 + · · · .

其中 L0 = 1
2
ml2 ˙̄θ2 +mgl cos θ̄ 即背景拉格朗日量，与原始拉格朗日量形式完全一样，只是

其中的变量都是背景 θ → θ̄ 和 θ̇ → ˙̄θ。L1 为扰动的一阶拉格朗日量，做分部积分后，系数

正比于背景运动方程，

L1 = ml2
(
˙̄θδθ̇ − g

l
sin θ̄δθ

)
≃ −ml2

(
¨̄θ +

g

l
sin θ̄

)
︸ ︷︷ ︸

=0

δθ ≡ 0,

因此恒为零。这其实相当于将变分求运动方程的手续又操作了一遍。L2 为扰动 δθ 的二次

拉格朗日量，

L2 =
1

2

(
ml2

(
δθ̇
)2

−mgl cos θ̄ (δθ)2
)
, (9.14)

对比 (9.12)，系数为 G = ml2 和 W = mgl cos θ̄，都是背景（已知）的函数。

9.3.2 多自由度

以上讨论对于多个自由度系统的推广是直接的。记广义坐标为 {qa}，a = 1, · · · , s，
拉格朗日量为 L (t, q, q̇)，扰动记为

qa (t) = q̄a (t) + ϵδqa (t) , a = 1, · · · , s, (9.15)

这里 {q̄a (t)} 为某组已知的特解，{δqa} 代表扰动。与单自由度作用量的展开形式类
似，作用量 S [q̄ + ϵδq] 展开得到

ˆ
dtL

(
t, q̄ + ϵδq, ˙̄q + ϵδq̇

)
=

ˆ
dt

∞∑
n=0

ϵn

n!

[(
δqa

∂

∂qa
+ δq̇a

∂

∂q̇a

)n
L

]∣∣∣∣
q̄

≡ S0 [q̄] + ϵ S1 [δq]︸ ︷︷ ︸
=0

+ϵ2S2 [δq] + ϵ3S3 [δq] + · · · .(9.16)

S0 [q̄] =
´

dtL
(
t, q̄, ˙̄q

)
是背景作用量，扰动的一阶作用量恒为零 S1 [δq] ≡ 0。

在 2 阶，直接展开得到扰动的二次作用量为

S2 [δq] =

ˆ
dt
(
1

2
Gabδq̇

aδq̇b +Nabδq̇
aδqb +

1

2
Mabδq

aδqb
)
, (9.17)

这里

Gab :=
∂2L

∂q̇a∂q̇b

∣∣∣∣
q̄

, Nab :=
∂2L

∂q̇a∂qb

∣∣∣∣
q̄

, Mab :=
∂2L

∂qa∂qb

∣∣∣∣
q̄

, (9.18)
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都是背景的函数。与单自由度情形类似，(9.17) 形式上未必是最简。可以验证（见习
题9.3），扰动的二次作用量可以通过分部积分约化为

S2 [δq] =

ˆ
dt
(
1

2
Gabδq̇

aδq̇b +
1

2
Fabδq̇

aδqb − 1

2
Wabδq

aδqb
)
, (9.19)

其中

Fab = Nab −Nba, Wab = −Mab + Ṅba, (9.20)

注意 (9.19) 中，Gab 和 Wab 是对称的，而 Fab 是反对称的。在单自由度情形，(9.19)
即回到 (9.12)。用矩阵形式，(9.19) 也可写成

S2 [δq] =

ˆ
dt
(
1

2
(δq̇)

T
Gδq̇ +

1

2
(δq̇)

T
F δq − 1

2
(δq)

T
W δq

)
. (9.21)

例 9.3 中心势场中的扰动

考虑中心势场中的粒子，约化成 2 维平面上的运动，拉格朗日量为 (8.22)，即 L =
1
2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
− V (r)。假设已知解 r̄ (t) 和 ϕ̄ (t)，作为背景。考虑另一组可能解，记为

r = r̄ + ρ 和 ϕ = ϕ̄+ φ，这里 ρ 和 φ 是即扰动。代入原拉格朗日量，展开得到

L =
1

2
m

[(
˙̄r + ρ̇

)2
+ (r̄ + ρ)2

(
˙̄ϕ+ φ̇

)2]
− V (r̄ + ρ) = L0 + L1 + L2 + · · · .

其中，L0 = 1
2
m
(
˙̄r2 + r̄2 ˙̄ϕ2

)
− V (r̄) 即背景拉格朗日量，其和原始拉格朗日量 (8.22) 形式

完全一样，只是其中的量都是背景量。L1 为扰动的一阶拉格朗日量，做分部积分后，系数

正比于背景运动方程，

L1 = m
(
˙̄rρ̇+ r̄2 ˙̄ϕφ̇+ r̄ ˙̄ϕ2ρ

)
− V ′ (r̄) ρ

≃
[
−m¨̄r +mr̄ ˙̄ϕ2 − V ′ (r̄)

]
︸ ︷︷ ︸

=0

ρ−m
d
dt

(
r̄2 ˙̄ϕ
)

︸ ︷︷ ︸
=0

φ = 0.

L2 为扰动 ρ 和 φ 的二次拉格朗日量，

L2 ≡ 1

2
mρ̇2 +

1

2

(
m ˙̄ϕ2 − V ′′ (r̄)

)
ρ2︸ ︷︷ ︸

ρ的部分

+
1

2
mr̄2φ̇2︸ ︷︷ ︸
φ的部分

+2mr̄ ˙̄ϕρφ̇︸ ︷︷ ︸
ρ,φ的耦合

, (9.22)

其中系数都是背景（已知）的函数。

总之，作用量的微扰展开得到扰动的作用量，具有形式

S [q̄ + δq]− S [q̄] = S2 [δq]︸ ︷︷ ︸
自由部分

+S3 [δq] + S4 [δq] + · · ·︸ ︷︷ ︸
相互作用

. (9.23)

扰动的二次作用量 S2 [δq] 是扰动的领头阶近似，被称作自由部分（free part）。对扰
动的二次作用量变分可知，“二次作用量”对应“线性运动方程”。亦即，扰动的二次

作用量 S2 [δq]描述的是一个线性系统，有系统且通用的求解方法。在微扰理论中，二
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次作用量（或对应的线性运动方程）是讨论的起始点。扰动的更高阶 S3 [δq]、S4 [δq]

等等，对应更高阶的修正，被称作扰动的相互作用（interations）。由变分法，扰动的
n 阶作用量对应 (n− 1) 阶运动方程。因此扰动的相互作用对应扰动的非线性运动方

程。

9.4 稳定平衡位形附近的微扰展开

在实际问题中，经常遇到的是对平衡位形（equilibrium configuration）的扰动。
所谓“平衡”，即不再随时间变化，

q̄a =常数 , a = 1, · · · , s, (9.24)

换句话说，平衡位形即系统运动方程的静态（static）解。本节中，我们限于讨论非
相对论性、定常约束系统，即 (4.72) 形式的拉格朗日量。

9.4.1 单自由度

首先考虑考虑单自由度情形。平衡位形的广义坐标不随时间变化，因此由运动方

程 (9.4)，平衡条件 (9.24) 等价于(
d
dt
∂L

∂q̇
− ∂L

∂q

)∣∣∣∣
q̄

=
∂2L

∂q∂q̇

∣∣∣∣
(q̄)

˙̄q +
∂2L

∂q̇2

∣∣∣∣
q̄

¨̄q︸ ︷︷ ︸
=0

− ∂L

∂q

∣∣∣∣
q̄

= 0, ⇒ ∂L

∂q

∣∣∣∣
q̄

= 0. (9.25)

对于非相对论性定常系统，拉格朗日量为 L = T − V = 1
2
G (q) q̇2 − V (q)。因此平衡

条件即
dV
dq

∣∣∣∣
q̄

= 0 , (9.26)

对应势能的极值点。

通常要求扰动的背景是稳定（stable）的，即小扰动不会随着时间无限增大。在
领头阶，这就要求扰动的线性运动方程是小振动方程，这样扰动才会围绕背景做往复

振动，而不会无限偏离。扰动的二次作用量由 (9.12)给出，对于平衡位形 G和 W 都

是常数。小振动方程要求 W/G > 0。对于非相对论性定常系统，

G =
∂2L

∂q̇2

∣∣∣∣
q̄

=
∂2T

∂q̇2

∣∣∣∣
q̄

, W = − ∂2L

∂q2

∣∣∣∣
q̄

=
d2V

dq2

∣∣∣∣
q̄

. (9.27)

通常动能总是正的即 G > 0，因此稳定性要求

d2V

dq2

∣∣∣∣
q̄

> 0 . (9.28)
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结合 (9.26) 和 (9.28)，若系统的势能在某位置有严格的极小值，则此位置是系统的稳
定平衡位置，如图9.3所示3。值得一提的是，(9.28) 本身是稳定性的充分条件，但并
不必要，因为势能的极小值处有可能 V ′′ (q̄) = 0。我们将在第十章详细讨论小振动的

求解。

图 9.3: 单自由度系统的势能与平衡位置。其中 A,B,C,D,E 都是平衡位置，但是只

有 B,D 是稳定的。

例 9.4 单摆的平衡位置及其稳定性

我们在例9.2中已经讨论了单摆的扰动。由单摆的拉格朗日量，平衡位置对应 V ′ (θ) =

mgl sin θ = 0，即 θ = 0 或 θ = π 处，分别对应最低点和最高点。由 V ′′ (θ) = mgl cos θ，
最低点 V ′′ (0) = mgl > 0，因此是稳定平衡位置；最高点 V ′′ (π) = −mgl < 0，因此是不

稳定的。单摆相对最低点的扰动（记为 δθ = φ）的拉格朗日量展开为

L =
1

2
ml2 (0 + φ̇)2 +mgl cos (0 + φ) =

1

2
ml2φ̇2 +mgl

(
1− φ2

2
+
φ4

24
+ · · ·

)
= mgl +

1

2
ml2φ̇2 − 1

2
mglφ2︸ ︷︷ ︸

二次拉格朗日量

+mgl
φ4

24
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

高阶修正

.

其中领头阶近似由二次拉格朗日量 L2 = 1
2
ml2φ̇2 − 1

2
mglφ2 描述，其对应一个振动频率为√

g/l 的谐振子。在例13.10中，我们将在相空间中进一步分析单摆的运动及平衡位置的稳定
性。

例 9.5 旋转圆环上的粒子与自发对称性破缺

如图9.4所示，质量为 m的粒子在半径为 R 的光滑圆环上运动，圆环水平高度固定，在

外界驱动下绕着中心轴以恒定角速度 ω 转动。这是一个单自由度的非定常约束系统，我们

在例2.9已经讨论了其约束。

3这一结论也被称作平衡位置稳定性的拉格朗日定理，是拉格朗日在其《分析力学》中最早提出的。
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图 9.4: 旋转圆环上的小球。

取广义坐标为 θ，粒子的拉格朗日量为

L =
1

2
mR2

(
θ̇2 + ω2 sin2 θ

)
+mgR cos θ ≡ 1

2
mR2θ̇2 − Veff (θ) , (9.29)

其中 Veff (θ) 为有效势能

Veff (θ) = −mR2

(
1

2
ω2 sin2 θ +

g

R
cos θ

)
. (9.30)

虽然这是非定常约束系统，但是因为拉格朗日量 (9.29) 具有单自由度定常系统的形式，因
此 (9.26) 和 (9.28) 的条件是适用的。粒子的平衡位置对应有效势能的极值点 V ′

eff (θ) =

−mR sin θ
(
Rω2 cos θ − g

)
= 0。根据角速度 ω 与

√
g
R
的相对大小，有两种情况。若

ω <
√

g
R
，这时 V ′

eff (θ) = 0 只有一个解 θ = 0 即圆环的最低点。由 V ′′
eff (θ) =

−mR
(
Rω2 cos (2θ)− g cos θ

)
，V ′′

eff (0) = −mR2ω2
(
1− g

Rω2

)
> 0，因此 θ = 0 是稳定

平衡位置。定义扰动 φ 为 θ = 0 + φ，则 φ 的二次拉格朗日量为

L2 =
1

2
mR2φ̇2 − 1

2
mR2ω2

( g

Rω2
− 1
)
φ2. (9.31)

若 ω ≥
√

g
R
，此时，除了 θ = 0，出现另两个极值点 θ± ≡ ± arccos

(
g

Rω2

)
。因为

V ′′
eff (0) = −mR2ω2

(
1− g

Rω2

)
< 0，这时最低点 θ = 0 不再是稳定平衡位置，而

V ′′
eff (θ±) = mR2ω2

(
1− g2

R2ω4

)
> 0，所以 θ± 是新的稳定平衡位置。定义扰动 φ 为

θ = θ± + φ，则 φ 的二次拉格朗日量为

L2 =
1

2
mR2φ̇2 − 1

2
mR2ω2

(
1− g2

R2ω4

)
φ2.

有效势能 (9.30) 在不同 ω 取值如图9.5(a) 所示。如图9.5(b) 所示，随着 ω 的连续变化，粒

子的稳定平衡位置出现了“突变”。
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图 9.5: (a) 旋转圆环上粒子的有效势能 Veff (θ)。(b) 平衡位置随角速度 ω 的变

化。参数取 m = 1，R = 1，g = 1。

粒子的能量函数为 h = ∂L

∂θ̇
θ̇−L = 1

2
mR2θ̇2+Veff (θ)。注意非定常约束系统 h ̸= T +V，见

例5.6的讨论。给定圆环的转动角速度 ω，稳定平衡位置处对应粒子能量函数的极小值，于

是不妨将处于稳定平衡位置的状态称作“最低能量态”或基态（ground state）。原始的拉
格朗日量 (9.29) 具有 θ → −θ 变换下的对称性，当 ω <

√
g
R
时，粒子基态 θ = 0 及扰动 φ

都“继承”了这种对称性。而当 ω ≥
√

g
R
，基态一分为二，且具有相同的能量，被称作简并

（degenerate）。此时 θ → −θ 的对称性被打破了，因为其将一个基态变成另一个基态。这种
现象被称作自发对称性破缺（spontaneous symmetry breaking）。粒子基态的能量函数 h0

作为 ω 的函数为

h0 (ω) =

Veff (0) = −mgR, ω <
√

g
R
,

Veff (θ±) =
m
2

(
R2ω2 − 3 g

2

ω2

)
, ω ≥

√
g
R
.

图9.6展示了 h0(ω) 及其一阶和二阶导数随 ω 的变化。可见基态能量函数及其一阶导数随 ω

连续变化，但二阶导数 h′′
0 (ω) 在临界点 ω =

√
g
R
处出现了不连续。

图 9.6: 旋转圆环上的粒子基态能量函数 h0(ω) 及其一阶和二阶导数随 ω 的变

化（参数同上）。

这一现象可以和统计物理中的二级相变（second order phase transition）类比，角速度 ω

在这里扮演了温度的角色。自发对称性破缺是现代物理学特别是粒子物理标准模型中的重

要概念。有趣的是，在如此简单的例子—---旋转圆环上的粒子—---中，就已经展现出自发对
称性破缺的所有关键性质。
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由上面这个例子，我们得到一个重要的经验。原始拉格朗日量有某种对称性，而

具体的某个特解却可能没有这个对称性。而扰动“继承”的总是背景—---即围绕其展
开的特解—---的对称性，因此原始拉格朗日量的对称性在扰动看来也被破缺了。

9.4.2 多自由度

以上的分析可以推广至多自由度系统。对于非相对论性定常系统，平衡条件为

∂V

∂qa

∣∣∣∣
q̄

= 0 , a = 1, · · · , s. (9.32)

此时位形 {q̄a} 即平衡位形。对于平衡位形，由 (9.19)，扰动的二次拉格朗日量成为4

L2 =
1

2
Gabδq̇

aδq̇b − 1

2
Wabδq

aδqb , (9.33)

其中

Gab =
∂2T

∂q̇a∂q̇b

∣∣∣∣
q̄

, Wab =
∂2V

∂qa∂qb

∣∣∣∣
q̄

, (9.34)

都是常矩阵。总要求动能是正的，即 T = 1
2
Gabq̇

aq̇b > 0，这就要求矩阵 Gab 必须是

正定（positive definite）的。这时，稳定性要求 Wab 也是正定矩阵。

例 9.6 平面双摆的扰动

在例4.4中，我们给出了双摆的拉格朗日量 (4.77)。双摆的平衡位形为 θ̄1 = θ̄2 = 0，记

扰动为 θ1 = 0+φ1 和 θ2 = 0+φ2，代入 (4.77) 展开得到扰动 φ1 和 φ2 的二次拉格朗日量

L2 =
1

2
(m1 +m2) l

2
1φ̇

2
1 −

1

2
(m1 +m2) gl1φ

2
1︸ ︷︷ ︸

φ1部分

+
1

2
m2l

2
2φ̇

2
2 −

1

2
m2gl2φ

2
2︸ ︷︷ ︸

φ2部分

+m2l1l2φ̇1φ̇2︸ ︷︷ ︸
耦合

.

(9.35)
用矩阵形式即

L2 =
1

2

(
φ̇1 φ̇2

)( (m1 +m2) l
2
1 m2l1l2

m2l1l2 m2l
2
2

)
︸ ︷︷ ︸

=G

(
φ̇1

φ̇2

)

−1

2

(
φ1 φ2

)( (m1 +m2) gl1 0

0 m2gl2

)
︸ ︷︷ ︸

=W

(
φ1

φ2

)
. (9.36)

对比 (9.33)，可以读出动能和势能项系数矩阵 G 和 W 的具体形式。我们将在例10.2中具
体求解其运动。

4对于非相对论性定常系统，由拉格朗日量 (4.72) 知 (9.18) 中 Nab 正比于广义速度，因此对于平衡位形 Nab = 0。

于是 (9.19) 中 Fab = 0，Wab = −Mab。
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例 9.7 二维平面势场中粒子的扰动

考虑 2 维平面上运动的粒子，取极坐标，处于势场 V (r, ϕ) =
(
−µ2

2
r2 + λ2

4
r4
)

cos2 ϕ
中，这里 µ, λ 都是正的常数。于是拉格朗日量为

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
−
(
−µ

2

2
r2 +

λ2

4
r4
)

cos2 ϕ.

平衡位置由势能的极值点决定，

∂V

∂r
=

(
−µ2r + λ2r3

)
cos2 ϕ = 0, ⇒, r = 0,

µ

λ
, 或 ϕ =

π

2
,
3π

2
,

∂V

∂ϕ
=

(
µ2

2
r2 − λ2

4
r4
)

sin (2ϕ) = 0, ⇒, r = 0,
√
2
µ

λ
, 或 ϕ = 0,

π

2
, π,

3π

2
.

因此平衡位置可分为如下 2 类：第 I 类对应 {r, ϕ} =
{
µ
λ
, 0
}
或
{
µ
λ
, π
}
，如图9.7中 A 点和

B 点；第 II 类对应 ϕ = π
2
, 3π

2
，r 任意，即图9.7中直线 C。

图 9.7: 势能 V (r, ϕ) 的等高线图。参数取 µ = 2，λ = 1。

由势能的二阶导数，∂
2V
∂r2

=
(
−µ2 + 3λ2r2

)
cos2 ϕ，∂2V

∂r∂ϕ
= ∂2V

∂ϕ∂r
= −

(
−µ2r + λ2r3

)
sin (2ϕ)

和 ∂2V
∂ϕ2 =

(
µ2r2 − λ2

2
r4
)

cos (2ϕ)，得到在平衡位置处(
∂2V
∂r2

∂2V
∂r∂ϕ

∂2V
∂ϕ∂r

∂2V
∂ϕ2

)
= 第 I 类：

(
2µ2 0

0 µ4

2λ2

)
, 第 II 类：

(
0 0

0 −µ2r2 + λ2

2
r4

)
.

可见在第 I 类平衡位置处，势能的黑塞矩阵是正定的，因此是稳定平衡位置；对于第 II 类
平衡位置，黑塞矩阵不是正定的，因此不是稳定平衡位置。不是正定的，因此不是稳定平衡

位置。考虑稳定平衡位置 {r, ϕ} =
{
µ
λ
, 0
}
（图9.7中 A 点，由对称性 B 点附近的扰动是类

似的）附近的扰动 r = µ
λ
+ ρ 和 ϕ = 0+φ，代入原始拉格朗日量中，展开得到扰动 ρ, φ 的

二次拉格朗日量

L2 =
1

2
mρ̇2 − µ2ρ2︸ ︷︷ ︸

ρ部分

+
1

2
m
µ2

λ2
φ̇2 − µ4

4λ2
φ2︸ ︷︷ ︸

φ部分

, (9.37)

其中径向扰动 ρ 和角向扰动 φ 已经自动退耦。用矩阵形式，

L2 =
1

2

(
ρ̇ φ̇

)( m 0

0 mµ2

λ2

)
︸ ︷︷ ︸

=G

(
ρ̇

φ̇

)
− 1

2

(
ρ φ

)( 2µ2 0

0 µ4

2λ2

)
︸ ︷︷ ︸

=W

(
ρ

φ

)
.

对比 (9.33)，即可读出 G 和 W。
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9.5 一般位形附近的微扰展开

到目前我们关注的主要是静态的平衡位形的扰动。在实际问题中，背景位形可能

随时间演化，同时系统本身可能也是非定常的。在第9.3节中已经讨论了微扰展开的
一般形式，下面我们演示几个具体的例子。

例 9.8 开普勒问题圆轨道的扰动

将开普勒问题约化成 2 维平面上的运动，拉格朗日量为 L = 1
2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ α

r
，设

α > 0 即吸引势。我们已经在第8.3节详细讨论过其运动。现在考虑圆轨道即 r̄ = J2

mα
的特

解，对应粒子的总能量为 E = −mα2

2J2 < 0。由角动量守恒 ϕ̇ = J
mr̄2

得到 ϕ̄ (t) = mα2

J3 t（已

取积分常数为零）。考虑相对于匀速圆周运动的小扰动 r = J2

mα
+ ρ 和 ϕ = mα2

J3 t+φ。扰动

ρ 和 φ 的二次拉格朗日量的一般形式已经在例9.3中给出，将背景解代入，得到相对于圆轨
道的扰动二次拉格朗日量

L2 (ρ, φ, ρ̇, φ̇) ≡
1

2
mρ̇2 +

3

2

m3α4

J6
ρ2 +

1

2

J4

mα2
φ̇2 + 2

mα

J
ρφ̇. (9.38)

由于最后一项的存在，径向扰动 ρ 和角向扰动 φ 耦合在一起。因为 φ 是循环坐标，

∂L2

∂φ̇
=

J4

mα2
φ̇+ 2

mα

J
ρ =常数 ≡M, (9.39)

又拉格朗日量 (9.38) 不显含时间，能量函数为运动积分

∂L2

∂ρ̇
ρ̇+

∂L2

∂φ̇
φ̇− L2 =

1

2
mρ̇2 +

J4φ̇2

2α2m
− 3α4m3ρ2

2J6
=常数 ≡ E. (9.40)

注意这里 M 是扰动的同阶小量，E 则是扰动的二阶小量。由 (9.39) 中解出 φ̇ 代入 (9.40)，
得到 1

2
mρ̇2 + Veff (ρ) = E，其中 Veff (ρ) 为径向扰动的有效势能

Veff (ρ) =
1

2
m

(
α2m

J3
ρ− 2αM

J2

)2

− 3α2mM2

2J4
. (9.41)

其在 M = 0 时即回到例9.1中有效势能在极值点处展开 (9.3) 的二阶项 1
2
V ′′

eff (rm) =
α4m3

2J6 ρ2。M ̸= 0相当于对 α4m3

2J6 ρ2 整体的平移，而函数形状不变。因为 V ′′
eff (ρ) =

α4m3

J6 > 0，

所以开普勒问题中的圆轨道的径向扰动是稳定的。在领头阶近似下，径向扰动在做频率为

ω = α2m
J3 的小振动。由 (9.39)，可以得到角向扰动也是稳定的。所以开普勒问题的圆轨道

在小扰动下是稳定的。一个自然的问题是，在这个小扰动下，粒子的运动变成了什么形式？

实际上，在领头阶径向扰动的振动频率

ω =
α2m

J3
=
J

m

α2m2

J4
=

J

mr̄2
≡ ˙̄ϕ,

因此径向扰动振动频率其实就是轨道的角频率，换句话说在这个小扰动下，径向振动一个周

期，粒子回到原点。亦即小扰动使得圆轨道变成了（稍稍偏离正圆的）椭圆轨道。
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例 9.9 球面摆的扰动

球面摆可视为二维球面上的中心势场问题。考虑摆球质量为 m、摆杆长 l 的单摆，取

球面坐标 {θ, ϕ}（θ 为与向下方向的夹角），忽略摆杆的质量，系统的拉格朗日量为

L =
1

2
ml2

(
θ̇2 + sin2 θϕ̇2

)
+mgl cos θ.

因为 ϕ 为循环坐标，共轭动量 pϕ = ∂L

∂ϕ̇
= ml2ϕ̇ sin2 θ = 常数 ≡ J。拉格朗日量不显含时

间，因此

h =
∂L

∂θ̇
θ̇ +

∂L

∂ϕ̇
ϕ̇− L =

1

2
ml2θ̇2 −mgl cos θ + 1

2
ml2ϕ̇2 sin2 θ ≡ E =常数. (9.42)

仿照中心势场的分析，从 pϕ 守恒解出 ϕ̇，代入 (9.42)，得到 1
2
ml2θ̇2 + Veff (θ) = E，其中

Veff (θ) ≡ −mgl cos θ + J2

2l2m sin2 θ
, (9.43)

即 θ 的有效势能，如图9.8所示。

图 9.8: 球面摆 θ 的有效势能。参数取 m = 1，g = 1，l = 1，J = 0.1。

存在一个特解 θ̄ = ϕ̄ = 0，代表单摆的平衡位置。对于平衡位置的扰动 θ = θ̄ + α 和

ϕ = ϕ̄+ β，将拉格朗日量展开得到

L = mgl +
1

2
l2m

(
α̇2 − g

l
α2
)

︸ ︷︷ ︸
二阶拉格朗日量

+
1

24
lmα2

(
gα2 + 12lβ̇2

)
+ · · ·︸ ︷︷ ︸

相互作用

.

可见在二阶只有 θ 的扰动 α 出现，和单摆在平衡位置的扰动形式一样。ϕ 的扰动 β 的效应

则在更高阶才得以体现。还存在另一个特解

θ̄ =常数 ̸= 0, 满足 V ′
eff
(
θ̄
)
= mgl sin θ̄ − J2 cos θ̄

ml2 sin3 θ̄
= 0, (9.44)

由 pϕ 守恒得到 ϕ̄ = J
ml2 sin2 θ̄

t，对应球面摆做匀速圆周运动。考虑对圆周运动的扰动 θ =

θ̄ + α 和 ϕ = ϕ̄+ β，展开得到扰动 α 和 β 的二次拉格朗日量

L2 =
1

2
ml2α̇2 − 1

2
mgl

(
cos θ̄ − J2

m2gl3
cos
(
2θ̄
)

sin4 θ̄

)
α2 +

1

2
ml2 sin2 θ̄β̇2 + 2J cot θ̄αβ̇.

可以仿照例9.8对其进一步分析。
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例 9.10 二维平面势场中圆周运动粒子的扰动

考虑二维平面上运动的粒子，受中心势场作用，取极坐标，势能为 V (r) = −µ2

2
r2+λ2

4
r4，

这里 µ, λ 都是正的常数。粒子的拉格朗日量为

L =
1

2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+
µ2

2
r2 − λ2

4
r4.

势能 V (r) 如图9.9(a) 和 (b) 所示。

图 9.9: (a) 势能 V (r) 的 3 维图。(b) V (r) 的等高线图。(c) 径向运动的有效
势能。参数取 m = 1，µ = 2，λ = 1，J = 1，图 (b) 中实线轨迹初始条件取
r (0) = 2，ṙ (0) = ϕ (0) = ϕ̇ (0) = 0。

中心势场中粒子的角动量守恒 ∂L

∂ϕ̇
= mr2ϕ̇ = J，由 (8.31) 径向运动的有效势为 Veff (r) =

V (r)+ J2

2mr2
= −µ2

2
r2+ λ2

4
r4+ J2

2mr2
，如图9.9(c)所示。r 和 ϕ的运动方程为 mr̈−mrϕ̇2−

µ2r + λ2r3 = 0 和 rϕ̈ + 2ṙϕ̇ = 0。对于这一势能，同样存在匀速圆周运动的特解，对应

有效势的极值点 V ′
eff (r0) = 0。对于圆周运动，可以仿照前面做同样分析。考虑一般情况

（假设对圆周运动偏离不大），粒子将围绕势能底部（图9.9(b) 中虚线圆周）做来回往复运
动，如图9.9(b) 中粗实线所示。一般情况下轨道不是闭合的。此时如果粒子受到小扰动，记
r = r̄ + ρ 和 ϕ = ϕ̄+ φ，扰动的二次拉格朗日量为

L2 =
m

2
ρ̇2 +

1

2

(
µ2 +m ˙̄ϕ2 − 3λ2r̄2

)
ρ2 +

1

2
mr̄2φ̇2 + 2m ˙̄ϕr̄ρφ̇.

习题

9.1 某单自由度系统拉格朗日量为 L (t, q, q̇)，已知 q̄ (t) 是运动方程的某个解。记扰动为

q = q̄ + δq，将 q 的运动方程展开至 δq 的线性阶，证明其与 δq 的二次拉格朗日量 (9.12) 变分得
到的运动方程相同。

9.2 已知非相对论极限下拉格朗日量的一般形式为 L = 1
2
Gabq̇

aq̇b+Xaq̇
a+Y −V (q)，其中

Gab, Xa, Y 是广义坐标 {qa} 和时间 t 的函数。记 qa = q̄a + δqa，求扰动 δqa 的二次拉格朗日量。

9.3 （1）对于任意矩阵 Xab，证明有分部积分 Xabq̇
aqb ≃ X[ab]q̇

aqb − 1
2
Ẋ(ab)q

aqb，其中

X(ab) 和 X[ab] 分别为 Xab 的对称和反对称部分，定义为 X(ab) = 1
2
(Xab +Xba) 和 X[ab] =

1
2
(Xab −Xba)；（2）利用（1）的结果，证明 (9.17) 可以通过分部积分写成 (9.19) 的等价形式。

9.4 如图9.10所示，长为 l 的杆，一端靠墙，一端置于固定的光滑轨道上。若杆在任何倾斜角
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度都可以保持平衡，求轨道的形状 y = y (x)。

图 9.10:

9.5 如图9.11所示，质量为 m1 和 m2 的粒子，分别带正电荷 e1 和 e2，由无质量光滑细杆连

接。杆长分别为 l1 和 l2，顶端固定。系统处于竖直平面内，除受重力作用，还有水平方向的均匀

电场。（1）求系统的稳定平衡位形；（2）求系统相对于稳定平衡位形扰动的二次拉格朗日量。

图 9.11:

9.6 质量为 m 的粒子在 2 维平面上运动，取平面极坐标 {r, ϕ}，势能为 V (r, ϕ) = −µ2

2
r2 +

λ2

4
r4 − a2 cosϕ，其中 a, µ, λ 都是正的常数。（1）求粒子的稳定平衡位置；（2）求粒子相对于稳定

平衡位置的扰动的二次拉格朗日量。

9.7 如图9.7所示。半径为 R 的光滑半圆环固定于竖直平面内，质量分别为 m1 和 m2 的质

点由弹簧连接，粒子 m1 可以在圆环上无摩擦滑动。假设弹簧始终与圆环处于同一平面内。设弹

簧无质量，不可弯曲，劲度系数为 k，自然长度为 l，重力加速度为 g。（1）求系统的稳定平衡位
形；（2）求系统相对稳定平衡位形的扰动的二次拉格朗日量。

图 9.12:

9.8 如图9.13所示，摆球质量为 m、长度为 l 的两个单摆悬挂在同一水平高度、相距为 d 的

两个固定点，两个摆锤之间有相互作用势能 V = α
r
，其中 α 为正的常数，r 是两个摆锤之间的距
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离。忽略摆杆质量，假定系统在竖直平面内运动。（1）求体系的平衡位形满足的方程；（2）求体系
相对平衡位形扰动的二次拉格朗日量。

图 9.13:

9.9 如图9.9所示。一质量为 m 的小球可沿两端固定的硬杆无摩擦滑动。小球连接弹簧，弹簧

另一端固定，距离杆的垂直距离为 d。整个装置处于水平面内。设弹簧无质量，劲度系数为 k，松

弛长度为 l。（1）根据 d 和 l 的相对大小分析小球的稳定平衡位置；（2）求小球相对于稳定平衡位
置扰动的二次拉格朗日量。

图 9.14:

9.10 考虑习题8.3中粒子的运动。（1）求粒子相对圆周运动小扰动的二次拉格朗日量；（2）
分析圆周运动是否稳定；（3）求粒子相对一般椭圆轨道小扰动的二次拉格朗日量。

9.11 考虑习题8.9中粒子的运动。（1）求粒子相对圆周运动小扰动的二次拉格朗日量；（2）
分析圆周运动是否稳定。

9.12 质量为 m 的粒子处于 V = −α/rn 形式的中心势场中，分析其做圆轨道运动稳定性对
n 的要求。
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第十章 小振动

在第九章中讨论了系统相对于某个已知背景的小偏离—---即扰动。如果背景是
稳定的，则扰动不会随着时间无限增大。此时系统的位形始终围绕背景做往复的运

动，这种运动形式即小振动（small oscillation）。从量子场论、宇宙演化、凝聚态物
理到声学、光学乃至海啸、地震，等等，可以说，小振动是几乎所有物理学领域中最

核心的概念。

10.1 自由振动

10.1.1 单自由度

对于单自由度保守系统，在稳定平衡位置附近的微扰展开。扰动的二次作用量为

(9.12)，即1

S2 [q] =

ˆ
dt
(
1

2
Gq̇2 − 1

2
Wq2

)
, (10.1)

其中 G 和 W 由 (9.27) 给出，都是常数。对 S2 [q] 变分得到线性运动方程

Gq̈ +Wq = 0, ⇒ q̈ + ω2q = 0 , (10.2)

其中

ω =

√
W

G
. (10.3)

(10.2) 就是一维谐振子（harmonic oscillator）的运动方程。这在量纲上也是合理的，
由 (10.1) 有 [Gq̇2] = [Wq2] = [E]，因此

[√
W/G

]
= [T ]

−1 即频率的量纲。换句话

说，方程 (10.2) 描述频率为 ω =
√

W
G
的谐振动（harmonic oscillation）。谐振动是

物理系统在稳定平衡位形附近运动的普遍形式。因此谐振子也成为 20 世纪物理学最
重要的模型，可以说整个量子力学和量子场论都建立在其基础上。

方程 (10.2) 的解我们早已知道，其有两个线性无关的特解，可取为

{sin (ωt) , cos (ωt)} , 或
{
e−iωt, e+iωt

}
, (10.4)

1在本章中，因为讨论的都是扰动，简洁起见略去“δ”符号，记扰动为 q 或 qa。
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其中 ω 即振动的角频率。通常对于振动方程，物理上更习惯取复指数形式的特解，即

通解一般形式为2

q (t) = Ae−iωt +A∗e+iωt ≡ Ae−iωt + c.c. , (10.5)

其中 A 是复常数，“c.c.”代表复共轭3。更一般地，对于二阶线性常微分方程，确定

一个定解需要两个初始条件（两个实常数），且任意两个定解之“和”仍然线性方程

的解。这意味着二阶线性常微分方程的所有解的集合构成 2 维线性空间，这个线性
空间的“基”可以取为任意两个线性无关的特解。对于振动方程，物理上经常取两个

线性无关的特解为（见习题10.1）

{u (t) , u∗ (t)} , (10.6)

这里的 u (t) 是复函数，被称为模式函数（mode function）。顾名思义，其代表两个
线性独立的振动模式。于是方程的通解为两者的线性组合，

q (t) = Au (t) +A∗u∗ (t) ≡ Au (t) + c.c. , (10.7)

其中 A 是复常数。可见 (10.5) 正是 u (t) ∝ e−iωt 即谐振动的特殊情况。

虽然 (10.2) 已经完全求解，且频率 ω 已由 (10.3) 给出。但为了推广至多自
由度情况，我们重新整理求解的思路。通过观察，我们假定系统的解具有谐振子的

形式，从而 (10.2) 的通解具有 (10.5) 的形式，但是频率暂时未知。由 (10.5) 得到
q̇ = −iωAe−iωt + c.c.，q̈ = −ω2Ae−iωt + c.c. ≡ −ω2q，代入原方程 (10.2) 得到

(
W − ω2G

)
Ae−iωt + c.c. = 0,

即必须有 (
W − ω2G

)
A = 0. (10.8)

也就是说，我们一开始假设方程 (10.2) 具有 (10.5) 形式的通解，但是频率 ω 未知。

将这个假设代入原方程，发现可以成立，即假设是合理的，但是前提是 ω 的取值使

得 (10.8) 成立。而因为 q (t) 6= 0（否则就是平庸解了），所以 (10.8) 成立则必然要求

ω2 − W

G
= 0, (10.9)

从而得到振动频率 (10.3)。

2若一开始取 q = Ae−iωt+Be+iωt，因为 q 为实函数，由 q∗ = A∗e+iωt+B∗e−iωt ≡ q = Ae−iωt+Be+iωt。

因为 e−iωt 和 e+iωt 是线性独立的，等式成立则要求系数全等，即 A = B∗ 或 B = A∗。
3即复共轭的英文“complex conjugate”的首字母缩写。
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第十章 小振动 10.1 自由振动

10.1.2 简正模式

单自由度谐振动的讨论向一般多自由度系统的推广是直接的。出发点为扰动的

二次拉格朗日量 (9.33)，
L2 =

1

2
Gabq̇

aq̇b − 1

2
Wabq

aqb, (10.10)

运动方程为

Gabq̈
b +Wabq

b = 0, a = 1, 2 · · · , s. (10.11)

采用矩阵形式将更为方便。将扰动记作列矩阵，

q ≡


q1

...
qs

 , (10.12)

则 (10.10) 用矩阵形式写成

L2 =
1

2
q̇TGq̇ − 1

2
qTWq , (10.13)

其中 G 和W 是常对称矩阵，且我们假设都是非退化且正定的。运动方程 (10.11) 用
矩阵形式即

Gq̈ +Wq = 0 . (10.14)

在求解物理问题时，经常会根据具体的物理问题对解、或更一般的物理关系进行

合理的猜想，给出假设的形式，再基于这个假设的形式做分析。这种“经过合理猜测

而假定具有的形式”也称作试解（ansatz）或拟设。(10.14) 与单自由度情形的方程
(10.2) 十分相似。因此我们猜测其也具有谐振子形式的解

q (t) = Ae−iωt +A∗e+iωt = Ae−iωt + c.c., (10.15)

这里

A ≡


A1

...
As

 , (10.16)

是常矢量（列矩阵），矩阵元可以是复数。如 (10.15) 形式的试解是假设所有的扰动
自由度都在以同一频率 ω 做谐振动。这当然是一种很特殊的运动模式。而我们将看

到，系统的通解正是多个频率 (10.15) 形式的解的线性叠加。
现在的任务首先要验证试解 (10.15) 是否合理，在此基础上，再求出其中的频率

ω 和矢量 A。为此，将 (10.15) 代入运动方程 (10.14)，利用

q̈ = −ω2Ae−iωt + c.c. ≡ −ω2q, (10.17)
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10.1 自由振动 第十章 小振动

得到

Gq̈ +Wq =
(
W − ω2G

)
Ae−iωt + c.c. = 0, (10.18)

即必须有 (
W − ω2G

)
A = 0 . (10.19)

(10.19)可以和单自由度情形的 (10.8)类比。(10.19)是矩阵 (W − ω2G)的本征方程，

且表明矢量 A 是矩阵 (W − ω2G) 的零本征矢（null eigenvector），即本征值为零的
本征矢。因为我们要寻找 A 6= 0 的非平庸解，因此 (10.19) 成立的充分必要条件是，
矩阵 (W − ω2G) 退化，这意味着其行列式为零，

det
(
W − ω2G

)
= det


W11 − ω2G11 W12 − ω2G12 · · · W1s − ω2G1s

W21 − ω2G21 W22 − ω2G22 · · · W2s − ω2G2s

...
... . . . ...

Ws1 − ω2Gs1 Ws2 − ω2Gs2 · · · Wss − ω2Gss

 = 0 .

(10.20)
(10.20) 被称自由度 s 小振动系统的特征方程（characteristic equation）4。

矩阵 (W − ω2G) 是 s × s 阶的方阵，因此特征方程 (10.20) 是 ω2 的 s 次代数

方程。因为背景是稳定平衡的，即要求 G 和W 都是正定矩阵，因此 ω2 的解都是正

实数5，即 (10.20) 总存在 ω2 的 s 个正实根 ω2
1 , ω

2
2 , · · · , ω2

s。对应 s 个振动频率6

ωα, α = 1, · · · , s, (10.21)

被称为小振动系统的特征频率（characteristic frequencies）。因为 G 是非退化的，将

(10.19) 两边同乘以 G−1，得到(
G−1W − ω21

)
A = 0, ⇒

(
G−1W

)
A = ω2A, (10.22)

即 A 是矩阵 G−1W 本征值为 ω2 的本征矢。所以特征频率的平方 ω2
α 即是矩阵

G−1W 的本征值，对应的本征矢正是特征矢量 Aα。

现在假定我们已经求解了特征方程 (10.20)表明，即找到了 s个振动频率 (10.21)，
其中每一个给定频率 ωα 都具有 (10.15) 形式的试解，即

qα (t) = Aαe
−iωαt + c.c., α = 1, · · · , s, (10.23)

都是系统运动方程可能的解。但是其中的系数、即矢量Aα并不是任意的，因为 (10.19)
已经表明，A 必须是 (W − ω2G) 的零本征矢。具体而言，对于给定的某一特征频率

4也被称为“久期方程”（secular equation）。英文“secular”一词来自拉丁文“saeculum”，意为“世代、世纪”。
特征方程最早出现在行星轨道“长期”摄动的计算中。

5假设 ω2 是某个解，即有
(
W − ω2G

)
A = 0，左乘 AT，得到 0 = AT (

W − ω2G
)
A = ATWA −

ω2ATGA，解得 ω2 = ATWA

ATGA
> 0。

6本节中我们用指标“α”表示特征频率、简正坐标。
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ωα，将 (10.23) 代入运动方程 (10.14)，得到

(
W − ω2

αG
)
qα =

(
W − ω2

αG
)
Aαe

−iωαt + c.c. = 0, (10.24)

即有 (
W − ω2

αG
)
Aα = 0, α = 1, 2, · · · , s. (10.25)

满足 (10.25)的Aα 被称作某一特征频率 ωα 对应的特征矢量（characteristic vector）。
这时，形如 (10.23) 的解 qα 的物理意义是，所有的扰动自由度以同一频率 ωα 做谐

振动，且系数 Aα 必须满足 (10.25)，这意味着各扰动自由度的振幅满足固定的比例
关系。这组同一频率的解被称作系统的简正模式（normal mode）。

因为运动方程 (10.14) 是线性方程，所以两个解的叠加仍然是方程的解。当简正
模式选定后，系统运动方程的通解即所有简正模式的线性叠加：

q (t) =
s∑

α=1

Cαe
−iϕα︸ ︷︷ ︸
系数

Aαe
−iωαt︸ ︷︷ ︸

简正模式

+c.c. , (10.26)

其中系数 Cα 和 ϕα 都是实常数，分别对应各个简正模式叠加的幅度和相位。总共 2s

个待定实常数，正好对应自由度 s 系统做线性振动的 2s 个初始条件。

可以总结一下多自由度系统自由振动的求解步骤：

1. 写出系统二次拉格朗日量中的 G 和 W 矩阵；

2. 根据特征方程 (10.20)，求特征频率 ωα；

3. 对每一个特征频率，根据 (10.25) 求对应的特征矢量 Aα，从而得到所有的简正

模式；

4. 根据 (10.26) 对所有的简正模式求和，得到通解；

5. 根据初始条件，确定待定系数。

其中，最关键的步骤是求解特征频率和简正模式。

例 10.1 弹簧连接的两个单摆的简正模式

如图10.1所示，两个全同的单摆由无质量的弹簧连接，单摆顶端相距 d，假设弹簧的自

然长度也是 d。
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图 10.1: 弹簧连接的两个单摆。

选取摆杆与竖直方向的夹角 θ1 和 θ2 为广义坐标，由直角坐标关系 x1 = l sin θ1，y1 =

−l cos θ1，x2 = d+ l sin θ2 和 y2 = −l cos θ2，系统的拉格朗日量为

L = T − V =
1

2
m
(
ẋ21 + ẏ21

)
+

1

2
m
(
ẋ21 + ẏ21

)
−mgy1 −mgy2

−1

2
k

(√
(x1 − x2)

2 + (y1 − y2)
2 − d

)2

=
1

2
ml2

(
θ̇21 + θ̇22

)
+ glm cos θ1 + glm cos θ2

−1

2
k

(√
(d− l sin θ1 + l sin θ2)2 + (l cos θ1 − l cos θ2)2 − d

)2

.

因为平衡位形为 θ̄1 = θ̄2 = 0，记扰动为 θ1 = 0+ ϕ1 和 θ2 = 0+ ϕ2，展开得到扰动的二次

拉格朗日量

L2 =
1

2
ml2ϕ̇2

1 +
1

2
ml2ϕ̇2

2 −
1

2

(
glm+ kl2

)
ϕ2
1 −

1

2

(
glm+ kl2

)
ϕ2
2 + kl2ϕ1ϕ2. (10.27)

与 (10.13) 比较，若记 q =
(
ϕ1 ϕ2

)T
，则

G = ml2
(

1 0

0 1

)
, W =

(
glm+ kl2 −kl2

−kl2 glm+ kl2

)
. (10.28)

由 (10.20)，特征方程为

0 = det
(
W − ω2G

)
=

(
glm+ kl2 −ml2ω2 −kl2

−kl2 glm+ kl2 −ml2ω2

)
= l2m

(
lω2 − g

) (
mlω2 −mg − 2kl

)
,

从中解得两个正实根为

ω2
1 =

g

l
, ω2

2 =
g

l
+

2k

m
. (10.29)

对应的特征矢量（可以相差整体系数）分别为

A1 =

(
1

1

)
, A2 =

(
1

−1

)
. (10.30)

可以验证 (
W − ω2

1G
)
A1 = kl2

(
1 −1

−1 1

)(
1

1

)
=

(
0

0

)
,

(
W − ω2

2G
)
A2 = −kl2

(
1 1

1 1

)(
1

−1

)
=

(
0

0

)
.
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于是通解即(
ϕ1

ϕ2

)
= C1e

−iα1

(
1

1

)
e−i

√
g
l
t + C2e

−iα2

(
1

−1

)
e−i

√
g
l
+ 2k

m
t + c.c. (10.31)

其中 C1, C2, α1, α2 为 4 个实常数，由初始条件决定。在这个例子中，两个简正模式的物理
意义十分明显。第一个简正模式如图10.2(a) 所示，对应两个摆球同向运动，幅度相同，频
率为 ω1。此时弹簧始终处于自由长度，因此频率 ω1 =

√
g/l 和单摆的频率完全相同。第二

个简正模式如图10.2(b) 所示，对应两个摆球反向运动，幅度相同，频率为 ω2。

图 10.2: 弹簧连接的两个单摆的简正模式。

例 10.2 平面双摆的简正模式

在例9.6中，我们已经得到了平面双摆扰动的二次拉格朗日量 (9.35)。由 (9.36) 给出

G = m1l
2
1

(
1 + µ µλ

µλ µλ2

)
, W = m1gl1

(
1 + µ 0

0 µλ

)
, (10.32)

这里简洁起见，引入无量纲参数 µ = m2
m1
和 λ = l2

l1
。特征方程为

0 = det
(
W − ω2G

)
=

(
(1 + µ) l1m1

(
g − l1ω

2
)

−λµl21m1ω
2

−λµl21m1ω
2 λµl1m1

(
g − λl1ω

2
) )

= λµm2
1l

2
1

[
λl21ω

4 − g (1 + λ) (1 + µ) l1ω
2 + g2 (1 + µ)

]
,

从中解得两个正实根为

ω2
± =

g

2l1λ
(1 + λ) (1 + µ)

1± 1√
1 + µ

√
µ+

(
1− λ

1 + λ

)2

 > 0, (10.33)

对应的特征矢量满足
(
W − ω2

±G
)
A± = 0，解得

A± =

 1
2

(
∓ (1 + λ) 1√

1+µ

√
µ+

(
1−λ
1+λ

)2
+ 1− λ

)
1

 . (10.34)

于是振动的通解即

ϕ = C+e
−iϕ+A+e

−iω+t + C−e
−iϕ−A−e

−iω−t + c.c.,
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其中 C±, ϕ± 为 4 个实常数，由初始条件决定。考虑 m1 = m2 = m, l1 = l2 = l 的特殊情

况（对应 µ = λ = 1），此时 (10.32) 成为

G = ml2
(

2 1

1 1

)
, W = mgl

(
2 0

0 1

)
,

(10.33) 成为 ω2
± =

(
2±

√
2
)
g
l
，(10.34) 成为 A± =

(
∓ 1√

2

1

)
，对应振动的通解为

(
ϕ1

ϕ2

)
= C+e

−iϕ+

(
− 1√

2

1

)
e−i(2+

√
2) g

l
t + C−e

−iϕ−

(
1√
2

1

)
e−i(2−

√
2) g

l
t + c.c..

这两个简正模式的物理意义非常直观。第一个简正模式如图10.3(a) 所示，对应双摆以频率
为 ω+ 同向摆动。第二个简正模式如图10.3(b) 所示，对应双摆以频率为 ω− 反向摆动。两

个简正中摆角的幅度比例为都为 1/
√
2。

图 10.3: 平面双摆的简正模式。

10.1.3 简正坐标

简正模式是系统所有振动自由度以同一频率振动的运动模式，一般来说每一个

简正模式都涉及所有的振动自由度。反过来，某一振动自由度在实际的运动中，又会

是所有简正频率振动的线性叠加。这种“多对多”的关系为问题带来了复杂性。另一

方面，简正模式的存在意味着系统实际等价于一组互相独立的一维谐振子，每个谐振

子以某个特征频率振动。自然的问题是，是否存在一组特别的广义坐标，使得每个振

动自由度正好只对应一个特征频率？

作用量 (10.13)中矩阵 G和W 不是对角化的，所以将不同的振动自由度混合在

了一起，导致最终振动自由度中不同的特征频率被混合在了一起。所以问题归结为，

如何选取一组新的广义坐标 ζ，

q = Mζ, (10.35)

其中 M 是常矩阵，使得用新的广义坐标 {ζα} 表达的拉格朗日量中，新的动能项系
数矩阵和势能项系数矩阵同时对角化。在这样的线性坐标变换下，二次拉格朗日量变
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换为

L2 =
1

2
q̇TGq̇ − 1

2
qTWq =

1

2

(
Mζ̇

)T
G
(
Mζ̇

)
− 1

2
(Mζ)

T
W (Mζ)

=
1

2
ζ̇T MTGM︸ ︷︷ ︸

=G̃

ζ̇ − 1

2
ζT MTWM︸ ︷︷ ︸

=W̃

ζ, (10.36)

即

L2 =
1

2
ζ̇TG̃ζ̇ − 1

2
ζTW̃ ζ, (10.37)

其中

G̃ = MTGM , W̃ = MTWM . (10.38)

ζ 的运动方程为

ζ̈ + G̃−1W̃ ζ = 0. (10.39)

为了使得新的广义坐标 ζ 之间互相独立，则 G̃ 和 W̃ 必须都成为对角矩阵。由线性

代数知，对于两个正定的实对称矩阵，一定存在线性变换使其同时对角化。而 G 和

W 正是正定的实对称矩阵，因此总是存在M，使得变换后

G̃ =


g1

g2
. . .

gs

 , W̃ =


w1

w2

. . .
ws

 , (10.40)

从而

G̃−1W̃ =


w1/g1

w2/g2
. . .

ws/gs

 , (10.41)

于是运动方程 (10.39) 成为

ζ̈α +
wα
gα
ζα = 0, α = 1, · · · , s, (10.42)

可见对角化之后新的广义坐标 {ζα} 之间互不耦合，每一个 ζα 都以一维谐振子的形

式运动，且频率为
√
wα/gα。另一方面

G̃−1W̃ =
(
MTGM

)−1
MTWM = M−1G−1

(
MT)−1

MTWM = M−1G−1WM .

可见 G̃−1W̃ 与 G−1W 具有相同的本征值，即有

wα
gα

= ω2
α, α = 1, · · · , s . (10.43)
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因此 (10.39) 的通解即为

ζα = Cαe
−iϕαe−iωαt + c.c., α = 1, 2, · · · , s , (10.44)

其中 Cα, ϕα 是实常数。至此，我们就实现了每个振动自由度—---即新的广义坐标
ζα—---对应一个特征频率 ωα，因此 {ζα} 被称作简正坐标（normal coordinates）。

现在的问题是，如何寻找用来将 G 和W 同时对角化的线性变换矩阵M？答案

已经隐藏在此前求得的 s 个特征矢量 {Aα} 中。因为 G 是非退化对称矩阵，于是可

以用 G 作为“度规”来定义两矢量的内积

〈A,B〉 := ATGB. (10.45)

这个内积不妨称之为“G-内积”。于是总是可以选取 s 个线性独立的特征矢量，使得

其在“G-内积”的意义下正交归一7，即满足

〈Aα,Aβ〉 ≡ AT
αGAβ = δαβ, α, β = 1, · · · , s. (10.46)

于是将这 s 个正交归一的特征矢量每一个作为“列”，排成方阵，

M =
(

A1 A2 · · · A3

)
=


A1

1 A1
2 · · · A1

s

A2
1 A2

2 · · · A2
s

...
... . . . ...

As1 As2 · · · Ass

 , (10.47)

这样构成的方阵被称作模态矩阵（modal matrix）。用指标来写即

Ma
α = Aaα, a, α = 1, · · · , s. (10.48)

其中 Aaα 代表第 α 个特征矢量的 a 分量。原始的广义坐标与简正坐标之间的关系

(10.35) 将指标明显写出即

qa =
s∑

α=1

Ma
αζα =

s∑
α=1

Aaαζα, a = 1, · · · , s. (10.49)

这里“a”指标对应原始广义坐标，“α”指标对应简正模式、即简正坐标。

7这实际上就是线性代数中的施密特正交化（Gram-Schmidt Orthogonalization），即一组线性独立的矢量，总是
可以通过线性组合，得到另一组线性独立且正交归一的矢量。这里的“正交归一”可以定义在用任何非退化对称矩阵做

内积的意义下。实际上从线性空间的角度，一组线性独立的矢量即张成一个线性空间，而线性空间总存在正交归一基。
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可以验证模态矩阵M 可将 G 和 W 同时对角化。有

G̃ ≡ MTGM =


AT

1

AT
2

...
AT
s

G
(

A1 A2 · · · As

)

=


AT

1 GA1 AT
1 GA2 · · · AT

1 GAs

AT
2 GA1 AT

2 GA2 · · · AT
2 GAs

...
... . . . ...

AT
sGA1 AT

sGA2 · · · AT
sGAs

 =


1 0 · · · 0

0 1 · · · 0
...

... . . . ...
0 0 · · · 1

 = I,(10.50)

最后一步用到了 (10.46)。可见由满足 (10.46) 的特征矢量构造的模态矩阵不仅将 G

对角化，而且将对角元都归一化了。另一方，(10.25) 意味着

AT
α

(
W − ω2

βG
)
Aβ = 0, (10.51)

即

AT
αWAβ = ω2

βA
T
αGAβ ≡ ω2

βδαβ. (10.52)

于是与 (10.50) 类似，

W̃ ≡ MTWM =


AT

1 WA1 AT
1 WA2 · · · AT

1 WAs

AT
2 WA1 AT

2 WA2 · · · AT
2 WAs

...
... . . . ...

AT
sWA1 AT

sWA2 · · · AT
sWAs

 =


ω2
1 0 · · · 0

0 ω2
2 · · · 0

...
... . . . ...

0 0 · · · ω2
s

 ,

(10.53)
即 W 也完成了对角化，而且对角元正是特征频率的平方 ω2

α。最后，由 (10.50) 有
M−1 = MTG，因此 (10.35) 的逆变换可以写成

ζ = M−1q = MTGq. (10.54)

总之，多自由度系统自由振动问题的求解，关键在于求本征频率和简正模式。而

在简正坐标的语言下，问题归结为如何将二次拉格朗日量完全对角化的线性代数问

题。

例 10.3 弹簧连接的两个单摆的简正坐标

再次考虑例10.1，已经求出 2 个特征矢量 (10.30)，由 G 的形式 (10.28)，得到（在
“G-内积”的意义下）正交归一的特征矢量

A1 =
1√
2ml

(
1

1

)
, A2 =

1√
2ml

(
1

−1

)
.
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于是模态矩阵为

M =
(

A1 A2

)
=

1√
2ml

(
1 1

1 −1

)
.

可以验证有

G̃ ≡ MTGM =
1√
2ml

(
1 1

−1 1

)
ml2

(
1 0

0 1

)
1√
2ml

(
1 −1

1 1

)
=

(
1 0

0 1

)
,

以及

W̃ ≡ MTWM =
1√
2ml

(
1 1

−1 1

)(
glm+ kl2 −kl2

−kl2 glm+ kl2

)
1√
2ml

(
1 −1

1 1

)

=

(
g
l

0

0 g
l
+ 2k

m

)
≡

(
ω2
1 0

0 ω2
2

)
.

由 (10.54)，简正坐标与原始坐标的关系为(
ζ1

ζ2

)
= MTG

(
ϕ1

ϕ2

)
=

√
m

2
l

(
ϕ1 + ϕ2

ϕ1 − ϕ2

)
. (10.55)

这一结果正意味着 ζ1 对应两个摆球同向运动，ζ2 对应两个摆球反向运动。

例 10.4 线性三原子分子的振动

如图10.4所示，3 个粒子由弹簧连接，其中中间粒子质量为 M，两端粒子质量为 m。弹

簧劲度系数设为 k，自由长度为 l。这一模型可视为对称的线性三原子分子（例如水分子、

二氧化碳分子）的简化模型。

图 10.4: 线性三原子分子的振动。

考虑系统在稳定平衡位形附近的小振动，取广义坐标如图所示，系统的拉格朗日量为

L =
1

2
m
(
ẋ21 + ẋ23

)
+

1

2
Mẋ22 −

1

2
k (x2 − x1)

2 − 1

2
k (x3 − x2)

2 ,

已经自动具有二次拉格朗日量的形式。动能项和势能项系数矩阵为

G =


m 0 0

0 M 0

0 0 m

 , W =


k −k 0

−k 2k −k
0 −k k

 .
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特征方程为

det
(
W − ω2G

)
= det


k −mω2 −k 0

−k 2k −Mω2 −k
0 −k k −mω2


= −ω2 (k −mω2) (k (2m+M)−mMω2) = 0,

从中解出 3个特征频率 ω2
1 = 0、ω2

2 = k
m
和 ω2

3 = k(2m+M)
mM

。这里 ω1 = 0意味着相应的简正

模式其实并不是振动，而是系统整体做匀速直线运动。特征矢量满足
(
W − ω2

αG
)
Aα = 0，

解得

A1 =
1√

2m+M


1

1

1

 , A2 =
1√
2m


1

0

−1

 , A3 =
1√

2m
(
1 + 2m

M

)


1

−2m
M

1

 ,

这里已经选取系数使得特征矢量归一化，即满足 AT
αGAβ = δαβ。因此模态矩阵为

M =
(

A1 A2 A3

)
=


1√

2m+M
1√
2m

1√
2m(1+2 m

M )
1√

2m+M
0 −

√
2m
M

1√
1+2 m

M

1√
2m+M

− 1√
2m

1√
2m(1+2 m

M )

 .

由 (10.54)，简正坐标与原始广义坐标的关系为
ζ1

ζ2

ζ3

 = MTG


x1

x2

x3

 =


m(x1+x3)+Mx2√

2m+M√
m(x1−x3)√

2√
mM(x1−2x2+x3)√

2(2m+M)

 .

第一个简正坐标 ζ1 =
√
2m+MxC，即正比于质心坐标，因此其对应的简正模式是整体匀

速直线运动，如图10.5(a) 所示。ζ2 对应的简正模式为中间的粒子不动，两端粒子做反向振
动，频率为 ω2，如图10.5(b) 所示。ζ3 对应的简正模式为中间粒子与两段例子相对做反向
振动，频率为 ω3，如图10.5(c) 所示。系统的一般运动是这三种模式的线性叠加。

图 10.5: 线性三原子分子振动的简正模式。简正坐标 ζ1、ζ2 和 ζ3 对应的模式

分别如 (a)、(b) 和 (c) 图。
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10.2 阻尼振动

以上我们就平衡位形附近的自由振动做了详细的分析，其特点在于系统不受外

界影响，扰动的拉格朗日量不显含时间。当受到外界影响时，系统将不可避免与环境

交换能量。这将导致系统的部分能量传递到外界，产生所谓“阻尼”或“耗散”现象。

在阻尼存在时发生的振动称作阻尼振动（damped oscillations）。典型的阻尼包括摩
擦、粘滞等等。

10.2.1 耗散函数

直观上，阻尼与速度有关。在速度较低时，阻尼体现在物体的运动受到与速度成

正比的阻碍力。从运动方程的角度，这意味着阻尼体现为速度的线性项。一个问题是，

能否给阻尼写出作用量？严格来说，阻尼或者耗散并不是一个纯粹的宏观力学问题，

因为其涉及宏观与微观两个层次的自由度。例如，宏观的滑块因为摩擦将能量转移到

微观粒子的无规则热运动中。因为微观信息的缺失，仅由宏观自由度出发，阻尼或者

耗散系统一般并不能纳入最小作用量原理的框架内8。因此，对阻尼运动的描述只能

是“唯象”和“有效”的，从运动方程、或者微分形式的变分原理出发。

假设在无阻尼时，系统的拉格朗日量为 L。阻尼振动可以在微分形式的变分原理

中添加一项 Qaδq
a 来体现：

δS [q] =

ˆ
dt (δL+Qaδq

a) = 0, (10.56)

对应的运动方程即
d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa
= Qa, a = 1, · · · , s. (10.57)

这里 Qa 即描述阻尼效果的广义力，或者说广义摩擦力。当速度很小时，广义摩擦力

可以按广义速度的幂次展开，在线性阶即有

Qa = −Fabq̇b, a = 1, · · · , s, (10.58)

这里系数 Fab 只依赖于广义坐标。考虑到微观模型，可以证明，系数满足 Fab = Fba

且是正定的，于是 Qa 可以写成某个标量函数

F ≡ 1

2
Fabq̇

aq̇b (10.59)

的导数，即

Qa ≡ − ∂F
∂q̇a

, a = 1, · · · , s. (10.60)

8这当然不影响最小作用量原理作为基本物理原理的地位。原则上，如果我们能跟踪每一个微观粒子的行为，（至少

在经典意义上）当然可以写出“宏观滑块”加“微观粒子”这一大系统完整的作用量。
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(10.59) 中的 F 被称为耗散函数（dissipation function）。系数 Fab 的正定性意味着耗

散函数 F > 0。

在存在耗散时，系统的能量仍然定义为 E ≡ h = ∂L
∂q̇a

q̇a−L。由 (10.57)和 (10.60)，
系统能量随时间的变化率为

dE
dt =

d
dt

(
∂L

∂q̇a
q̇a − L

)
=

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
q̇a +

∂L

∂q̇a
q̈a − ∂L

∂qa
q̇a − ∂L

∂q̇a
q̈a

=

(
d
dt
∂L

∂q̇a
− ∂L

∂qa

)
︸ ︷︷ ︸

=Qa

q̇a = − ∂F
∂q̇a

q̇a, (10.61)

因为在最低阶，耗散函数 F 是广义速度的二次型 (10.59)，即有 ∂F
∂q̇a

q̇a = 2F，因此
得到

dE
dt = −2F . (10.62)

由之可以看出耗散函数的物理意义，即单位时间内系统所耗散的能量为 2 倍的耗散
函数。因为 F > 0，因此系统的能量确实一直耗散进入外界环境。

10.2.2 阻尼振动的求解

对于如 (10.13) 中的扰动 2 阶拉格朗日量，在有阻尼存在时，运动方程 (10.57)
成为

Gabq̈
b + Fabq̇

b +Wabq
b = 0, a = 1, · · · , s. (10.63)

在平衡位形附近，系数 Gab、Fab 和 Wab 都是常数。

以下我们以单自由度阻尼振动为例，来说明阻尼振动的求解方法。此时运动方程

为

q̈ + 2βq̇ + ω2
0q = 0, (10.64)

其中 ω2
0 =W/G 为无阻尼时自由振动的频率，

β ≡ F

2G
, (10.65)

被称为阻尼系数（damping coefficient）。由量纲知，[β] = [ω0] = [T ]
−1。方程 (10.64)

中的阻尼项 ∝ βq̇ 可以通过变量代换去除。令 q (t) = e−βtx (t)，可以验证 x (t) 满足

方程

ẍ+ ω2x = 0, ω2 = ω2
0 − β2. (10.66)

形式上其与单自由度谐振动的方程 (10.2) 完全一致。只不过现在 ω2 未必是正数，相

应的 ω 未必是实数。

根据 β 与 ω0 的相对大小，解的行为可分为 2 种情况。
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图 10.6: 阻尼振动的行为。参数取 ω0 = 10，初始条件为 q (0) = q0，q′ (0) = 0。(a)
β/ω0 = 0.05。(b) β/ω0 = 2。

若 β < ω0，此时 ω2 > 0，x (t) 的通解为（见 (10.5)）x (t) = Aeiωt + c.c.。因此
q (t) 的通解为

q (t) = e−βtx (t) = e−βt
(
Aeiωt + c.c.

)
. (10.67)

其中括号部分（即 x (t)）对应谐振动，且振动的频率 ω 小于无阻尼时自由振动的频

率 ω0。因子 e−βt 则表明振幅在随时间指数衰减，衰减的快慢则由阻尼系数 β 决定。

解的数学形式也符合我们对阻尼振动的直观感受，即由于阻尼的存在，导致振动的频

率比无阻尼时降低；且随着能量的耗散，振幅也随之衰减，如图10.6(a) 所示。
若 β > ω0，此时 ω2 < 0，因此 ω 有两个虚根，ω± = ±i

√
β2 − ω2

0。因此 q (t)

的通解为

q (t) = e−βt
(
A+e

iω+t +A−e
iω−t

)
= e−βt

(
A+e

−
√
β2−ω2

0t +A−e
√
β2−ω2

0t
)
, (10.68)

其中 A± 是实数。这种情形对应阻尼效应很强。这时 q (t) 的幅度随时间 t 单调衰减，

而不呈现出任何振荡行为，当 t→ ∞ 时渐进地趋于平衡位置，如图10.6(b) 所示。
对于 β = ω0 的临界情况，此时 x (t)满足 ẍ = 0，通解为 x (t) = A1+A2t，A1, A2

为常数。因此得到 q (t) 的通解

q (t) = e−βt (A1 +A2t) . (10.69)

此时 q (t) 也不呈现出任何振荡行为，虽然其随时间未必单调衰减。

10.2.3 阻尼振动的有效拉格朗日量

前面提到，仅由宏观自由度，阻尼运动并不能纳入最小作用量原理的框架内。但

是如果只是为了得到形式上一致的运动方程，则可以构造所谓有效拉格朗日量（ef-
fective Lagrangian），这里“有效”的意义是其欧拉-拉格朗日方程“等价”于阻尼谐
振子的运动方程。

简单起见，考虑单自由度阻尼振动，运动方程为 (10.64)。此前已经知道（见习
题1.9），(10.64)本身不是欧拉-拉格朗日方程。换句话说，不存在任何拉格朗日量，其
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欧拉-拉格朗日方程是 (10.64)。但是，存在两种简单的有效拉格朗日量。一种是单自
由度但是含时的拉格朗日量

Leff = e2βt
1

2

(
mq̇2 −mω2

0q
2
)
, (10.70)

对其变分得到

δSeff ' −
ˆ

dte2βtm
(
q̈ + 2βq̇ + ω2

0q
)
δq.

因为 e2λt 6= 0，因此 (10.70) 的欧拉-拉格朗日方程等价于 (10.64)。有效拉格朗日量
(10.70) 并不完全只是数学技巧。阻尼来源于外界的影响，因此从某种意义上，等效
地表现为系统拉格朗日量中的系数（或者说参数）不再是常数，而是随时间变化。

另一种是通过引入额外的变量 x，构造 2 自由度不含时的拉格朗日量

Leff =
1

2
mq̇ẋ− 1

2
mβ (q̇x− qẋ)− 1

2
mω2

0qx. (10.71)

对 x 变分得到

δSeff ' −
ˆ

dt1
2
m
(
q̈ + 2βq̇ + ω2

0q
)
δx,

可见也等价于 (10.64)。由 q 和 x 的对称性，x 的运动方程即 ẍ− 2βẋ+ ω2x = 0。有

趣的是，q 和 x 的运动方程是解耦的。因此这里额外的变量 x 的引入，只是帮助得

到了 q 的运动方程，而对 q 的运动并无影响。

10.3 受迫振动

在第九章中曾经指出，围绕给定背景做微扰展开，扰动的一阶作用量恒为零，这

是因为背景总是运动方程的解。但如果在外界影响下，系统的拉格朗日量发生改变，

则“旧”的背景不再满足“新”的运动方程，因此围绕“旧”背景展开得到的扰动一

阶作用量就不再为零。例如，一维谐振子若除了自身势能 1
2
kq2 外，受外界影响获得

额外的势能 U (q)，此时原来的平衡位置 q = 0 当然就被打破了，而围绕原来的平衡

位置的微扰展开就成为

L =
1

2
mq̇2 − 1

2
kq2 − U ′ (0) q + · · · .

这里出现了扰动的线性项 ∝ U ′ (0) q，即对应外界的影响。

对于一般的多自由度系统，在外界影响下，原先的平衡位形被打破。截至扰动

{qa} 的二阶，作用量的一般形式为

S [q] =

ˆ
dt
(
1

2
Gabq̇

aq̇b − 1

2
Wabq

aqb + Jaq
a

)
, (10.72)

其中 Gab,Wab 都是常数。上式中出现了扰动的线性项 Jaq
a，{Ja} 也被称作外源

（source），代表外界的影响。外源 Ja 不依赖于扰动 qa，但是因为外界的影响可以随

经典力学 175 高显



10.3 受迫振动 第十章 小振动

时间变化，因此 Ja 可以是时间的函数。运动方程为

Gabq̈
b +Wabq

b = Ja, a = 1, · · · , s. (10.73)

若不存在外界影响（Ja = 0）时系统做自由振动，则在外界影响下的运动被称为受迫

振动（forced oscillations）。
下面对受迫振动的求解和性质做简要讨论。简单起见，我们考虑单自由度情形。

同时，我们将阻尼也考虑进来，此时运动方程的一般形式为

q̈ + 2βq̇ + ω2
0q = J (t) , (10.74)

其中 λ, ω0 都是常数，J (t) 依赖于时间。我们重点讨论最基本、也是最重要的谐振动

形式的外源，J (t) = J0 cos (Ωt)，这里 Ω 是常数。考虑到方程是线性的，求解复数形

式的方程

q̈ + 2βq̇ + ω2
0q = J0e

iΩt (10.75)

会更为方便。根据微分方程理论，方程 (10.75) 的一般解为某个特解（记为 q∗）与齐

次方程 q̈ + 2λq̇ + ω2
0q = 0 的通解的线性叠加。对于特解 q∗，取试解为与外源同频率

的振荡，

q∗ = AeiΩt ≡ |A| ei(Ωt−δ), (10.76)

这里 A 为复数。将试解代入 (10.75)，得到 A 满足的代数方程

− Ω2A+ 2iβΩA+ ω2
0A = J0, (10.77)

从中解出

|A| =
J0√

(ω2
0 − Ω2)

2
+ 4β2Ω2

, (10.78)

tan δ =
2βΩ

ω2
0 − Ω2

. (10.79)

齐次通解已在上节求得。在有阻尼存在的情况（β > 0），齐次通解随时间衰减。因此

经过足够久的时间（t→ ∞），系统的运动将由 (10.76) 给出的特解 q∗ 主导，其描述

振幅为 |A|、频率与外源频率 Ω 相同的谐振动。由 (10.78)，振幅 |A| 依赖于外源的
频率，如图10.7(a) 所示。由之可见，当外源频率为

Ω =
√
ω2
0 − 2β2 (10.80)

时，振幅 |A| 取极大值，此即共振（resonance）现象。当不存在阻尼时，共振频率即
系统的自由振动频率 Ω = ω0。另外从 (10.79) 可见，受迫振动的相位总是“落后”于
外源的相位（这里我们取 0 ≤ δ ≤ π），如图10.7(b) 所示。
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图 10.7: 受迫振动的 (a) 振幅与 (b) 相位与外源频率及阻尼的关系。

最后需要说明的是，方程 (10.75) 中的外源是长时间存在的（即在整个 −∞ <

t < +∞ 非零），因此上面讨论的其实是系统处于长时间稳定外源下的行为。实际的
过程中，外部影响往往发生在短暂的一瞬，因此解的行为可能与上面的讨论迥异9。

10.4 参数共振

除了以“外源”的形式，外界作用还可以体现在对系统参数的影响上，使其不再

是常数，而是随时间变化。考虑单自由度情形，不失一般性，运动方程归结为如下形

式10

q̈ + ω2 (t) q = 0, (10.81)

其可视为频率随时间变化的振子。ω (t) 的具体形式由外界条件决定。若外界的影响

是周期性的，这将导致 ω (t) 是时间的周期函数

ω (t+ T ) = ω (t) , (10.82)

其中 T 为周期。在时间平移下 t→ t+ T，方程 (10.81) 形式不变。这当然不能保证
解 q (t)本身也是时间的周期函数，但可以保证如果 q (t)是方程的解，则 q (t+ T )必

然也满足方程。假设方程 2 个线性独立的解为 q1 (t) 和 q2 (t)，因为方程的任意解都

可以表示为这两个解的线性组合，因此必然有(
q1 (t+ T )

q2 (t+ T )

)
=

(
R11 R12

R21 R22

)(
q1 (t)

q2 (t)

)
, (10.83)

9这也是音响的品质不能仅靠频响曲线和灵敏度来衡量的原因之一。
10原则上当然可以参照 (10.64) 考虑 q̈ + 2β (t) q̇ + ω2 (t) q = 0 形式的方程。做变量代换 q (t) = eλ(t)x (t)，取

λ (t) 满足 λ′ (t) = −β (t)，则得到 x (t) 的方程 ẍ+ Ω2 (t) x = 0，其中 Ω2 (t) = ω2 (t) − β̇ (t) − β2 (t)。因此

问题归结为求解 (10.81) 形式的方程。
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其中矩阵元 R11, R12, R21, R22 都是常数。可以证明，总是可以选择合适的解 q1 (t) 和

q2 (t)，使得上面的矩阵对角化11，即有

q1 (t+ T ) = µ1q1 (t) , q2 (t+ T ) = µ2q2 (t) ,

其中 µ1 和 µ2 都是常数。具有上述性质函数的一般形式为

q1 (t) = µ
t/T
1 u1 (t) , q2 (t) = µ

t/T
2 u2 (t) , (10.84)

其中 u1 (t) 和 u2 (t) 都是以 T 为周期的函数。

可以证明（见习题10.2），对于方程 (10.81)，两个线性独立解的朗斯基行列式为
常数。将 (10.84) 形式的解代入，即得到

det
(
q1 q2

q̇1 q̇2

)
= q1q̇2−q2q̇1 = (µ1µ2)

t/T

(
u1u̇2 − u2u̇1 +

1

T
ln
(
µ2

µ1

)
u1u2

)
=常数.

(10.85)
上式中括号中的项是 T 的周期函数，因此在 t → t + T 下不变，而 (µ1µ2)

t/T 则变

为 (µ1µ2)
t/T+1。因此若要使上式为常数，唯一的可能是（当然括号中的项也必须是

常数）

(µ1µ2)
t/T

=常数, ⇒ µ1µ2 = 1. (10.86)

若 q (t) 是方程 (10.81) 的解，则其复共轭 q∗ (t) 必然也是方程的解。因此 (10.84)
中的两个常数 {µ1, µ2} 与其复共轭 {µ∗

1, µ
∗
2} 是不可区分的。这就导致两种情况。若

µ1 = µ∗
2（即 µ2 = µ∗

1），结合 (10.86)，这意味着 |µ1| = |µ2| = 1。此时，因为 u1 和

u2 都是周期函数，系统的振幅将保持恒定。若 µ1 和 µ2 都是实数，不失一般性，记

µ1 = 1/µ2 = µ 且 |µ| > 1，则 (10.84) 成为

q1 (t) = µt/Tu1 (t) , q2 (t) = µ−t/Tu2 (t) . (10.87)

此时 |µ| > 1 意味着第 1 个解 q1 (t) 的振幅随时间指数增加，而第 2 个解 q2 (t) 的振

幅随时间指数衰减。这与小振动的稳定性背道而驰，此时对平衡位置任意小的偏离都

将随时间快速增长。这种现象被称作参数共振（parametric resonance）。
与受迫振动导致的共振不同之处在于，参数共振是外界影响导致系统参数随时

间变化而造成的指数增长，而非外界直接施加于系统的运动。从数学上，受迫振动的

方程是非齐次的（有源），而参数共振的方程 (10.81) 是齐次的（无源）。这也导致，
若初始时刻系统完全处于平衡（q = q̇ = 0），系统将仍然保持平衡（因为并没有什么

东西强迫其开始运动）。而对于受迫振动，即便初始保持平衡，也可能很快偏离平衡

位形。

11这一结论也被称作 Floquet 定理，由法国数学家 Floquet（Achille Marie Gaston Floquet，1847-1920）在研究
周期性矩阵微分方程中得到。
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例 10.5 变频谐振子与参数共振

作为一个简单且重要的参数共振的实例，考虑 ω2 (t) = ω2
0 (1 + h cos (γt))，其中 ω0, h, γ

都是常数，且 0 < h≪ 1。此时 ω (t) 是以 T = 2π/γ 为周期的函数，因此我们预期会发生

参数共振。方程 (10.81) 成为

q̈ + ω2
0 (1 + h cos (γt)) q = 0. (10.88)

这个方程即所谓Mathieu方程，解析解可以表示为Mathieu函数。下面我们用逐阶近似的微
扰方法来定性说明参数共振的发生。当 h = 0时，方程为谐振子方程，解记为 q(0)。解对 q(0)

的偏离完全是由非零的 h 所引起，因此设完整解具有微扰展开的形式 q = q(0) + q(1) + · · ·，
其中下标“(n)”代表精确到 h 的 n 阶。从我们的目的出发，我们只保留到 h 的线性阶。

(10.88) 在 0 阶得到 q(0) 满足的方程 q̈(0) + ω2
0q(0) = 0，在 1 阶即得到 q(1) 满足的方程

q̈(1) + ω2
0q(1) = −ω2

0h cos (γt) q(0).

可见，问题转化为求解在外源 ∝ cos (γt) q(0) 下的受迫振动。因为 q(0) 以频率 ω0 做谐振动，

不失一般性记 q(0) ∝ cos (ω0t)。于是

cos (γt) q(0) ∝ cos (γt) cos (ω0t) =
1

2
[cos ((γ − ω0) t) + cos ((γ + ω0) t)] .

这里出现了两个频率 γ ± ω0。根据上节的讨论，（无阻尼时）当外源频率等于系统的自由振

动频率时发生共振，对应

γ ± ω0 = ω0, ⇒ γ = 2ω0 或 0.

这里 γ = 0 并不是我们感兴趣的情况，因为其只是代表谐振动频率本身的变化（ω2
0 →

ω2
0 (1 + h)）。当 γ = 2ω0 时，则对应发生参数共振。进一步的定量分析表明，在频率 2ω0

附近一定范围内，都会发生振幅随时间指数增加的参数共振现象。

值得一提的是，变频谐振子 (10.81) 是一种重要的物理模型。除了频率本身做周
期震荡而发生的参数共振现象，当频率随时间缓慢变化时则会发生另外有趣且重要

的现象。我们将在第17.3节回到这个问题（见例17.9）。

10.5 非线性振动

到目前为止，我们讨论的都是线性振动，其来源于扰动相对于背景微扰展开的二

次拉格朗日量，对应扰动满足线性微分方程。线性振动其提供了系统在背景附近微扰

展开的领头阶近似。微扰展开的三阶、四阶等高阶修正，对应扰动满足非线性微分方

程，相应的振动也被称作非线性振动。非线性振动有一些新的特征，例如线性叠加原

理不再满足，振动频率与振幅相关，等等。

简单起见，考虑单自由度的非相对论性定常系统。记广义坐标为 x = x̄+ q，其

中 x̄ 为背景，q 为扰动。将拉格朗日量 (4.72) 相对平衡位形（ ˙̄x = 0）展开至扰动 q
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的 4 阶，得到

L =
1

2
G (x̄+ q) (0 + q̇)

2 − V (x̄+ q)

=
1

2
Gq̇2 − 1

2
Wq2︸ ︷︷ ︸

2阶

+
1

2
Xq̇2q − 1

3
Mq3 +

1

2
Y q̇2q2 − 1

4
Nq4︸ ︷︷ ︸

高阶

, (10.89)

其中

G = G (x̄) , W = V ′′ (x̄) , (10.90)

X = G′ (x̄) , M =
1

2
V (3) (x̄) , Y =

1

2
G′′ (x̄) , N =

1

6
V (4) (x̄) , (10.91)

都是常数。运动方程为

Gq̈ +Wq︸ ︷︷ ︸
1阶（线性）

+Xq̈q +
X

2
q̇2 +Mq2 + Y q̈q2 + Y q̇2q +Nq3︸ ︷︷ ︸

高阶（非线性）

= 0. (10.92)

因为微扰展开高阶项的存在，扰动满足非线性方程。在微扰理论中，拉格朗日量的高

阶部分被称作“相互作用”或者“耦合”部分，因此高阶项系数 X,M 等也被称作耦

合常数或耦合系数，用以代表相互作用的“大小”，或者说衡量非线性效应的“强度”。

若“相互作用”相对于“自由部分”都是小量，则方程 (10.92) 可以用逐阶近似的微
扰方法求解。因为非线性振动是周期运动，其解 q (t) 是周期函数，因此可以取级数

形式的试解

q (t) = A0e
iωt +A1e

2iωt +A2e
3iωt + · · ·+ c.c., (10.93)

其中 ω 是待定的系统做周期运动的频率，也可称为“基频”。自由振动的试解 (10.5)
是其特殊情况，即对应单一频率 ω0 =

√
W/G 的谐振动 q ∝ eiω0t+ c.c.。由于相互作

用的存在，基频发生改变 ω 6= ω0，因此也可以做逐级近似

ω = ω0 + ω1 + ω2 · · · . (10.94)

这里 An 和 ωn 都是耦合常数的 n 阶量。将上述试解代入方程 (10.92)，便可以逐阶
求解 An 和 ωn。

若“相互作用”部分不能被视为微扰，例如当扰动的幅度很大、或者耦合常数不

再是小量时，逐阶近似的微扰方法就失效了，此时非线性振动的求解是十分困难的。

对于一般的非线性系统，其运动非常复杂，不但难以解析求解，而且会产生很多新的

特性，例如由决定性方程却无法给出可预测解的混沌现象。对非线性系统的研究也是

近几十年经典力学的重要发展之一。
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习题

10.1 已知 n 个函数 {u1 (t) , · · · , un (t)} 线性无关的“充分”条件是其朗斯基行列式（Wron-
skian）非零12，定义为

W (u1, · · · , un) := det


u1 u2 · · · un

u′
1 u′

2 · · · u′
n

...
...

. . .
...

u
(n−1)
1 u

(n−1)
2 · · · u

(n−1)
n

 , (10.95)

其中 u(i)代表对 t的 i阶导数。（1）证明 e−iωt和其复共轭 e+iωt是线性无关的，即W
(
e−iωt, e+iωt

)
̸=

0；（2）证明任意复函数 u (t) 及其复共轭的朗斯基行列式 W (u, u∗) 只有虚部，并讨论其非零的条

件。

10.2 某单自由度系统，广义坐标为 q，拉格朗日量为 L = 1
2
G (t) q̇2 − 1

2
W (t) q2，其中 G (t)

和 W (t) 都是时间的函数。（1）若 q1 (t) 和 q2 (t) 为系统运动方程的任意两个线性无关的特解，证

明其朗斯基行列式 W (t) = W (q1 (t) , q2 (t)) 满足形式为 Ẇ + f (t)W = 0 的微分方程，并给出

f (t) 的表达式；（2）根据（1）的结果，分析当 G (t) 和 W (t) 满足什么条件时，W 为常数。

10.3 设实方阵 Q 是时间的函数，且具有如下形式 Q (t) ≡ Au (t) +A∗u∗ (t)，其中 u (t) 是

任一复函数，A 为常复方阵（即矩阵元都是复常数）。已知对于任意两个方阵 A 和 B，矩阵对易

子定义为 [A,B] ≡ AB −BA。证明 Q 和 Q̇ 的矩阵对易子满足
[
Q, Q̇

]
=W (u, u∗) [A,A∗]，其

中 W (u, u∗) 是 u 和 u∗ 的朗斯基行列式。

10.4 求习题9.5中系统做小振动的特征频率与简正模式，并分析简正模式的物理意义。
10.5 求习题9.6中系统做小振动的特征频率与简正模式，并分析简正模式的物理意义。
10.6 求习题9.7中系统做小振动的特征频率与简正模式，并分析简正模式的物理意义。
10.7 如图10.8所示，半径为 R、质量为 M 的匀质圆环，其上某点固定悬挂于某处，圆环可

在其盘面的竖直平面内摆动，设绕固定点的转动惯量为 I。一质量为 m 的粒子在圆环上运动。忽

略所有摩擦。（1）求系统相对平衡位形扰动的二次拉格朗日量；（2）求系统做小振动的特征频率与
简正模式，并分析简正模式的物理意义；（3）求小振动的通解。

图 10.8:

10.8 如图10.9所示，一质量为 M 的滑块可沿某水平硬杆滑动，滑块上悬挂一摆长为 l、质量

为 m的单摆。系统在竖直平面内运动，忽略摩擦和摆杆的质量。（1）求体系相对平衡位形的扰动的
二次拉格朗日量；（2）求系统做小振动的特征频率与简正模式，并分析简正模式的物理意义；（3）
求小振动的通解。

12朗斯基（Jozef Maria Hoene-Wronski，1776-1853）是波兰数学家和哲学家。
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图 10.9:

10.9 如图10.10所示，3 个质量同为 m 的小球由弹簧链接，小球穿在平行硬杆上。弹簧两端

固定，连线与硬杆垂直。硬杆之间、硬杆到两端的距离都为 l。设弹簧的自由长度也为 l，劲度系数

为 k。不考虑重力和摩擦。（1）求体系相对平衡位形的扰动的二次拉格朗日量；（2）求系统做小振
动的特征频率与简正模式，并分析简正模式的物理意义；（3）求小振动的通解。

图 10.10:

10.10 考虑摆杆长 l、摆球质量为 m 的单摆，摆球带正电荷 e。系统处于重力场中，且受水

平方向均匀电场的作用。（1）若电场强度 E0 固定不变，求系统在平衡位置附近小振动的运动方程

和振动频率；（2）若电场强度在外界控制下随时间变化，E = E0 (1 + a sin (ωt))，|a| ≪ 1 为常数，

分析此时系统的运动。

10.11 如图10.11所示，质量为 m 的小球用无质量软绳悬挂于 O 点，绳长为 4l，两侧固定光

滑屏障，边缘形状为摆线，参数方程为 x = l (θ − sin θ)，y = l (1− cos θ)，其中 θ = 0 即对应 O

点。在任意瞬时，摆绳与屏障边缘相切（例如图中 A 点）。（1）选择合适的广义坐标，写出系统的
拉格朗日量；（2）求系统的振动频率，并证明其与摆动幅度无关。

图 10.11:
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第十一章 转动理论

转动是经典力学中最古老的课题之一。其不仅有物理上的重要性—---例如对刚
体运动的描述，还蕴藏着丰富的数学内涵。转动理论在物理学的各个领域都有重要的

应用。本章中我们主要对欧氏空间中的转动做一般的讨论。

11.1 欧氏空间中的转动

11.1.1 转动是保度规的坐标变换

“转动”的概念可以来源于日常生活。直观上，即对象只是看上去方向、视角变

了，但是形状、各个部分之间的相对位置不变。定量来说，即如何在坐标变换下保

证“距离”不变。考虑最熟悉的欧氏空间，在第3.2节讨论过，在直角坐标（Cartesian
coordinates）{xi} =

{
x1, · · · , xD

}
下，D 维欧氏空间的线元为

ds2 = δijdxidxj , (11.1)

其中 δij 即欧氏空间的度规，是 D ×D 的单位矩阵。考虑一般的坐标变换

xi → x̃i = x̃i (x) , ⇔ x̃i → xi = xi (x̃) , i = 1, · · · , D, (11.2)

如图11.1(a) 所示，p 点和临近一点 p′ 的坐标差变换为 dxi → dx̃i = ∂x̃i

∂xj dxj，这里
∂x̃i

∂xj 即坐标变换的雅可比矩阵。如果坚持用欧氏度规 δij 来测量距离，那么两点之间

的距离平方就变成了

δkldx̃kdx̃l = δkl
∂x̃k

∂xi
∂x̃l

∂xj
dxidxj 6= δijdxidxj .

这在图11.1(b) 中可以看得非常明显。而如果认为线元不变，即要求新旧坐标计算出
来的距离不变，因为 δkldxkdxl = δkl

∂xk

∂x̃i
∂xl

∂x̃j dx̃idx̃j，这就意味着在新坐标下，必须接
受度规的变化，

δij → δkl
∂xk

∂x̃i
∂xl

∂x̃j
6= δij , (11.3)

即不再是标准的欧氏度规。总之，在一般的坐标变换 (11.2) 下，如果坚持用固定的欧
氏度规，则所测量的距离就变了；反过来，如果坚持距离（线元）不变，那么就得承
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11.1 欧氏空间中的转动 第十一章 转动理论

认度规的形式变了。一个是“度规”，一个是“距离”，总有一种鱼与熊掌不可得兼之

感。

图 11.1: 转动是保度规不变的坐标变换。

幸运的是，对于欧氏空间，存在一类特殊的坐标变换，使得变换前后度规形式不

变，从而自动保证了距离也不变。由 (11.3)，这即要求1

δkl
∂xk

∂x̃i
∂xl

∂x̃j
= δij , ⇔ δkl

∂x̃k

∂xi
∂x̃l

∂xj
= δij . (11.4)

这类特殊的坐标变换被称作转动（rotation）。其效果如图11.1(c) 所示，也非常符合
对转动的直观理解。所以从坐标变换的角度，转动是保欧氏度规形式不变的坐标变

换。变换下度规形式不变也被称作“保度规”。需要强调的是，存在保度规的坐标变

换对空间本身的几何性质提出了很高的要求，只有对欧氏、闵氏空间等特殊的空间才

存在转动。

记坐标变换的雅可比矩阵为

∂x̃i

∂xj
≡ Rij , ⇔ ∂xi

∂x̃j
=
(
R−1

)i
j
, (11.5)

这里即约定 ∂x̃i

∂xj 中 i 为矩阵的行指标，j 为列指标。可以证明，欧氏空间的转动是线

性坐标变换。因此 (11.5) 中矩阵 R 与 {xi} 或 {x̃i} 都无关，但是可以依赖别的参数
（例如时间 t）。于是，转动条件 (11.4) 可以写成

δkl
(
R−1

)k
i

(
R−1

)l
j
= δij , ⇔ δklR

k
iR

l
j = δij , (11.6)

用矩阵形式（有 Rij ≡
(
RT) i

j
，δij 和 δij 不加区分记作单位矩阵 1）即2

RT1R = 1 , ⇔ RT = R−1 . (11.7)

满足如 (11.7) 的矩阵 R 被称作正交矩阵（orthogonal matrix）。正交矩阵描述欧氏
空间中的转动，因此转动也称作正交变换（orthogonal transformation）。由 (11.7)，

1很容易得到另外两种等价形式 δkl ∂x̃i

∂xk
∂x̃j

∂xl = δij 和 δkl ∂xi

∂x̃k
∂xj

∂x̃l = δij。
2对于有限阶矩阵，RTR = 1 和 RRT = 1 是等价的。
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第十一章 转动理论 11.1 欧氏空间中的转动

取行列式得到

det
(
RT1R

)
= detRT detR = (detR)

2
= 1, (11.8)

所以正交矩阵的行列式必为

detR = ±1 . (11.9)

直观上，这意味着欧氏空间的转动不改变体积。

11.1.2 转动是线性空间中的基变换

上面提到，只有对欧氏、闵氏这类空间才存在转动，这是因为这些空间都是线性

空间（linear space）。从线性空间的角度，D 维欧氏空间有 D 个线性独立的正交基

矢（basis vector）{ei} = {e1, · · · , eD}。基矢的正交归一（orthonormal）条件即

〈ei, ej〉 = δij . (11.10)

这里 〈•, •〉 代表两个矢量的内积。对于另外一组基矢 {ẽi} = {ẽ1, · · · , ẽD}，需要满足
同样的正交归一条件。线性空间的基矢 {ẽi} 和 {ei} 之间满足线性变换

ei = Rjiẽj , ⇔ ẽi =
(
R−1

)j
i
ej . (11.11)

由正交归一条件，得到线性变换矩阵满足的条件，

δij ≡ 〈ei, ej〉 =
〈
Rkiẽk, R

l
j ẽl
〉
= RkiR

l
j 〈ẽk, ẽl〉 = δklR

k
iR

l
j . (11.12)

(11.12) 正是线性变换 R 是正交矩阵的条件 (11.6)。可见，线性空间的正交归一基之
间的变换即转动。注意由正交矩阵条件 (11.6)，(R−1)

j

i =
(
RT)j

i
= R j

i 。

矢量是先于坐标系或基存在的。对于给定矢量 v，其在不同的基中有不同的分解

形式。由 (11.11)，
v = viei = viRjiẽj ≡ ṽiẽi, (11.13)

从中得到矢量分量的变换关系为

ṽi = Rijv
j , ⇔ vi =

(
R−1

)i
j
ṽj ≡ ṽjR i

j . (11.14)

诸如 (11.14) 的变换关系被称作所谓张量变换规则（tensor transformation rules）。

11.1.3 转动的主动与被动观点

我们在第2.2.1节讨论过坐标变换的主动与被动观点。转动当然也存在这两种相
对且等价的观点。认为是矢量在变，而坐标/基不变，这种看待转动的观点即主动观
点。反过来，认为是坐标/基在变，而矢量不变，即被动观点。
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例 11.1 2 维平面上的转动

考虑 2 维平面上的转动。2 维平面上坐标的线性变换为

(
x̃1

x̃2

)
=(

a b

c d

)(
x1

x2

)
，这里 a, b, c, d 都是实的常数。根据 (11.5)，记 R =

(
a b

c d

)
。由

转动的定义，R 必须是正交矩阵，即满足 (11.7)，RT1R =

(
a c

b d

)(
a b

c d

)
=(

a2 + c2 ab+ cd

ab+ cd b2 + d2

)
= 1 =

(
1 0

0 1

)
。上式给出 4 个常数 a, b, c, d 所满足的 3 个方

程，通解为 a = d = cosϕ 和 −b = c = sinϕ，于是 2 维欧氏平面上的转动矩阵一般形式为

R (ϕ) =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
, (11.15)

其有 1 个自由参数 ϕ，代表平面上的转动角。当 ϕ = 0 时，R(0) = 1，即是恒等变换。平

面上的转动如图11.2所示。变换前后两点（如图中变换前 A,B 点和变换后 A′, B′ 点）之间

的距离确实是不变的。

图 11.2: 2 维平面上的转动（参数取 ϕ = π
6
）。点 A,B 在变换后对应点 A′, B′，

正方形区域（左图阴影区域）在变换后为全同的正方形区域（右图阴影区域）。

按照主动观点，ϕ > 0 代表矢量“逆时针”转动 ϕ 角，

(
x̃1

x̃2

)
=(

cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
x1

x2

)
，如图11.3所示。等价地，按照被动观点，基矢“顺时

针”转动 ϕ 角，

(
ẽ1

ẽ2

)
=

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)(
e1

e2

)
。于是如果基矢逆时针转动 ϕ 角，

转动矩阵即 (R (ϕ))T = R (−ϕ)。

高显 186 经典力学



第十一章 转动理论 11.1 欧氏空间中的转动

图 11.3: 转动的被动观点与主动观点。

11.1.4 无穷小转动

在第九章中讨论过线性化的思想。如果对某个对象不知该如何下手，但是又知道

某个简单的、已经解决的情况，一个屡试不爽的方案就是将这个已经解决的情况作为

“背景”，围绕这个背景做线性近似。

将线性化的思想应用到转动上，“背景”—---亦即最简单的转动—---就是原地不动，
即恒等变换。于是在恒等变换附近的线性近似即无穷小转动（infinitesimal rotation），
即无限接近于恒等变换的转动，记为 R = 1+Φ，这里 Φ 是一个无穷小的矩阵，即

其矩阵元都是无穷小的数或 0。由正交矩阵的定义，

1 = RTR =
(
1+ΦT) (1+Φ) = 1+Φ+ΦT + · · · ,

忽略高阶量，在线性阶即要求

ΦT = −Φ , (11.16)

即 Φ 是反对称的。总之，给一个无穷小的实反对称矩阵 Φ，则 1+Φ 对应一个无穷

小转动。

例 11.2 平面上的无穷小转动

对于 2 维欧氏平面上的转动，转动矩阵 (11.15) 在恒等变换附近展开，得到

R (ϕ) = R (0) + ϕR′ (0) +
ϕ2

2
R′′ (0) +

ϕ3

3!
R′′′ (0) · · ·

=

(
1 0

0 1

)
+ ϕ

(
0 −1

1 0

)
+
ϕ2

2

(
−1 0

0 −1

)
+
ϕ3

3!

(
0 1

−1 0

)
+ · · · .(11.17)

当参数 ϕ→ 0 时，保留到 ϕ 的线性阶，即有

R (ϕ) =

(
1 0

0 1

)
+ ϕ

(
0 −1

1 0

)
≡ 1+ ϕJ , (11.18)

这里 J ≡

(
0 −1

1 0

)
，是一个反对称矩阵。另一方面，注意到 (11.17) 的展开可以写成
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R (ϕ) = 1 + ϕJ + ϕ2

2
J2 + ϕ3

3!
J3 + · · · ≡ eϕJ，即有限转动矩阵 R (ϕ) 是无穷小转动矩阵

Φ = ϕJ 的矩阵指数。我们将在第11.4节中对此进一步讨论。

11.2 闵氏时空中的转动

我们在第三章中讨论过闵氏时空和闵氏度规。仿照上节关于欧氏空间坐标变换

的讨论，闵氏时空中如果做任意的坐标变换 xµ → x̃µ = x̃µ (x)，线元的变化为

ds2 = ηρσdxρdxσ = ηρσ

(
∂xρ

∂x̃µ
dx̃µ

)(
∂xσ

∂x̃ν
dx̃ν

)
= ηρσ

∂xρ

∂x̃µ
∂xσ

∂x̃ν︸ ︷︷ ︸
≡η̃µν

dx̃µdx̃ν .

可见在任意的坐标变换下，η̃µν 6= ηµν，即度规不再是闵氏度规，形式发生了变化。而

和欧氏空间一样，闵氏时空也存在一类特殊的坐标变换，使得闵氏度规形式不变。这

就是著名的洛伦兹变换（Lorentz transformation），

ηρσ
∂xρ

∂x̃µ
∂xσ

∂x̃ν
= ηµν , ⇔ ηρσ

∂x̃ρ

∂xµ
∂x̃σ

∂xν
= ηµν , (11.19)

即闵氏时空中的保（闵氏）度规的坐标变换。度规形式不变，即导致 4 维矢量的长
度、以及两点之间的距离不变。从这个意义上，洛伦兹变换即是闵氏时空中的转动。

仿照前面欧氏空间转动的讨论，可以证明洛伦兹变换也是线性变换。定义坐标变

换的雅可比矩阵
∂x̃µ

∂xν
≡ Λµν , ⇔ ∂xµ

∂x̃ν
=
(
Λ−1

)µ
ν
, (11.20)

则 (11.19) 可以写成

ηρσ
(
Λ−1

)ρ
µ

(
Λ−1

)σ
ν
= ηµν , ⇔ ηρσΛ

ρ
µΛ

σ
ν = ηµν . (11.21)

上式可以和正交矩阵的定义 (11.6)比较。(11.21)用矩阵形式可以写成（记 Λµν → Λ，

ηµν → η）

ΛTηΛ = η , (11.22)

其可与 (11.7) 比较。同样，Λ 的行列式满足

detΛ = ±1 . (11.23)

例 11.3 2 维时空的洛伦兹变换

作为一个简单的例子，考虑 2维时空，坐标为 (t, x)，可以验证洛伦兹变换矩阵 Λ (β) =(
coshβ sinhβ
sinhβ coshβ

)
满足 (11.21)。这里参数 β 满足 tanhβ ≡ v

c
，v 为参照系的相对速

度，c 为光速。对比 (11.15)，β 可以理解为闵氏时空中的转动角（时空混合角）。具体到
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第十一章 转动理论 11.3 转动群及其李代数

这个例子，即参照系在 x 方向运动所对应的坐标变换，被称作 x 方向的推动（boost）。如
图11.4所示。虽然看上去不像（因为我们站在欧氏空间角度），但是变换前后两点（如图中
变换前 A,B 点和变换后 A′, B′ 点）之间的“闵氏距离”确实是不变的。

图 11.4: x 方向的推动（参数取 β = 0.5）。点 A,B 在变换后对应点 A′, B′，正

方形区域（左图阴影区域）在变换后成为平行四边形区域（右图阴影区域）。

11.3 转动群及其李代数

11.3.1 转动群

直观上，连续做两次转动，效果仍然是转动。数学上这意味着两个正交矩阵 R1

和 R2 的乘积 R1R2 也是正交矩阵。这一点很容易验证，

(R1R2)
T
1R1R2 = RT

2 RT
1 R1︸ ︷︷ ︸
=1

R2 = RT
2 R2 = 1.

从代数的角度，这意味着 D 阶正交矩阵的集合在矩阵乘法的意义下构成群（group），
被称为转动群（rotation group）或正交群（orthogonal group）。满足正交矩阵条件
(11.7) 的 D 阶正交矩阵有无穷多个，其中 detR = +1 的转动被称作正常转动，其对

应的群被称作特殊正交群（special orthogonal group），记作 SO (D)，即

SO (D) =
{
所有det = +1的D阶正交矩阵的集合

}
. (11.24)

亦即，SO (D) 包含了 D 维欧氏空间中所有正常转动（即 det = +1）。我们只考虑正

常转动，因为恒等变换是正常转动。

从几何的角度，可以把 D 维欧氏空间中所有的转动、亦即所有 D 阶正交矩阵的

集合视为某个空间。给两个正交矩阵 R1 和 R2，其和一般不再是正交矩阵，

(aR1 + bR2)
T
(aR1 + bR2) =

(
a2 + b2

)
1+ ab

(
RT

1 R2 +RT
2 R1

)
6= 1.

由此可见，所有 D 阶正交矩阵的集合并不是矢量空间，所以称为流形更加恰当。这

个流形根据 detR = ±1 分成互不连通的两块，其中一块即 SO (D)。可见正交矩阵
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的集合既是“群”又是“流形”，这种具有群结构的流形、或者可以被视为流形的群，

被称作李群（Lie group）3。

一个 D 阶矩阵本来有 D2 个分量，但是正交矩阵的条件 (11.7) 给出 1
2
D (D + 1)

个约束，所以 D 阶正交矩阵有 D2 − 1
2
D (D + 1) = 1

2
D (D − 1) 个独立分量。换句话

说，D 维欧氏空间中的正常转动有 1
2
D (D − 1) 个自由度。等价地，可以说 D 维特

殊正交群 SO (D) 是 1
2
D (D − 1) 维的流形，即

dim SO (D) =
1

2
D (D − 1) . (11.25)

根据 (11.25)，D = 2 时，dim SO (2) = 1。2 维欧氏平面上的转动只有 1 个自由度，
这一点是显而易见的。等价地，1 维转动群是 1 维的流形，这个流形的形状其实就是
1 维圆周。D = 3 时，dim SO (3) = 3。3 维转动有 3 个自由度，或者说 3 维转动群
是 3 维的流形。在 3 维，转动的自由度等于空间的维数，这真是一个非常巧的巧合。
后面会看到，角速度其实只是个反对称的矩阵。但是在 3 维，角速度正好有 3 个独
立自由度，所以可以对应到 3 维空间的一个矢量。D = 4 时，dim SO (4) = 6。4 维
转动有 6 个自由度，或者说 4 维转动群是 6 维的流形。

11.3.2 生成元

由第11.1.4节的讨论，无穷小转动所对应的 Φ 是反对称矩阵。D 阶反对称矩阵

也有无穷多个，记

so (D) =
{
所有D阶实反对称矩阵的集合

}
. (11.26)

如果 Φ1 和 Φ2 是实反对称矩阵，则 aΦ1 + bΦ2 也是实反对称矩阵。这意味着，所有

实反对称矩阵的集合 so (D) 即在矩阵加法的意义下构成矢量空间。这一点和 D 阶正

交矩阵的集合 (11.24) 不同，SO (D) 不是线性空间，而是李群流形。线性空间的维数

即线性独立的基矢的个数，根据上面的讨论，这就是 D 阶反对称矩阵独立分量的个

数。而 D 阶反对称矩阵有 1
2
D (D − 1) 个独立分量。这和前面分析的，D 维转动有

1
2
D (D − 1) 个自由度一致。这样意味着，

dim so (D) ≡ dim SO (D) =
1

2
D (D − 1) . (11.27)

亦即，作为线性空间的 so (D) 和作为流形的 SO (D) 维数相等。

既然 so (D) 是线性空间，就可以选取 1
2
D (D − 1) 个线性独立的 D 阶实反对称

矩阵作为基。于是，任意一个 D 阶实反对称矩阵 Φ(D) 都可以表示为基 {Ja} 的线性

3挪威数学家索菲斯•李（Marius Sophus Lie，1842-1899）在研究微分方程解的分类时，引入了依赖于连续参数
的连续变换群的概念。后人为纪念其贡献，将其称为李群。
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组合

Φ(D) =

1
2D(D−1)∑
a=1

ϕaJa. (11.28)

既然任意一个 D 阶实反对称矩阵 Φ 都对应一个无穷小转动，所以 {Ja} 又被称作无
穷小转动的生成元（generator）。顾名思义，任何一个无穷小转动，都是由 {Ja} 所
“生成”的，对应的系数 {ϕa} 即无穷小参数。例11.2中已讨论过 2 维转动，2× 2 的

实反对称矩阵必然具有形式 Φ(2) = ϕJ，其中

J =

(
0 −1

1 0

)
, (11.29)

即 2 维无穷小转动的生成元，ϕ 即无穷小转动参数。在 3 维，任何一个 3× 3 的实反

对称矩阵总可以写成

Φ(3) =


0 −ϕ3 ϕ2

ϕ3 0 −ϕ1

−ϕ2 ϕ1 0

 =
3∑
a=1

ϕaJa, (11.30)

其中

J1 =


0 0 0

0 0 −1

0 1 0

 , J2 =


0 0 1

0 0 0

−1 0 0

 , J3 =


0 −1 0

1 0 0

0 0 0

 , (11.31)

即 3 维无穷小转动的生成元，{ϕ1, ϕ2, ϕ3} 为 3 个无穷小转动参数。同样，4× 4 的实

反对称矩阵总可以写成

Φ(4) =


0 −ϕ3 ϕ2 −β1

ϕ3 0 −ϕ1 −β2

−ϕ2 ϕ1 0 −β3

β1 β2 β3 0

 =

3∑
a=1

ϕaJa +
3∑
a=1

βaKa, (11.32)

这里我们把 6 个生成元分成了 2 类，其中

J1 =


0 0 0 0

0 0 −1 0

0 1 0 0

0 0 0 0

 , J2 =


0 0 1 0

0 0 0 0

−1 0 0 0

0 0 0 0

 , J3 =


0 −1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 0

 ,

(11.33)
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K1 =


0 0 0 −1

0 0 0 0

0 0 0 0

1 0 0 0

 , K2 =


0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 0 0

0 1 0 0

 , K3 =


0 0 0 0

0 0 0 0

0 0 0 −1

0 0 1 0

 ,

(11.34)
即 4 维转动的 6 个无穷小生成元，{ϕ1, ϕ2, ϕ3, β1, β2, β3} 即 6 个无穷小转动参数。

11.3.3 李代数

定义矩阵对易子（commutator）

[A,B] := AB −BA. (11.35)

很容易验证，如果 A 和 B 都是（反）对称矩阵，则 [A,B]
T
= − [A,B]，即（反）

对称矩阵的对易子是反对称矩阵。将这一结论应用到生成元上，每一个生成元都是反

对称矩阵，对易子 [Ja,Jb] 也是反对称矩阵。既然生成元 {Ja} 构成线性空间 so (D)

的完备基，所以任何 D 阶实反对称矩阵都可以表达成 {Ja} 的线性组合，这当然也
包括对易子 [Ja,Jb] 本身。于是，必然有

[Ja,Jb] =

1
2D(D−1)∑
c=1

f cabJc, a, b,= 1, · · · , 1
2
D (D − 1) . (11.36)

生成元的对易关系 (11.36) 被称作相应转动群的李代数（Lie algebra），通常也被记
作 so (D)，这里的系数 f cab 被称作结构常数（structure constants）。

例如，2 维只有 1 个生成元 (11.29)，[J ,J ] = 0，是平庸的。在 3 维，由 (11.31)
可以验证

[J1,J2] = J3, [J2,J3] = J1, [J3,J1] = J2. (11.37)

这 3 个对易关系可以统一写成

[Ji,Jj ] =
3∑
k=1

ϵkijJk, i, j = 1, 2, 3. (11.38)

(11.38) 即 3 维转动群的李代数，其结构常数就是 ϵkij，详见附录A.1。3 维转动生成
元之间的不对易关系，反映了 3 维转动顺序的不可交换性，如图11.3.3所示。
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图 11.5: 3 维转动顺序的不可交换性。先绕 z 轴转 π
2
、再绕 x 轴转 π

2
（上），与先绕

x 轴转 π
2
、再绕 z 轴转 π

2
（下），将得到不同的结果。

同样可以验证，4 维无穷小转动的 6 个生成元 (11.33)-(11.34) 满足

[Ji,Jj ] =
3∑
k=1

ϵkijJk, [Ji,Kj ] =
3∑
k=1

ϵkijKk, [Ki,Kj ] =
3∑
k=1

ϵkijJk, i, j = 1, 2, 3.

(11.39)
(11.39) 即 4 维转动群的李代数。(11.39) 和 (11.38) 形式全同，表明 3 个 {Ji} 自身
构成封闭的 so (3) 代数，亦即是 so (4) 的子代数。(11.39) 中第 2 个式子说明 {Ki}
在 {Ji} 的作用、亦即 3 维转动变换下像一个 3 维矢量，最后一个式子表明 so (4) 的

代数是封闭的。这几个关系在第14.4.2节利用泊松括号讨论开普勒问题的对称性中会
用到。

11.4 有限转动与指数映射

11.4.1 D = 2

所谓“积跬步而至千里”，重复一系列无穷小转动，即得到一个有限转动。先来

看 2 维的简单情形。如图所示，设想将有限的转角 ϕ 分成 n 份，每次转 ϕ
n
，当 n 很

大的时候，相当于每次都在做无穷小转动 Φ = 1+ ϕ
n
J，这里 J 是 2 维转动的生成元

(11.29)。经过 n 次转动的“累积”，即有(
1 +

ϕ

n
J

)(
1 +

ϕ

n
J

)
· · ·
(
1 +

ϕ

n
J

)
︸ ︷︷ ︸

n次

=

(
1 +

ϕ

N
J

)n
. (11.40)

当 n→ ∞ 时，有限转角 ϕ 的转动变换矩阵 R (ϕ) 即4

R (ϕ) = lim
n→∞

(
1 +

ϕ

n
J

)n
≡ eϕJ . (11.41)

上式右边即“矩阵指数”，其定义与普通指数函数的泰勒展开（即 ex = 1+ x+ 1
2
x2 +

1
3!
x3 + · · ·）一样。生成元 (11.29) 满足 J2 = −1，于是 J2n = (−1)

n
1，J2n+1 =

4读者在第一次学习微积分时，是否好奇过为什么要计算极限 limn→∞
(
1 + x

n

)n？
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(−1)
n
J，因此

eϕJ ≡
∞∑
n=0

1

n!
ϕnJn =

∞∑
n=0

1

(2n)!
ϕ2nJ2n +

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)!
ϕ2n+1J2n+1

=
∞∑
n=0

(−1)
n

(2n)!
ϕ2n

︸ ︷︷ ︸
=cosϕ

1+
∞∑
n=0

(−1)
n

(2n+ 1)!
ϕ2n+1

︸ ︷︷ ︸
=sinϕ

J = cosϕ1+ sinϕJ ,(11.42)

再代入生成元的表达式 (11.29)，最终得到

R (ϕ) = eϕJ = cosϕ1+ sinϕJ =

(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
. (11.43)

这正是例11.1中已经求得的 2 维平面上的转动矩阵。

图 11.6: 有限转动是无穷小转动的“累积”。

(11.42) 可以和著名的欧拉公式 eiϕ = cosϕ + i sinϕ 作比较，特别是生成元满足
J2 = −1 与虚数单位 i 满足 i2 = −1 非常类似。可以认为 2× 2 的单位矩阵 1 和生

成元 J 张成了一个 2 维线性空间，其中任意一个矢量可以写成 1 和 J 的线性组合，

即 Z ≡ x1+ yJ =

(
x y

−y x

)
。矩阵 Z 与复数 z = x+ iy 有异曲同工之妙。例如

z 的复共轭 z∗ = x− iy 对应矩阵 Z 的转置 ZT =

(
x −y
y x

)
，而 z 的模方则对应

矩阵 Z 的行列式 detZ = x2 + y2 = |z|2。

11.4.2 D = 3

基于和上面同样的逻辑，一个一般的 3 维有限转动可以写成

R
(
θ1, θ2, θ3

)
= eθ

1J1+θ
2J2+θ

3J3 , (11.44)

这里 {θi} 是有限转角，{Ji} 是 3 维转动的生成元 (11.31)。原则上将 (11.44) 的矩阵
指数算出，即可得到 3 维转动矩阵的一般形式。这个结果比较复杂。实际应用更多的
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是 3 个基本的有限转动矩阵。利用和 (11.42) 同样的技巧，可以验证（见习题11.3）：

R1 (θ) = eθJ1 =


1 0 0

0 cos θ − sin θ
0 − sin θ cos θ

 , (11.45)

R2 (θ) = eθJ2 =


cos θ 0 sin θ
0 1 0

− sin θ 0 cos θ

 , (11.46)

R3 (θ) = eθJ3 =


cos θ − sin θ 0

sin θ cos θ 0

0 0 1

 , (11.47)

分别代表绕 x 轴、y 轴和 z 轴的转角为 θ 的有限转动。当 θ > 0，其效果是（主动观

点）将矢量逆时针旋转 θ 角，或者等价地（被动观点）将基矢顺时针旋转 θ 角（因

此若基矢逆时针旋转，则对应 Ri (−θ) ≡ (Ri (θ))
T）。

3 维转动群的李代数指的是矩阵对易关系 (11.38)。有趣的是，(11.31) 所给出
的 {J1,J2,J3} 并不是唯一满足 (11.38) 的 3 个矩阵。另一种重要的矩阵是泡利矩阵
（Pauli matrices）5，是 2× 2 的复矩阵，定义为

σ1 =

(
0 1

1 0

)
, σ2 =

(
0 −i
i 0

)
, σ3 =

(
1 0

0 −1

)
. (11.48)

泡利矩阵是无迹的，trσi = 0，且是厄密的，即满足 σ†
i ≡

(
σT
i

)∗
= σi，i = 1, 2, 3。很

容易验证，泡利矩阵的对易关系为（见习题11.4）

[σ1,σ2] = 2iσ3, [σ2,σ3] = 2iσ1, [σ3,σ1] = 2iσ2, (11.49)

这 3 个式子可以统一写成
[σi,σj ] = 2iϵ k

ij σk . (11.50)

(11.50) 和 (11.38) 具有同样的形式（除去常数因子）。
3 个泡利矩阵 (11.48) 是线性独立的，即张成一个 3 维的线性空间，因此可以将

其与普通的 3 维空间做对应。给定 3 维矢量 x = {x1, x2, x3}，定义

P (x) ≡
3∑
i=1

xiσi =

(
x3 x1 − ix2

x1 + ix2 −x3

)
. (11.51)

5泡利（Wolfgang Ernst Pauli，1900-1958）是奥地利理论物理学家，量子力学研究先驱者之一。泡利因以他名字
命名的“泡利不相容原理”而获得 1945 年诺贝尔物理学奖。
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(11.51) 建立了一个 3 维矢量 x 和一个无迹 2× 2 厄密矩阵 P (x) 之间的一一对应关

系。可以将 2× 2 的厄密矩阵 P (x) 视为 3 维矢量 x 的等价物，或者说另一种表示。

可以验证，矩阵 P (x) 的行列式正好对应矢量 x 的模方：

detP (x) = −
(
x1
)2 − (x2)2 − (x3)2 = − |x|2 . (11.52)

一个自然的想法是，站在 3 维空间的角度，3 维转动 x → x̃ 保持 3 维矢量长度不变，
那么站在 2 × 2 厄密矩阵的角度，应该有个变换使得 P (x) → P (x̃) 的行列式不变。

2× 2 复矩阵的变换为

P (x) → P (x̃) = UP (x)U †, (11.53)

这里 2× 2 的幺正矩阵 U 可以视为 3× 3 的正交矩阵 R 的等价物（见习题11.6）。使
得 detP (x̃) = detP (x) 的矩阵 U 需要满足

UU † = U †U = 1 , (11.54)

被称为幺正矩阵（unitary matrix）。(11.54) 意味着幺正矩阵满足

det
(
UU †) = |detU |2 = 1, ⇒ |detU | = 1, (11.55)

即 detU = eiϕ。其中 ϕ = 0 即 detU = +1 的矩阵被称作特殊幺正矩阵（special
unitary matrices）。定义

SU(2) =
{
所有det = +1的幺正矩阵的集合

}
. (11.56)

这一集合在矩阵乘法下构成群，被称作特殊幺正群（special unitary group）。SU(2)

矩阵的表示有很多种方式，常用的一种为

U ≡ q01+ iP (q) = q01+ i

3∑
i=1

qiσi,=

(
q0 + iq3 iq1 + q2

iq1 − q2 q0 − iq3

)
, (11.57)

这里参数 q0, q1, q2, q3 都是实数，且 (11.55)意味着其满足约束 (q0)
2
+(q1)

2
+(q2)

2
+

(q3)
2
= 1，所以只有 3 个是独立的。这意味着 SU(2) 群流形对应 4 维欧氏空间中的

3 维球面。值得一提的是，(11.57) 实际上就是哈密顿所发明的四元数（quaternion）。
由此可以看到 2 维平面上的转动 SO(2) 和 U(1) 存在对应，对应模长为 1 的复数。3
维空间中转动 SO(3) 和 SU(2) 存在对应，对应行列式为 1 的四元数。

11.4.3 指数映射

(11.43) 和 (11.44) 表明，把生成元放到指数上，即得到有限转动。这一结论对其
他维数也是成立的。亦即，D 维的有限转动可以表示成

R (θa) = exp

 1
2D(D−1)∑
a=1

θaJa

 , (11.58)
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这里 {Ja} 即转动的生成元，{θa} 是有限参数，即转角。因为转动对应李群，生成元
对应李代数，所以形象地说，

李群 = e李代数, (11.59)

即李群是李代数的指数映射（exponential map）。
从几何的角度，作为线性空间的李代数 so (D) 就是李群流形 SO (D) 在单位元

附近的线性近似，或者说线性化。正如 1 维曲线在某点的线性近似即切线，2 维曲面
在某点的线性近似即切平面，李代数 so (D)即是李群流形 SO (D)在单位元处的“切

空间”。李群的单位元即李代数的零元。这个关系就像 1 = e0，其中，1 对应群的单位
元（乘法），0 对应李代数的零元（加法），这再次反映两者的关系是指数映射/线性
化。所以无穷小变换就像指数的线性近似 1 + x ≈ ex，而“指数映射”可以视为“线

性化”的逆操作，如图11.7所示。

图 11.7: 李群与李代数。

11.5 角速度

11.5.1 角速度矩阵

现在考虑转动依赖一个连续参数。这个参数可以是任何连续单调变化的参数。从

时间演化的角度，不妨将这个参数取成时间 t，如图11.8所示。

图 11.8: 基矢随时间的演化与角速度。

经历无穷小的时间演化，基矢的变化为

ei (t) → ei (t+ dt) , (11.60)
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现在的问题是，ei (t+ dt) 和 ei (t) 之间是什么关系？因为任意时刻的基矢都是正交

归一的，而由第11.1.2节，正交归一基之间的关系就是转动变换，于是 ei (t+ dt) 和
ei (t) 即相差一个无穷小转动，

ei (t+ dt) =
(
δ ji +Φ j

i (t)
)
ej (t) ≡ ei (t) + dtΩji (t) ej (t) , (11.61)

这里我们已经提出了无穷小参数 dt，即令

Φ j
i (t) = dtΩji (t) , (11.62)

从而 Ω j
i 的矩阵元都是有限的。根据第11.1.4节的讨论，Ω 是反对称的

ΩT = −Ω , (11.63)

用指标写即 Ω j
i = −Ωji。

反对称矩阵 Ω 的意义是什么？将 (11.61) 的左边展开、并保留到 dt 的线性阶，
得到

ei (t+ dt) = ei (t) +
dei (t)

dt dt,

和 (11.61) 的右边比较，得到6

dei
dt = Ωjiej ≡ −Ω j

i ej . (11.64)

可见，矩阵 Ω 衡量的是基矢随时间的变化率，而基矢是在做转动，所以 Ω 衡量的即

转动的快慢。从这个意义上，(11.64) 所定义的 Ω 可以被称作角速度矩阵（angular
velocity matrix），是个反对称矩阵。
现在考虑两组基矢，一组是固定的、不随时间改变，记作 {ēi}，另一组相对于固

定基矢在转动，记作 {ei}。由 (11.11)，

ei (t) = R j
i (t) ēj , (11.65)

这里 R (t) 即转动基相对于固定基的转动矩阵，依赖于时间。将 (11.65) 对时间 t 求

导，并利用 (11.65) 的逆变换

dei
dt =

dR k
i

dt ēk =
dR k

i

dt Rjkej ,

对比角速度矩阵的定义 (11.64)，得到旋转基矢相对于固定基矢的角速度矩阵为

Ω j
i = −dR k

i

dt Rjk ≡ R k
i

dRjk
dt . (11.66)

6因为我们通过基矢的转动（被动观点）定义角速度，所以我们约定基矢逆时针转动为“正”转动。
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用矩阵表示即

Ω = −dR
dt R

T ≡ R
dRT

dt . (11.67)

(11.67) 即给出角速度矩阵 Ω 和转动矩阵 R 的关系。需要注意的是，这里的角速度

矩阵和转动矩阵都是转动基相对于固定基的。我们还可以做一个自洽性检验，因为

0 = d
dt
(
RRT) = dR

dt R
T +RdRT

dt ，因此

ΩT =

(
−dR

dt R
T
)T

= −R
dRT

dt =
dR
dt R

T = −Ω,

即 (11.67) 给出的角速度矩阵 Ω 确实是反对称的。以下除非特别说明，我们提到角

速度矩阵都是指转动基相对于固定基的。

例 11.4 2 维转动的角速度

例11.1中已经讨论了 2 维、即平面上的转动矩阵。基矢逆时针（正向）转动 ϕ 角的转

动矩阵由 (11.15) 中令 ϕ → −ϕ 给出，即 R =

(
cosϕ sinϕ
− sinϕ cosϕ

)
。由 (11.67)，角速度

矩阵为

Ω = −dR
dt R

T = −

(
− sinϕϕ̇ cosϕϕ̇
− cosϕϕ̇ − sinϕϕ̇

)(
cosϕ − sinϕ
sinϕ cosϕ

)
= ϕ̇

(
0 −1

1 0

)
≡ ϕ̇J ,

这里的 ϕ̇ 即是通常所理解的平面转动的角速度大小，J 正是 2 维无穷小转动的生成元
(11.29)。可见 (11.67) 所定义的角速度矩阵 Ω 是熟悉的、绕定轴转动角速度的推广。

考虑任意两组正交归一基 {ei} 和 {ẽi}。一方面根据定义，{ẽi} 对应的角速度矩
阵为

dẽi
dt = Ω̃jiẽj , (11.68)

另一方面，根据基矢之间的变换关系 ẽi = A j
i ej（A 也是正交矩阵）及其逆变换，

dẽi
dt =

d
dt
(
A j
i ej

)
=

dA j
i

dt ej+A
j
i

dej
dt =

dA j
i

dt ej+A
j
i Ω

k
jek =

(
Ajk

dA k
i

dt +AjkΩ
k
lA

l
i

)
ẽj ,

(11.69)
比较上面两式，得到

Ω̃ji = Ajk
dA k

i

dt +AjkΩ
k
lA

l
i , (11.70)

用矩阵形式即（利用 AdAT

dt = −dA
dt A

T）

Ω̃ = −dA
dt A

T +AΩAT . (11.71)

(11.71) 即是不同基（相对于固定基）的角速度矩阵之间关系。作为一个特例，将
(11.71) 中 A → R，Ω̄ = 0，得到转动基相对于固定基的角速度矩阵

Ω = −dR
dt R

T +RΩ̄RT = −dR
dt R

T, (11.72)
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正是 (11.67)。

11.5.2 速度和加速度

空间中某点的位矢 x 用基矢 {ei} 展开为

x ≡ xiei. (11.73)

相应的速度与加速度矢量定义为

v = ẋ = viei, a = ẍ = aiei. (11.74)

如果基矢是固定的，即有 vi = ẋi 和 ai = v̇i = ẍi。现在的问题是，当基矢转动时，相

应的速度和加速度矢量的分量等于什么？

首先，速度矢量为

v ≡ ẋ = ẋiei + xi ėi︸︷︷︸
=Ωj

iej

=
(
ẋi +Ωijx

j
)
ei, (11.75)

于是速度矢量的分量为

vi = ẋi +Ωijx
j . (11.76)

可见，由于转动的存在，vi 6= ẋi，即所谓“导数的分量 6= 分量的导数”。多出来
的项 Ωijx

j 则是基矢转动的结果。定义对“分量”的协变时间导数（covariant time
derivative）7

Dt :=
d
dt +Ω , (11.77)

注意其作用在矢量的分量上，因此需要在矩阵乘法的意义下理解。例如 (11.76) 可以
写成

vi = Dtx
i ≡

(
δij

d
dt +Ωij

)
xj = ẋi +Ωijx

j . (11.78)

也就是说，当基矢存在转动时，矢量时间导数的分量不是分量的普通时间导数，而是

分量的协变时间导数，即有额外的角速度项 Ωijx
j。

对 (11.75) 再求一次时间导数，得到

a ≡ v̇ =
d
dt
[(
ẋi +Ωijx

j
)
ei
]

=
(
ẍi + Ω̇ijx

j +Ωij ẋ
j
)
ei +

(
ẋi +Ωijx

j
)

ėi︸︷︷︸
=Ωk

iek

=
(
ẍi + Ω̇ijx

j + 2Ωij ẋ
j +ΩikΩ

k
jx
j
)
ei, (11.79)

7(11.77) 来自微分几何中协变导数的类比，角速度矩阵起到协变导数中联络的作用（见附录A.5）。
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于是加速度矢量的分量为

ai = ẍi + Ω̇ijx
j︸ ︷︷ ︸

非匀速转动效应

+ 2Ωij ẋ
j︸ ︷︷ ︸

科里奥利效应

+ΩikΩ
k
jx
j︸ ︷︷ ︸

离心效应

, (11.80)

其中非惯性系中的各种效应很自然地出现。(11.80) 也可以方便地利用协变时间导数
(11.77) 直接得到，有

ai = Dtv
i = Dt

(
Dtx

i
)
=

(
δij

d
dt +Ωij

)(
δjk

d
dt +Ωjk

)
xk, (11.81)

展开即得到 (11.80)。
由推导过程知，以上的结果对任意矢量也是成立的。

11.5.3 D = 3

以上我们对任意维空间中转动的角速度做了一般讨论。最重要的一个结论是—
---角速度不是矢量，而是个反对称的矩阵。实际上，这一事实在最简单的平面转动中
已初见端倪。平面是 2维的，平面上的矢量自然必须有 2个分量。但是平面上的转动
只有 1 个自由度，于是角速度 ω—---如果被视为矢量的话—---只有 1 个分量，所以
平面转动的角速度不可能是平面上的矢量。站在 3 维的角度，角动量矢量 J = r× p

垂直于位矢 r 和动量 p 所在的 2 维平面，所以根本就不处于转动所在的 2 维平面
上。因此，某个空间中转动的角速度，一般并不是这个空间中的矢量。但是有一个特

例，就是我们生活的 3 维空间。
在 3 维，角速度矩阵作为 3× 3 的反对称矩阵，总是可以写成

Ω =


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 ≡ ω1J1 + ω2J2 + ω3J3, (11.82)

其有三个独立分量 ω1, ω2, ω3，{Ji} 即 3 维转动的生成元 (11.31)8。前面已经提到，

在 3 维有一个巧合，即转动的自由度也是 3。基于这个巧合，我们可以把 3 个生成元
{Ji} 和 3 维空间的基矢 {ei} 一一对应，从而把角速度矩阵对应到 3 维空间中某个
矢量，即有

Ω = ωiJi,
Ji↔ei⇐=======⇒ ω = ωiei, (11.83)

这里对应后的 ω 即通常所说的角速度矢量（angular velocity vector）。
利用 ϵ-符号（见附录A.1），这种对应关系可以方便地写成

ωi = −1

2
ϵijkΩjk , ⇔ Ωij = −ϵijkωk . (11.84)

8从 (11.82)，角速度也可以认为是个矢量，只不过这个矢量不是“生活”在空间本身，而是生活在生成元 {Ji} 所
张成的矢量空间（即李代数）中。
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我们将 ω 称作角速度矢量，是因为在 3 维空间转动下，ω 确实按照矢量的变换规则

(11.14) 变。但是因为角速度矢量 ω 只是 3 × 3 的反对称矩阵 Ω 的 3 维对应，所以
和真正的矢量还并不完全一样。例如，在图11.9所示的镜像变换下，角速度矢量的方
向反向。而真正的矢量—---所谓极矢量（polar vector）—---在镜像变换下方向是不
变的。从这个意义上，ω 又被称作所谓赝矢量（pseudo-vector ）或者轴矢量（axial
vector）。

图 11.9: 矢量与赝矢量在镜像变换下的差异。

有了角速度矩阵到角速度矢量的对应，就可将上面所得到的关系式用角速度矢

量表示出来。利用基矢 {e1, e2, e3} 之间的叉乘（见附录A.1中 (A.8)），

ei × ej = ϵkijek, i, j = 1, 2, 3, (11.85)

基矢的变化率 (11.64) 可写成

ėi = Ωjiej = −ϵjikω
kej = −ωkei × ek =

(
ωkek

)︸ ︷︷ ︸
=ω

×ei,

即

ėi = ω × ei , i = 1, 2, 3. (11.86)

注意 (11.86) 是 3 个矢量方程。速度和加速度 (11.75) 和 (11.79) 用角速度矢量的表
达式，可以利用 (11.84) 的对应关系求得。当然更方便的是直接从定义出发，并利用
(11.86)。对于速度，

v = ẋ = ẋiei + xiėi = ẋiei + xi (ω × ei) = ẋiei + ω ×
(
xiei

)︸ ︷︷ ︸
=x

,

即

v = v0 + ω × x , (11.87)

其中 v0 ≡ ẋiei，ω × x 则是纯转动对速度的贡献。同样，可以验证9

a = a0 + ω̇ × x︸ ︷︷ ︸
非匀速转动效应

+ 2ω × v0︸ ︷︷ ︸
科里奥利效应

+ω × (ω × x)︸ ︷︷ ︸
离心效应

, (11.88)

9注意有 ω̇ = ω̇iei + ω × ω ≡ ω̇iei。
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其中 a0 ≡ ẍiei。注意 (11.87) 和 (11.88) 都是矢量方程。在 3 维也可仿照 (11.77) 定
义对“分量”的协变时间导数，

Dt :=
d
dt + ω × . (11.89)

例如，vi = Dtx
i = ẋi+(ω × x)

i 即是 (11.87) 的分量形式，ai = Dtv
i = Dt (Dtx

i) 展

开即得到 (11.88) 的分量形式。

例 11.5 滚动圆盘的角速度

如图11.10所示，半径为 R 的圆盘在水平面上做纯滚动，设滚动轨迹为半径为 L 的圆

周，圆盘自转的角速度为 ω，且盘面始终与水平面垂直。

图 11.10: 滚动圆盘的角速度。

设 {ēx, ēy, ēz} 为固定在地面上的基矢，{e1 (t) , e2 (t) , e3 (t)} 为随着圆盘一起转动的基矢。
e1 和 ēz 的夹角为 ϕ，e3 和 ēx 的夹角为 θ，有 ϕ = ωt+ ϕ0 和 θ = ωR

L
t+ θ0，其中 ϕ0 和

θ0 为常数。基矢之间的几何关系为

e1 = − sinϕ sin θēx + sinϕ cos θēy + cosϕēz, (11.90)

e2 = cosϕ sin θēx − cosϕ cos θēy + sinϕēz, (11.91)

e3 = cos θēx + sin θēy. (11.92)

根据 (11.65) 的定义，转动矩阵即为

R =


− sinϕ sin θ sinϕ cos θ cosϕ
cosϕ sin θ − cosϕ cos θ sinϕ

cos θ sin θ 0

 ,

由 (11.67)，角速度矩阵为

Ω = −dR
dt R

T =


0 ω ωR

L
sinϕ

−ω 0 −ωR
L

cosϕ
−ωR

L
sinϕ ωR

L
cosϕ 0

 .

由 (11.82)，对应的角速度矢量为

ω = ω
R

L
cosϕe1 + ω

R

L
sinϕe2 − ωe3. (11.93)

需要强调的是，(11.93) 是角速度矢量在“转动”基矢中的分量形式。利用基矢之间的关系
(11.90)-(11.92)，可以得到在固定基矢中的分类形式（见习题11.10）。
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11.5.4 有限转动与角速度

若已知转动矩阵 R，则角速度矩阵 Ω 由 (11.67) 给出。反过来，若已知角速度
矩阵 Ω，则对应的转动矩阵 R 是什么？由 (11.67)，

Ṙ = −ΩR. (11.94)

这是关于 R(t) 的矩阵微分方程。于是问题成为如何求解 (11.94)。
回顾普通的函数微分方程，即 R → R (t)，Ω → Ω(t)，其解为

Ṙ = −ΩR, ⇒ R (t) = e−
´ t dt′Ω(t′). (11.95)

但是对于矩阵微分方程 (11.94)，这个指数形式的解却不能直接套用。这时，可以利
用微扰方法，假定解具有级数形式

R = 1+R(1) +R(2) +R(3) + · · · , (11.96)

其中 R(n) 对应 Ω的 n阶（即有 R(0) = 1），可以按照 Ω的阶数逐阶地求解 (11.94)。
方程为

1阶： Ṙ(1) = −Ω,

2阶： Ṙ(2) = −ΩR(1),

3阶： Ṙ(3) = −ΩR(2),

...

解为

R(1)(t) = −
ˆ t

dt′Ω(t′), (11.97)

R(2)(t) = −
ˆ t

dt1Ω(t1)R(1)(t1) =

ˆ t

dt1Ω(t1)

ˆ t1

dt2Ω(t2), (11.98)

R(3)(t) = −
ˆ t

dt1Ω(t1)R(2)(t1) = −
ˆ t

dt1Ω(t1)

ˆ t1

dt2Ω(t2)

ˆ t2

dt3Ω(t3),(11.99)

... (11.100)

代入 (11.96)，级数解可以形式地写成

R (t) = T
{
e−
´ t dt′Ω(t′)

}
, (11.101)

这里 T 代表所谓编时（time-ordering）操作，即当对指数做泰勒展开时，所有的矩
阵必须按照时间由晚到早的顺序排列10。

一种特殊情况是，角速度矩阵是常矩阵 Ω (t) = Ω0，这时编时不起作用，得到

R (t) = e−Ω0(t−t0)。这其实就是如第11.4节所讨论的，有限转动是生成元的指数映射
(11.58)。

10这类编时积分在涉及非对易的矩阵或算符的理论中经常出现。
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习题

11.1 已知在 2 维欧氏平面上到某点距离固定的点对应圆周，在 2 维闵氏空间中到某点距离
固定的点对应什么曲线？在 {t, x}-平面上定性画出来。

11.2 考虑 2 维的闵氏时空，度规为 ηµν → η =

(
−1 0

0 1

)
。（1）考虑无穷小坐标变换矩

阵 1+Φ，其中 1 为单位矩阵，Φ 是无穷小矩阵，利用 (11.22) 证明该变换在一阶无穷小是洛伦兹
变换的条件是 Φ 满足 ΦT = −η−1Φη；（2）证明 Φ 的一般形式为 Φ = βJ，其中 β 是无穷小参

数，J ≡

(
0 1

1 0

)
即 2 维洛伦兹变换的生成元；（3）求矩阵指数 Λ ≡ eβJ 的具体形式，并验证

其满足 (11.22)。
11.3 利用 3 维转动的生成元 (11.31)，证明 (11.45)-(11.47)。
11.4 验证泡利矩阵 (11.48) 满足：（1）detσi = −1；（2）对易关系 (11.50)；（2）反对易关

系：{σi,σj} ≡ σiσj + σjσi = 2δij1；（3）对合：σ2
1 = σ2

2 = σ2
3 = −iσ1σ2σ3 = 1。

11.5 考虑复矢量空间（即矢量分量为复数），两个矢量的内积定义为 u†v，这里 u 和 v 是

矢量的列矩阵表示，u† ≡
(
uT)∗ 是矩阵的厄密共轭（即转置的复共轭）。复矢量空间的线性变换

记作 U，这里 U 是复方阵，在此变换下 u → ũ = Uu，v → ṽ = Uv。无穷小变换矩阵记作

U = 1+ iH，这里 1 为单位矩阵，i 为虚数单位，H 是无穷小矩阵。如果要求变换前后矢量的内

积不变，即要求 u†v = ũ†ṽ。（1）证明 U 是幺正矩阵，即满足 U † = U−1；（2）证明 H 为厄密矩

阵，即满足 H† = H；（3）在 2 维时，U 有几个自由实参数？（4）在 2 维时，求 U 的一般形式。

11.6 已知 {σi}为泡利矩阵 (11.48)，（1）求 2×2的幺正矩阵Ui (θ) = ei
θ
2
σi 的具体形式；（2）

证明 3 维正交矩阵 Ri (θ) = eiθJi 对应的幺正矩阵为 Ui (θ)，即有关系 Ui (θ)P (x)U †
i (θ) =

P (Ri (θ)x)，其中 P (x) 由 (11.51) 给出。
11.7 若 3 维空间的转动为先绕 x 轴转 ϕ 角，再绕新的 y 轴转 θ 角，再绕新的 z 轴转 ψ

角。（1）求对应的转动矩阵 R；（2）已知角速度矩阵定义为 (11.67)，求转动对应的角速度矢量 ωi，

用 ϕ̇, θ̇, ψ̇ 表示出来。

11.8 验证当作用在标量 f（例如两个矢量的内积 f = AiB
i）时，协变时间导数 (11.77) 等

同于普通时间导数，即 Dtf = ḟ。

11.9 协变时间导数 (11.77) 的定义对于多个指标的张量也是适用的，只需要对每个指标都作
用以角速度矩阵即可。例如对于二阶张量 Tij，即有 DtTij = Ṫij + Ω k

i Tkj + Ω k
j Tik。据此证明若

Tij = −Tji 是反对称的，则有 DtTij = J̇ij + [Ω,T ]ij，其中 [Ω,T ] 是矩阵对易子。

11.10 考虑例11.5中的圆盘，（1）求其角速度 ω 在固定于地面基矢中的分量形式；（2）求圆
盘边缘某点（例如图11.10中 A 点）的速度和加速度，分别写出其在随圆盘转动基矢和固定于地面

基矢中的分量形式。
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第十二章 刚体

到目前为止，我们的研究对象主要是少数几个点粒子构成的力学系统。另一类系

统在空间中占据一定体积、具有固定的形状，被称作刚体（rigid body）。具体而言，
刚体可视为包含无穷多粒子的系统，这些粒子在空间中连续分布，且任意两个粒子之

间的空间距离都不随时间变化。这种空间距离的绝对不变即所谓“刚性”（rigidity）。
需要强调的是，从狭义相对论的角度，只有时空的间隔才是洛伦兹标量，并不存在绝

对不变的空间距离。另一方面，刚体的刚性意味着运动状态的改变可以瞬时传递，而

这也与相对论中光速是所有物体运动和信号传播速度的上限相矛盾。总之，刚体的概

念从定义上就是非相对论性的，对于刚体的所有讨论也只在非相对论情形才有意义。

12.1 刚体

刚体的位形可以由其上任意不共线的三个固定点的空间位置唯一确定。从这个

意义上，刚体的位形可以抽象为刚性杆构成的三角形，如图12.1所示。因此，3 维空
间中的刚体具有 9− 3 = 6 个自由度。因为刚体上任意两点间空间距离不变，因此这

6 个自由度又可以分为刚体上某固定点的平动自由度（3 个），以及刚体相对于这个
固定点的运动—---即绕该点的定点转动自由度（3 个）。刚体整体的平动可以抽象为
单个粒子，因此刚体的运动重点在于研究其定点转动。

图 12.1: 刚体的自由度。

刚体转动的欧拉定理（Euler’s theorem）指出，刚体的定点转动等价于绕通过该
点某轴的定轴转动。证明如下：定点转动在数学上即对应正常转动，即 detR = +1
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第十二章 刚体 12.1 刚体

的正交矩阵。另一方面，在定轴转动下平行于转动轴 n 的矢量是不变的，即有

Rn = n, ⇔ (R− 1)n = 0. (12.1)

因此要证明定点转动等价于定轴转动，我们只需要证明对于任意正常转动矩阵 R，都

存在非零矢量 n 使得 (12.1) 满足。等价地，这要求证明矩阵 R − 1 是退化的，即

det (R− 1) = 0。有

R− 1 = R−RRT = R
(
1−RT) = R (1−R)

T
= (−1)R (R− 1)

T
, (12.2)

两边取行列式，得到

det (R− 1) = det (−1)︸ ︷︷ ︸
3维空间

detR︸ ︷︷ ︸
正常转动

det (R− 1)
T
= (−1)

3 det (R− 1) = − det (R− 1) ,

(12.3)
因此必然有 det (R− 1) = 0，即 (12.1) 满足。由证明过程可以看出，欧拉定理只在
奇数维空间才成立1。欧拉定理的几何意义十分直观，（奇数维空间中）任意正常转动

下，一定存在一个方向是不变的。这个方向即等价的定轴转动的转动轴，对应正常转

动矩阵本征值为 +1 的本征矢量。

如图12.2所示，在描述刚体时，通常选择一个固定在刚体上、随着刚体一起运动
的基，称作刚体的本体系（body frame），基矢记作 {ei (t)}。相应地，固定不动的基
被称作空间系（space frame），基矢记作 {ēi}。我们默认基矢都是正交归一的。假定
空间系和本体系原点重合，刚体上任一点的位矢可以写成

x (t) = xiei (t)︸ ︷︷ ︸
本体系

= x̄i (t) ēi︸ ︷︷ ︸
空间系

. (12.4)

可见本体系基矢随时间变化，而位矢的分量固定不变。空间系中基矢固定不变，而位

矢的分量随时间变化2。

图 12.2: 刚体的本体系与空间系。
1对于偶数维（例如 2n 维）空间，对 (12.2) 取行列式得到 det (R − 1) = (−1)2n det (R − 1) = det (R − 1)，

是个恒等式，因此无法推出 det (R − 1) = 0 进而得到 (12.1)。欧拉定理在一般维空间中的推广为“Chasles 定理”。
2这类似量子力学描述时间演化的薛定谔表象和海森堡表象之间的关系。
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12.2 欧拉角 第十二章 刚体

12.2 欧拉角

空间系的基矢 {ēi} 和刚体本体系的基矢 {ei} 之间由转动变换联系，

ei (t) = R j
i (t) ēj . (12.5)

根据欧拉定理，3维空间中的一个任意正常转动总是可以表示成绕 3个不同方向轴转
动的迭加。因此这个转动可以通过以下 3 步实现：

{ēi}
R(1)(ϕ1)−−−−−−−−−→ {e′

i}
R(2)(ϕ2)−−−−−−−−−→ {e′′

i }
R(3)(ϕ3)−−−−−−−−−→ {ei} , (12.6)

这里 R(1),R(2),R(3) 代表 3 次转动，是 3 种基本转动 (11.45)-(11.47) 的一种，亦即

R = R(3) (ϕ3)R
(2) (ϕ2)R

(1) (ϕ1) . (12.7)

R(1),R(2),R(3) 的选取有 3× 3× 3 = 27 种，但是其中只有 12 种能够完整描述一个
任意的转动3，其又可以分成两类。一类是 3 次涉及 3 个不同的基本转动，即

RiRjRk, i 6= j 6= k, (12.8)

具体即 6种，R1R2R3、R2R3R1、R3R1R2、R1R3R2、R2R1R3 和 R3R2R1，其中

的参数被统称作 Tait-Bryan 角（Tait-Bryan-angles）。比如，航空中常用的滚动-俯
仰-偏航角（Roll-Pitch-Yaw angles）即对应 R3R2R1。另一类是 3 次涉及 2 个不同
的基本转动，即

RiRjRi, i 6= j, (12.9)

具体即 6 种，R1R2R1、R2R1R2、R1R3R1、R3R1R3、R2R3R2 和 R3R2R3，其

中的参数被统称作欧拉角（Euler angles）4。

常见的一种选择是

R (ϕ, θ, ψ) = R3 (−ψ)R1 (−θ)R3 (−ϕ) , (12.10)

对应如下的 3 步

{ēi}
R3(−ϕ)−−−−−−−−→ {e′

i}
R1(−θ)−−−−−−−−→ {e′′

i }
R3(−ψ)−−−−−−−−→ {ei} , (12.11)

注意我们约定基矢（被动观点）的逆时针转动为“正”，因此对应 (11.45)-(11.47) 中
参数反号。以上 3 次转动的参数 ϕ, θ, ψ 即欧拉角，取值范围为

0 ≤ ϕ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ψ ≤ 2π. (12.12)
3例如，连续绕 x 轴转 3 次，仍然只是绕 x 轴转动，R1 (ϕ3)R1 (ϕ2)R1 (ϕ1) = R1 (ϕ1 + ϕ2 + ϕ3)，连续绕 x

轴两次，第三次绕 y 轴，仍然只有 R2 (ϕ3)R1 (ϕ2)R1 (ϕ1) = R2 (ϕ3)R1 (ϕ1 + ϕ2)。这些都不足以描述完整的

转动。
4有时候 Tait-Bryan 角和欧拉角也被统称作欧拉角。
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第十二章 刚体 12.2 欧拉角

这 3 次转动如图12.3所示。

图 12.3: 刚体的欧拉角。

第 1 步，绕 ē3 轴逆时针转 ϕ 角。由 (11.47)，

ēi → e′
i = [R3 (−ϕ)] ji ēj , R3 (−ϕ) =


cosϕ sinϕ 0

− sinϕ cosϕ 0

0 0 1

 . (12.13)

第 2 步，绕新的 e′
1 轴逆时针转 θ 角。由 (11.45)，

e′
i → e′′

i = [R1 (−θ)] ji e′
j , R1 (−θ) =


1 0 0

0 cos θ sin θ
0 − sin θ cos θ

 . (12.14)

第 3 步，绕新的 e′′
3 轴逆时针转 ψ 角。由 (11.47)，

e′′
i → ei = [R3 (−ψ)] ji e′′

j , R3 (−ψ) =


cosψ sinψ 0

− sinψ cosψ 0

0 0 1

 . (12.15)

将以上矩阵的具体表达式代入 (12.10)，得到

R (ϕ, θ, ψ) =


cosϕ cosψ − cos θ sinϕ sinψ cosψ sinϕ+ cos θ cosϕ sinψ sin θ sinψ
− cos θ cosψ sinϕ− cosϕ sinψ cos θ cosϕ cosψ − sinϕ sinψ cosψ sin θ

sin θ sinϕ − cosϕ sin θ cos θ

 .

(12.16)
(12.16) 即是用欧拉角表示的 3 维转动矩阵的一般形式。
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12.3 惯量张量 第十二章 刚体

看上去欧拉角所描述的转动矩阵 (12.10) 和绕 y 轴的转动 R2 没有关系。实

际上，将 3 个矩阵指数的乘积 R (ϕ, θ, ψ) = e−ψJ3e−θJ1e−ϕJ3 展开，并利用生成元

{J1,J2,J3}之间的对易关系 (11.37)，总是将其可以写成单个矩阵指数 eϕ
1J1+ϕ

2J2+ϕ
3J3

的形式，其中 ϕ1, ϕ2, ϕ3 是 ϕ, θ, ψ 的函数，自然涉及 3 个方向的转动（见习题12.1）。

12.2.1 用欧拉角表示的角速度

将转动矩阵 (12.16) 代入角速度矩阵的定义 (11.67)，得到（见 (11.82)）

Ω = −dR
dt R

T =


0 −ω3 ω2

ω3 0 −ω1

−ω2 ω1 0

 , (12.17)

其中

ω1 = sin θ sinψϕ̇+ cosψθ̇, (12.18)

ω2 = sin θ cosψϕ̇− sinψθ̇, (12.19)

ω3 = cos θϕ̇+ ψ̇. (12.20)

如第11.5.3节中的讨论，3维空间中，我们可以将 {ω1, ω2, ω3}解释为角速度矢量的分
量，即 ω = ωiei。注意这里 {ei} 是刚体的本体系基矢。由 (12.18)-(12.20)，角速度
与欧拉角的关系非常复杂，特别是并没有诸如 {ω1, ω2, ω3} ∝

{
ϕ̇, θ̇, ψ̇

}
这样的关系。

12.3 惯量张量

12.3.1 惯量张量

如图12.4所示，刚体内部某点的位矢在本体系中表示为 x = xiei，设刚体的质量

分布为 ρ (x)。由 (11.87)，x 处体元的定点转动（v0 = 0）的动能为

1

2
d3xρ (x)v2 =

1

2
d3xρ (x) (ω × x)

2
. (12.21)

利用叉乘的运算（见附录A.1中 (A.12)），刚体的定点转动动能即

T =
1

2

ˆ
d3xρ (x)

[
ω2x2 − (ω · x)2

]
=

1

2

ˆ
d3xρ (x)

(
x2δij − xixj

)
︸ ︷︷ ︸

=Iij

ωiωj . (12.22)
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第十二章 刚体 12.3 惯量张量

图 12.4: 惯量张量的计算。

转动动能 (12.22) 的形式可以和粒子线运动的动能 1
2
mv2 ≡ 1

2
mδijv

ivj 类比。两

者都是各自“运动速度”的二次型5。线运动动能是线速度的二次型，系数为对角元

为质量的对角矩阵，是线运动惯性的衡量。转动动能为角速度的二次型，这启发我们

将其系数

Iij =

ˆ
d3xρ (x)

(
x2δij − xixj

)
, (12.23)

作为衡量转动惯性的特征量，称为惯量张量（inertia tensor）。由定义，惯量张量是
对称的，即有 Iij = Iji。注意到 xi 是刚体某点相对于定点的位矢，是固定的，所以

惯量张量与时间无关，而由刚体的几何形状、质量分布唯一决定。利用惯量张量，转

动动能 (12.22) 可以写成非常简洁的形式

T =
1

2
Iijω

iωj . (12.24)

因为转动动能总是正的，因此 Iijω
iωj > 0，这意味着惯量张量作为矩阵是非退化且

正定的。可以将惯量张量的矩阵形式具体写出：6

I =

ˆ
d3x ρ (x)


y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2

 . (12.25)

惯量张量的具体形式取决于具体的基矢。在基矢变换下 ei → ẽi = R j
i ej，类似

速度的变换 (11.14)，角速度矢量的变换为 ω̃i = Rijω
j 和 ωi = R i

j ω̃
j。因为转动动能

不依赖于基矢的选择，因此

1

2
Ĩijω̃

iω̃j =
1

2
Iijω

iωj ≡ 1

2
IijR

i
k ω̃

kR j
l ω̃

l, (12.26)

得到在新基矢 {ẽi} 下惯量张量为 Ĩij = R k
i IklR

l
j ，用矩阵表示即

Ĩ = RIRT. (12.27)

(12.27)表明惯量张量在基矢变化下确实按照张量规则变换，是个名副其实的“张量”。
5读者是否还记得统计物理中的能均分定理正是基于二次型能量的假设。
6惯量张量的对角元被称作“转动惯量”（moments of inertia），非对角元被称作“惯量积”（products of inertia）。
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例 12.1 杆的惯量张量

如图12.5所示，考虑长为 l，质量为 m 的匀质杆，忽略杆的粗细。取 z 轴沿杆方向，原

点在杆中心。杆的线密度为 m
l
，因此空间密度即为 ρ (x) = m

l
δ (x) δ (y)，这里 δ (x)和 δ (y)

为 δ-函数（见附录A.3）。杆相对于中心点的惯量张量为

I =

ˆ
dx
ˆ

dy
ˆ l/2

−l/2
dzm

l
δ (x) δ (y)


y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2

 =


I1 0 0

0 I1 0

0 0 0

 ,

=

ˆ l/2

−l/2
dzm

l


z2 0 0

0 z2 0

0 0 0

 =
1

12
ml2


1 0 0

0 1 0

0 0 0

 .

图 12.5: 杆的惯量张量。

例 12.2 圆盘的惯量张量

如图12.6所示，考虑半径为 R、质量为 m 的匀质圆盘，忽略盘的厚度。取 z 轴为垂直

于盘面，原点为盘心。圆盘的面密度为 m
πR2，因此空间密度即为 ρ (x) = m

πR2 δ (z)。取柱坐

标，圆盘相对于盘心的惯量张量为

I =

ˆ 2π

0

dθ
ˆ R

0

rdr
ˆ

dz m

πR2
δ (z)


r2 sin2 θ + z2 − 1

2
r2 sin (2θ) −r cos θz

− 1
2
r2 sin (2θ) r2 cos2 θ + z2 −r sin θz

−r cos θz −r sin θz r2



=

ˆ 2π

0

dθ
ˆ R

0

rdr m

πR2


r2 sin2 θ − 1

2
r2 sin (2θ) 0

− 1
2
r2 sin (2θ) r2 cos2 θ 0

0 0 r2

 =
1

4
mR2


1 0 0

0 1 0

0 0 2

 .

图 12.6: 圆盘的惯量张量。
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例 12.3 球的惯量张量

考虑半径为 R，质量为 m 的匀质球体。取原点为球心，球的密度为 ρ = 3m
4πR3。取球坐

标，球体相对于球心的惯量张量为

I =

ˆ 2π

0

dϕ
ˆ π

0

sin θdθ
ˆ R

0

r2dr 3m

4πR3

×


r2
(
sin2 θ sin2 ϕ+ cos2 θ

)
− 1

2
r2 sin2 θ sin (2ϕ) − 1

2
r2 sin (2θ) cosϕ

− 1
2
r2 sin2 θ sin (2ϕ) r2

(
sin2 θ cos2 ϕ+ cos2 θ

)
− 1

2
r2 sin (2θ) sinϕ

− 1
2
r2 sin (2θ) cosϕ − 1

2
r2 sin (2θ) sinϕ r2 sin2 θ



=
2

5
mR2


1 0 0

0 1 0

0 0 1

 .

既然转动惯量是实对称矩阵，就可以对角化。换句话说，我们总可以重新选择合

适的本体系 ei → ẽi = R j
i ej，使得 3 个正交归一的基矢 {ẽi} 是惯量张量的本征矢

量，即

Iẽi = Iiẽi, i = 1, 2, 3, (12.28)

于是在 {ẽi} 基中的惯量张量为对角形式（见 (12.27)）

Ĩ = RIRT =


I1 0 0

0 I2 0

0 0 I3

 . (12.29)

由 ẽi = R j
i ej，转动矩阵元 R j

i 即第 i 个基矢 ẽi 的第 j 分量，因此矩阵形式即

RT = (ẽ1, ẽ2, ẽ3)。这样的本体系 {ẽi} 被称作惯量主轴（principal axes of inertia），
其中本征值 I1, I2, I3 被称作主轴转动惯量（principal moments of inertia）。在上面的
例子中，已经根据对称性确定了主轴。可以证明，主轴转动惯量总是正实数。刚体的

运动学性质由其质量、主轴和主轴转动惯量完全决定。

例 12.4 立方体的惯量张量与惯量主轴

如图12.7所示，质量为 m，边长为 l 的匀质立方体。取某一顶点 O 点为原点，沿边长

建立坐标系。立方体的密度为 ρ = m
l3
，因此相对于 O 点的惯量张量为

I =

ˆ l

0

dx
ˆ l

0

dy
ˆ l

0

dzm
l3


y2 + z2 −xy −xz
−xy x2 + z2 −yz
−xz −yz x2 + y2

 = ml2


2
3

− 1
4

− 1
4

− 1
4

2
3

− 1
4

− 1
4

− 1
4

2
3

 .

惯量张量不是对角矩阵，这也意味着沿边长的坐标系并不是惯量主轴。寻找惯量主轴的方法

与第10.1节求简正模式和简正坐标的方法类似。首先可以求出 I 的 3 个正交归一的本征矢，
分别为 ẽ1 = 1√

3
(1, 1, 1)T，ẽ2 = 1√

2
(−1, 1, 0)T 和 ẽ3 = 1√

6
(1, 1,−2)T。根据 (12.28)，这 3

个正交归一的本征矢 {ẽ1, ẽ2, ẽ3} 正是惯量主轴。相应的转动矩阵为 RT = (ẽ1, ẽ2, ẽ3)，于

经典力学 213 高显
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是在惯量主轴中，

Ĩ = RIRT =


1√
3

1√
3

1√
3

− 1√
2

1√
2

0

1√
6

1√
6

−
√

2
3

ml2


2
3

− 1
4

− 1
4

− 1
4

2
3

− 1
4

− 1
4

− 1
4

2
3




1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

0 −
√

2
3



= ml2


1
6

0 0

0 11
12

0

0 0 11
12

 ,

具有对角形式。注意 ẽ1 是立方体对角线的方向（图中 OA 连线）。

图 12.7: 立方体的惯量张量。

12.3.2 平行轴定理

刚体相对于不同两点的惯量张量之间的关系通常比较复杂。一个特例是其中一

点是刚体的质心 C。如图12.8所示，点 P 相对于质心的位矢为 r，则刚体相对 P 点

的惯量张量 I
(P )
ij 与相对质心的惯量张量 I

(C)
ij 之间满足简单关系

I
(P )
ij = I

(C)
ij +M

(
r2δij − rirj

)
. (12.30)

这一关系被称作平行轴定理（parallel axis theorem）。

图 12.8: 平行轴定理。

证明如下：记体元相对于质心的位矢为 xC，于是体元相对 P 点的位矢即 xP =

高显 214 经典力学



第十二章 刚体 12.3 惯量张量

xC − r。由惯量张量的定义 (12.23)，刚体相对于 P 点的惯量张量为

I
(P )
ij =

ˆ
d3xPρ (xP )

[
(xC − r)

2
δij − (xCi − ri) (xCj − rj)

]
=

ˆ
d3xCρ (xC)

(
x2
Cδij − xCixCj

)
︸ ︷︷ ︸

=I
(C)
ij

+

ˆ
d3xCρ (xC)︸ ︷︷ ︸

=M

(
r2δij − rirj

)

+

ˆ
d3xCρ (xC) [−2xC · rδij + xCirj + xCjri]︸ ︷︷ ︸

=0

,

其中 M 是刚体的总质量，上式最后一行为零是因为质心满足
´

d3xCρ (xC)xC = 0。

12.3.3 刚体的角动量

与刚体转动动能的计算类似，如图12.4，刚体内某点处体元相对于定点的角动量
为

x× vρ (x) d3x = x× (ω × x) ρ (x) d3x. (12.31)

由叉乘的运算，刚体相对于定点转动的角动量即

J =

ˆ
d3xρ (x)

[
ωx2 − (x · ω)x

]
, (12.32)

分量形式即

Ji =

ˆ
d3xρ (x)

(
x2δij − xixj

)
︸ ︷︷ ︸

≡Iij

ωj , (12.33)

其中积分正是惯量张量 (12.23)，因此即有

Ji = Iijω
j . (12.34)

(12.34) 可以与线动量与线速度的关系 pi = mδijv
j 类比。从 (12.34) 可以看出，除非

ωj 是 Iij 的本征矢量，否则角动量 J 和角速度 ω 一般并不同向。这一点和线动量非

常不同，由 p = mv，线动量和线速度总是同向的7。这一特性也是刚体转动很多奇特

行为方式的起源。

利用 (12.34)，可将角速度反解为 ωi = (I−1)ij J
j，代入 (12.24) 中得到用角动量

表示的定点转动动能

T =
1

2
Iijω

iωj =
1

2
Iij
(
I−1

)i
k︸ ︷︷ ︸

=δjk

Jk
(
I−1

)j
l
J l =

1

2

(
I−1

)
ij
J iJ j . (12.35)

7由 (4.27)，即便在相对论情形，也是如此。
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12.4 欧拉方程

假设刚体整体做惯性运动，在空间系（惯性系）中，刚体相对于质心或其他做惯

性运动的点的角动量的变化率等于相对于该点所受的扭矩（torque），即有

dJ（空）i

dt = N（空）i , i = 1, 2, 3, (12.36)

其中上标“（空）”代表空间系中的分量。由 (11.87)，在随刚体一起转动的本体系中
即有

DtJ
（本）
i ≡ dJ（本）i

dt + (ω × J)
（本）
i = N（本）i , i = 1, 2, 3, (12.37)

这里上标“（本）”代表本体系中的分量。因为刚体的惯量张量在本体系中与时间无关，

因此在描述刚体的转动时，选择本体系会更为简单。以下所有的讨论都在本体系中进

行，并略去上标。进一步选择惯量主轴 Iij = Iiδij，Ji = Iiωi（指标不求和），(12.37)
可以写成

I1ω̇1 − ω2ω3 (I2 − I3) = N1, (12.38)

I2ω̇2 − ω3ω1 (I3 − I1) = N2, (12.39)

I3ω̇3 − ω1ω2 (I1 − I2) = N3, (12.40)

(12.38)-(12.40) 就是 3 维空间中刚体定点转动的欧拉方程（Euler’s Equations）。三
个分量方程形式完全一样，具有指标轮换对称性。等价地，欧拉方程用角动量分量可

以写成

J̇1 + J2J3

(
1

I2
− 1

I3

)
= N1, (12.41)

J̇2 + J3J1

(
1

I3
− 1

I1

)
= N2, (12.42)

J̇3 + J1J2

(
1

I1
− 1

I2

)
= N3. (12.43)

由此可见，欧拉方程是惯性系中的动量矩定理 (12.36) 在转动的本体系中表示的直接
结果。

以下我们从刚体的拉格朗日量出发，导出一般形式的欧拉方程，且在任意空间维

度都成立。

12.4.1 刚体的拉格朗日量

作为非相对论性的粒子系统，刚体的拉格朗日量为 L = T −V。忽略刚体的整体

平动，刚体的定点转动动能由 (12.24) 给出，即有 L = 1
2
Iijω

iωj −V，其中势能 V 与

刚体转动的广义坐标有关，即取决于刚体相对于外场的方向。在具体的问题中，可以
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选取惯量主轴，并将广义坐标取为 3 个欧拉角 ϕ, θ, ψ，代入用欧拉角表示的角速度

(12.18)-(12.20)，从而刚体的定点转动动能即

T =
1

2
I1

(
sin θ sinψϕ̇+ cosψθ̇

)2
+

1

2
I2

(
sin θ cosψϕ̇− sinψθ̇

)2
+

1

2
I3

(
cos θϕ̇+ ψ̇

)2
,

(12.44)
其中 I1, I2, I3 为主轴转动惯量。

我们希望得到用角速度表达的一般形式的运动方程。一个问题是，无论是欧拉角

还是更一般的转动参数（例如 (11.44) 中的 θ1, θ2, θ3），“角速度”与“转动参数的时

间导数”之间并没有诸如 {ω1, ω2, ω3} ∝
{
θ̇1, θ̇2, θ̇3

}
的简单关系。这一点在用欧拉

角表示的角速度 (12.18)-(12.20) 中也可以明显看出。因此如果将角速度 {ω1, ω2, ω3}
作为广义速度，其对应的广义坐标是什么？况且一般角速度 {ω1, ω2, ω3} 并不能写成
全导数的形式8。换句话说，形式上的拉格朗日方程 d

dt
(
∂L
∂ωi

)
− ∂L

∂qi
= 0 中“广义坐

标”qi 是什么并不明确。这使得由 L = 1
2
Iijω

iωj − V 形式的拉格朗日量出发，无论

是套用拉格朗日方程，还是应用变分法，都遇到了困难。这个困难的根源在于角速度

{ω1, ω2, ω3} ≡ {ωi}是矢量，但是有限转动参数 {θ1, θ2, θ3}及其时间导数
{
θ̇1, θ̇2, θ̇3

}
并不能 3 个一组构成矢量，因此互相之间难以匹配。
为了解决这一问题，我们需要回到对转动的矩阵描述，并首先明确刚体转动的广

义坐标。刚体的转动自由度由转动矩阵 R 描述（这里 R 是对基矢的转动 (12.5)），
因此我们将转动矩阵 R 视为刚体定点转动的广义坐标。由 (11.76)，定点转动刚体中
某点的位矢在本体系中的分量 xi 是常量，因此转动动能为

T =
1

2

ˆ
d3xρ (x) vkv

k =
1

2

ˆ
d3xρ (x)Ωkix

iΩkjx
j =

1

2
KijΩ

i
k Ω

kj , (12.45)

这里（I = δijIij ≡ trI）

Kij =

ˆ
d3xρ (x)xixj ≡

1

2
Iδij − Iij , (12.46)

是刚体质量分布的二阶矩（second moments），是对称常矩阵。用矩阵形式，(12.45)
可以写成

T =
1

2
tr
(
ΩKΩT) . (12.47)

代入角速度与转动矩阵的关系 (11.66) 即 Ω = RṘT，化简得到

T =
1

2
tr
((

RṘT
)
K
(
ṘRT

))
=

1

2
tr
(
ṘTKṘRTR︸ ︷︷ ︸

1

)
, (12.48)

即

T =
1

2
tr
(
ṘTKṘ

)
. (12.49)

8读者是否还记得多元微分能写成全微分的判据？
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(12.49) 即是任意维空间中转动动能的一般表达式。这里 Ṙ 相当于广义速度，“二阶

矩”K 则扮演了二次型动能中系数的角色。需要注意的是，作为广义坐标的转动矩

阵 R 需要满足正交矩阵的条件 (11.7)，这可以通过拉格朗日乘子实现，即在拉格朗
日量中加入 λij

(
RkiRkj − δij

)
≡ tr

(
λ
(
RTR− 1

))
，其中 λ 为对称矩阵。因此于是

刚体定点转动完整的拉格朗日量即用矩阵形式即

L =
1

2
tr
(
ṘTKṘ

)
− V (R) + tr

(
λ
(
RTR− 1

))
. (12.50)

由拉格朗日量 (12.50)，按照广义动量的定义（对矩阵的求导可参见附录A.2），

P ≡ ∂L

∂Ṙ
= KṘ = −KΩR. (12.51)

注意到 Ω 是反对称的，利用 (A.27)，定义9

J := 2
∂L

∂Ω
= KΩ+ΩK , (12.52)

不妨称之为角动量矩阵，是个反对称的矩阵。可以验证，在 3 维 Jij 对应的赝矢量为

− 1

2
ϵijkJ

jk = Iijω
j ≡ Ji, (12.53)

正是角动量矢量 (12.34)。
由 (12.51)，刚体定点转动的能量函数为

h = tr
(
∂L

∂Ṙ
ṘT
)
− L = tr

(
KṘṘT

)
− 1

2
tr
(
ṘTKṘ

)
+ V (R)− tr

(
λ
(
RTR− 1

) )︸ ︷︷ ︸
=0

=
1

2
tr
(
ṘTKṘ

)
+ V (R) ≡ T + V. (12.54)

12.4.2 定点转动的欧拉方程

从刚体的拉格朗日量 (12.50) 出发，对转动矩阵 R 变分，

δL ' −tr
(
δRTKR̈

)
− tr

(
∂V

∂R
δRT

)
+ 2tr

(
δRTRλ

)
, (12.55)

于是得到运动方程

KR̈− ∂V

∂R
+ 2Rλ = 0. (12.56)

(12.56) 中含有拉格朗日乘子 λ，可用如下技巧消除。(12.56) 两边同时右乘 RT，得

到

KR̈RT − ∂V

∂R
RT = −2RλRT. (12.57)

9这里的因子 2 是为了与 J = x × p 自洽。
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注意 RλRT 是对称矩阵，这意味着上式左边的“反对称”部分为零，即有

KR̈RT +
∂V

∂R
RT −

(
KR̈RT +

∂V

∂R
RT
)T

= 0,

整理得到

RR̈TK −KR̈RT = N , (12.58)

这里

N :=
∂V

∂R
RT −R

∂V

∂RT , (12.59)

是反对称矩阵。(12.58) 即刚体定点转动的运动方程，是关于转动矩阵 R 的二阶微

分方程。从推导过程知，其在任意空间维都成立。且因为是反对称的，在 D 维有
1
2
D (D − 1) 个独立分量，与转动的自由度数相等。

利用角速度矩阵的定义 (11.67)，有 ṘT = RTΩ，再求导得到

R̈T = ṘTΩ+RTΩ̇ =
(
RTΩ

)
Ω+RTΩ̇ = RT

(
Ω̇+Ω2

)
,

因此

RR̈T = Ω̇+Ω2. (12.60)

于是 (12.58) 可以写成

KΩ̇+ Ω̇K +Ω2K −KΩ2 = N . (12.61)

(12.61) 即 D 维刚体转动用角速度矩阵表达的运动方程。由 (12.52)，并利用

Ω2K −KΩ2 = Ω
(
ΩK +KΩ︸ ︷︷ ︸

J

−KΩ
)
−
(
KΩ+ΩK︸ ︷︷ ︸

J

−ΩK
)
Ω = ΩJ − JΩ,

(12.61) 可以写成非常简洁的形式10

J̇ + [Ω,J ] = N . (12.62)

(12.62) 即 D 维刚体转动用角动量矩阵表达的运动方程。

在 3 维，反对称矩阵可以和赝矢量有对应关系。由 (11.84) 和 (12.53)，Ω → ωi，

J → J i，于是由附录的 (A.19)，(12.62) 对应的赝矢量方程即11

J̇i + ϵijkω
jJk = Ni , i = 1, 2, 3, (12.63)

其中 N 对应的赝矢量为

Ni = −1

2
ϵijkN

jk = −1

2
ϵijk

(
∂V

∂Rjl
Rkl −Rjl

∂V

∂Rkl

)
= −ϵijk

∂V

∂Rjl
Rkl. (12.64)

10(12.62) 的左边实际是第11.5.2节中协变时间导数应用在反对称矩阵的结果，即有 DtJ = J̇ + [Ω,J ]（见习

题11.9）。
11用 3 维矢量的叉乘写即 J̇ + ω × J = N。
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为刚体受外场作用相对于定点的扭矩。利用角动量矢量与角速度矢量的关系 (12.34)，
(12.63) 还可以写成

Iji
dωj
dt + ϵijkω

jIkl ω
l = Ni, i = 1, 2, 3, (12.65)

需要特别强调的是，以上所有的推导都是在刚体的本体系中进行的。当选取惯性主

轴，(12.65) 正是欧拉方程 (12.38)-(12.40)。

12.5 自由陀螺

本节中我们对不受外部作用、自由运动的刚体—---即自由陀螺的运动做定性讨
论。此时刚体整体做惯性运动，因此我们只关注纯转动。不失一般性，假设刚体的主

轴转动惯量为 I1 < I2 < I3。在本体系中，刚体的角动量记作 J = J iei。因为刚体不

受外部作用，角动量矢量守恒，因此 J ≡ |J | 是常数，即有12

(
J1
)2

+
(
J2
)2

+
(
J3
)2

= J2, (12.66)

其代表 {J1, J2, J3} 空间中半径为 J 的球面。另一方面，自由刚体的总能量（即转动

动能）守恒，由 (12.35) 即有

(J1)
2

2I1
+

(J2)
2

2I2
+

(J3)
2

2I3
= E. (12.67)

其描述 {J1, J2, J3} 空间中半轴长分别为
√
2EI1、

√
2EI2 和

√
2EI3 的椭球面。于是

给定 J 和 E，{J1, J2, J3} 随时间的演化轨迹必然在球面 (12.66) 与椭球面 (12.67)
相交的曲线上。当 J 给定，在球面 (12.66) 上对于不同的能量 E，轨迹如图12.9所示。
因为 I1 < I2 < I3，有

J2

2I3
< E <

J2

2I1
. (12.68)

图中 A 点（及对侧的 A′ 点）对应最高的能量，C 点（及对侧的 C ′ 点）对应最低的

能量。从图中可以看出，轨迹围绕 e1 和 e3 轴—---亦即最小和最大转动惯量对应的主
轴—---形成闭合曲线，此时转动是稳定的，即对轨迹小的偏离不会随时间无限增大。
相应的 A 点和 C 点（及对侧的 A′ 点和 C ′ 点）是稳定平衡点。图中 B 点（及对侧

的 B′ 点）—---中间转动惯量对应的主轴与球面的交点—---也是平衡点，但却是不稳
定的，因为对其小的偏离会随时间发散。

12需要特别强调，角动量矢量守恒意味着 J = Jiei = 常矢量，但是本体系的基矢 ei 一直在转动，所以分量 Ji 本

身并不是常数。这从欧拉方程 (12.41)-(12.43) 也可以明显看出，J̇1, J̇2, J̇3 ̸= 0。但是矢量的模长与基矢无关，所以

J = |J| 是常数。
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图 12.9: 自由陀螺角动量的端点轨迹。

即便对于自由陀螺，因为欧拉方程是角动量或角速度的非线性方程，且因为角动

量与角速度一般并不平行，其一般的运动十分复杂，原则上可以用雅可比椭圆函数

求解。下面我们从几何的角度对其做定性分析，这一方法也称作潘索构造（Poinsot’s
construction）13。在惯量主轴本体系中，利用 Ji = Iiωi，角动量守恒 (12.66) 和能量
守恒 (12.67) 分别可以写成

I21ω
2
1 + I22ω

2
2 + I23ω

2
3 = J2, (12.69)

和

I1
ω2
1

2E
+ I2

ω2
2

2E
+ I3

ω2
3

2E
= 1. (12.70)

在 {ω1, ω2, ω3} 空间中，这两个等式各自对应一个椭球，其中 (12.70) 被称为惯量椭
球（inertia ellipsoid）。和前面对角动量轨迹的分析一样，角速度的轨迹即是这两个
椭球的交线，在惯量椭球上的轨迹被称作所谓本体极迹（polhode）14，且一定是闭

合的曲线。

在固定的空间系看来，角动量 J 守恒，因此在空间中给出固定的方向，以及垂

直于此方向的平面。角速度 ω 在惯量椭球上对应点的法向

∇ω

(
I1
ω2
1

2E
+ I2

ω2
2

2E
+ I3

ω2
3

2E

)
=

1

2E
{I1ω1, I2ω2, I3ω3} =

1

2E
J , (12.71)

即与角动量平行。同时，动能 T = 1
2
Iijω

iωj = 1
2
Jiω

i = 1
2
J ·ω 也守恒，即 ω 在 J 方

向的投影也是固定的。这意味着，角速度 ω 在惯量椭球上对应点的切平面在空间中

不但方向固定，而且到惯量椭球的中心的距离也是固定的，即切平面在空间中的位置

完全固定，因此把这个平面叫做不变平面（invariant plane），如图12.10所示。任意时
刻惯量椭球都切于不变平面，切点（图中 A点）即对应瞬时角速度矢量的方向。形象

地说，自由刚体在空间中的运动，就像惯量椭球在不变平面上做无摩擦的纯滚动。滚

13潘索（Louis Poinsot，1777-1859）是法国数学家和物理学家，是几何力学的开创者。
14“Polhode”一词源自希腊语的“polos”和“hodos”，对应英语的“pole”和“path”，意为极点的轨迹。
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12.6 刚体的进动与章动 第十二章 刚体

动轨迹—---本体极迹在不变平面上的对应—---即所谓空间极迹（herpolhode）15。与

本体极迹不同，空间极迹不一定是闭合曲线。

图 12.10: 惯量椭球与不变平面。

12.6 刚体的进动与章动

当有外部作用时，刚体的运动呈现出更奇特的性质，其中就包括进动和章动。我

们以重力场中的对称陀螺为例对此做简单讨论。所谓对称陀螺即有两个主轴转动惯

量相等（例如 I1 = I2）的刚体。假设对称陀螺以对称轴上某点（简单起见，取做

其底端）做定点转动，定点距离质心 l，如图12.11所示。对称陀螺的位形由 3 个欧
拉角描述。其中 ϕ 描述陀螺整体（例如对称轴）绕着竖轴 ē3 的转动，被称作进动

（precession）16。θ 描述对称轴相对竖轴的倾角，也被称作章动（nutation）17。ψ 描

述陀螺绕自身对称轴的自转（spin）。

图 12.11: 重力场中的对称陀螺。

15“herpolhode”源自“herpol”和“hode”，意为“蜿蜒的轨迹”。
16天文学上的岁差即来自地球的进动。
17英文“nutation”来自拉丁文“nutationem”，与英文的“nod”同源，意思即“点头”，可谓非常形象。中文的“章
动”一词是清代著名数学家李善兰翻译的。“章”是中国古代历法的时间单位之一，指回归年（岁）与朔望月的最短循

环周期，十九岁为一章。
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第十二章 刚体 12.6 刚体的进动与章动

利用欧拉角表示的角速度 (12.18)-(12.20)，假定对称陀螺相对定点的主轴转动惯
量为 I1, I1, I3，则拉格朗日量为

L = T − V =
1

2
I1
(
ω2
1 + ω2

2

)
+

1

2
I3ω

2
3 −mgl cos θ

=
1

2
I1

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+

1

2
I3

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)2
−mgl cos θ.(12.72)

因为 ϕ 和 ψ 都是循环坐标，因此共轭动量为运动常数，

pϕ =
∂L

∂ϕ̇
= I3 cos θ

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)
+ ϕ̇I1 sin2 θ =常数, (12.73)

pψ =
∂L

∂ψ̇
= I3

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)
=常数. (12.74)

因为 ϕ 代表陀螺整体绕竖轴的转动，因此 pϕ 即陀螺角动量在竖直方向的分量18。另

外拉格朗日量不显含时间，于是能量函数也是运动常数，

E =
1

2
I1

(
θ̇2 + ϕ̇2 sin2 θ

)
+

1

2
I3

(
ψ̇ + ϕ̇ cos θ

)2
+mgl cos θ =常数. (12.75)

从 (12.73)-(12.74) 中解出

ϕ̇ =
pϕ − pψ cos θ
I1 sin2 θ

, ψ̇ + ϕ̇ cos θ = pψ
I3
, (12.76)

代入 (12.75)，化简得到
E =

1

2
I1θ̇

2 + Veff (θ) , (12.77)

其中

Veff (θ) =
(pϕ − pψ cos θ)2

2I1 sin2 θ
+mgl cos θ +

p2ψ
2I3

. (12.78)

于是问题就变成单变量 θ（章动角）在有效势 Veff (θ) 中的运动问题。对 θ 的定量求

解需要用到椭圆函数。

下面我们对陀螺的进动与章动做简单的定性讨论。假定 |pϕ| 6= |pψ|，有效势
Veff (θ) 如图12.12所示。

图 12.12: 对称陀螺的有效势。
18因为重力沿着竖直方向，因此不可能产生竖直方向的扭矩，所以角动量在竖直方向的分量必然是守恒的。
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给定总能量 E，Veff (θ) 与 E（图12.12中水平虚线）有两个交点，分别对应章动
角 θ 运动范围的最小值 θ1 和最大值 θ2，即 θ 在 θ1 和 θ2 之间做往复的周期运动。

Veff (θ) 的极小值 θ0 满足

V ′
eff (θ0) =

(pϕ cos θ0 − pψ) (pψ cos θ0 − pϕ)

I1 sin3 θ0
−mgl sin θ0 = 0. (12.79)

由 (12.76)，瞬时的进动角速度 ϕ̇ 的符号取决于 pϕ/pψ 和 cos θ1 的相对大小。如果
|pϕ| > |pψ|，此时在运动的过程中，ϕ̇的正负号保持不变，即进动角 ϕ单调变化。如果

|pϕ| < |pψ|，定义 cos θ∗ = pϕ/pψ ∈ (0, π)，可以证明 θ∗ < θ0，若 θ∗ < θ1（即 pϕ/pψ >

cos θ1）则 ϕ同样单调变化。以上两种情况称作正常进动（regular precession），此时陀
螺的对称轴与以定点为中心的单位球面的交点轨迹如图12.13(a) 所示。如果 θ∗ > θ1，

在章动角 θ 完成一次往复周期运动中，ϕ̇ 也周期性地反号，即反向进动，此时轨迹如

图12.13(b) 所示。如果 θ∗ = θ1，则对应临界情况，轨迹如图12.13(c) 所示。

图 12.13: 对称陀螺的进动与章动。

习题

12.1 已知方阵的矩阵对数由 ln (1+M) = M − 1
2
M2 + 1

3
M3 − · · · 定义。（1）给定同阶方

阵 X 和 Y，证明矩阵指数 eXeY = eZ 中 Z 由所谓 Baker-Campbell-Hausdorff 公式给出，即

Z = ln
(
eXeY

)
= X + Y +

1

2
[X,Y ] +

1

12
[X, [X,Y ]]− 1

12
[Y , [X,Y ]] + · · · ,

其中 [X,Y ] 代表矩阵对易子；（2）仿照（1）的推导，利用 3 维转动生成元 {J1,J2,J3} 之间的对
易关系 (11.38)，求 e−ψJ3e−θJ1e−ϕJ3 = eϕ

1J1+ϕ
2J2+ϕ

3J3 中的 ϕ1, ϕ2, ϕ3，用 ϕ, θ, ψ 的级数表示

出来（截至二阶）。

12.2 求质量为 m 的匀质椭球体 x2

a2
+ y2

b2
+ z2

c2
= 1 相对于质心的惯量张量。

12.3 惯量张量的对角元被称作转动惯量。证明刚体的三个转动惯量中，任一一个不会大于另

外两个之和。

12.4 考虑例12.4中的立方体。（1）在基矢垂直于立方体表面的本体系中，求其相对于质心的
惯量张量；（2）证明其以质心为原点的任意本体系都是其惯量主轴，并由此说明当绕质心做定点转
动时，匀质立方体与匀质球体不可分辨。

12.5 求例11.5中圆盘相对于质心的角动量在本体系中的分量形式。
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第十二章 刚体 12.6 刚体的进动与章动

12.6 如图12.14所示，一个宽为 l、高为 h、质量为 m 的均质薄门板，以恒定角速度 ω 绕门

旋转。建立如图的坐标系，（1）求门板相对于 O 点的角动量在本体系 {ei} 中的分量；（2）求为了
维持门的旋转，需要施加的相对于 O 点的扭矩。

图 12.14:

12.7 若自由刚体定点转动的角速度沿着某个主轴方向，则被称作匀速转动。（1）证明任一
自由刚体的欧拉方程都存在匀速转动的解，即沿此主轴方向角速度为常数，其他两个方向角速度为

零；（2）设初始时角速度沿 e1 方向，刚体受到小扰动，角速度变为 ωi → ωi + δωi，将欧拉方程展

开到扰动 δωi 的一阶，求 δωi 所满足的微分方程，并写成小振动方程的形式；（3）设刚体的三个主
轴转动惯量 I1 < I2 < I3，利用（2）的结果，证明刚体沿着最小和最大转动惯量对应的主轴（即
e1 和 e3）的匀速转动是稳定的，而沿着中间转动惯量对应主轴（即 e2）的匀速转动是不稳定的。

12.8 设对称陀螺相对质心的主轴转动惯量为 I1 = I2 = λI3，其中 λ 为常数。若陀螺绕质心

自由转动，初始时章动角为 θ0。证明进动角速度 ψ̇ 与自转角速度 ϕ̇ 满足 ψ̇ = (λ− 1) ϕ̇ cos θ0。
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第十三章 哈密顿正则方程

分析力学有两大理论体系，拉格朗日力学和哈密顿力学。前者以位形空间为出发

点，后者则以相空间为出发点。哈密顿力学是分析力学之大成。分析力学的众多基本

而美妙的结论都是在哈密顿力学框架下得到的。同时，分析力学方法在经典力学系统

之外的扩展，也大都是从哈密顿力学出发的。

13.1 哈密顿量

哈密顿力学的基本量是哈密顿量。如第5.2.2节中的讨论，由拉格朗日量 L =

L (t, q, q̇) 出发，可以定义能量函数 (5.18)，

h (t, q, q̇) :=
∂L

∂q̇a
q̇a − L. (13.1)

注意到 ∂L
∂q̇a
其实就是广义动量

pa :=
∂L

∂q̇a
, a = 1, · · · , s, (13.2)

原则上从 (13.2) 可将广义速度反解为广义坐标和广义动量的函数，

q̇a = q̇a (t, q,p) , a = 1, · · · , s, (13.3)

于是定义哈密顿量（Hamiltonian）

H (t, q,p) := paq̇
a − L , (13.4)

其中的广义速度需要理解为广义坐标和广义动量的函数 (13.3)。

13.1.1 哈密顿量是相空间中的函数

哈密顿力学以相空间为出发点，相应的哈密顿量 H = H (t, q,p) 应该是相空间

中的函数。但是从哈密顿量的定义 (13.4)，这一点并不是很明显。例如，H 的定义明
显包含广义速度 {q̇}，所以乍看上去 H 应该是 {q, q̇,p} 三者以及时间 t 的函数。虽
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第十三章 哈密顿正则方程 13.2 勒让德变换

然用 (13.3) 将广义速度反解后 H = paq̇
a (t, q,p) − L (t, q, q̇ (t, q,p)) 确实明显写成

了 {t, q,p} 的函数，但是这种函数关系实际上并不依赖于反解广义速度与否1。

为了证明这一点，只需要注意函数即“输入”和“输出”的关系，因此要看是谁

的函数，就看变化由谁引起。考虑 H 的“变化”—---即全微分，由 (13.4) 的定义

dH = d (paq̇
a − L) = dpaq̇a + padq̇a −

(
∂L

∂t
dt+ ∂L

∂qa
dqa + ∂L

∂q̇a
dq̇a
)

= −∂L
∂t

dt− ∂L

∂qa
dqa + q̇adpa +

(
pa −

∂L

∂q̇a

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dq̇a

= −∂L
∂t

dt− ∂L

∂qa
dqa + q̇adpa. (13.5)

最后一步用到了广义动量的定义 (13.2)。可见，哈密顿量的变化 dH 只和时间参数的
变化 dt、广义坐标的变化 dqa 和广义动量的变化 dpa 有关，而与广义速度的变化 dq̇a

无关。所以哈密顿量只是时间参数、广义坐标与广义动量的函数，与广义速度无关。

哈密顿量和能量函数在数值上相等，但是函数关系却不同。能量函数是速度相空

间 {q, q̇} 中的函数，而哈密顿量是相空间 {q,p} 中的函数。这也反映出拉格朗日力
与哈密顿力学的不同，如图13.1所示。

图 13.1: 由拉格朗日量到哈密顿量。

13.2 勒让德变换

13.2.1 勒让德变换

从速度相空间的拉格朗日量出发，通过简单的定义 (13.4)，可以得到相空间中的
哈密顿量 L (t, q, q̇) → H (t, q,p)。重点在于，变换后的函数依赖关系改变了，即对

广义速度的函数依赖被替换成了对广义动量的函数依赖。从数学角度，这种操作手续

即所谓勒让德变换（Legendre transformation）2。

简言之，勒让德变换就是希望换一个新的变量，用新的函数关系，来描述原来的

对象。其中的新、旧变量构成所谓的共轭变量对（conjugate variable pair）。考虑 s个

1更不用说在有约束存在时，并不是所有广义速度都可被反解。
2勒让德变换是由法国数学家勒让德（Adrien-Marie Legendre，1752-1833）于 1787 年在最小曲面的研究中提出

的。
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13.2 勒让德变换 第十三章 哈密顿正则方程

变量 {v} = {v1, · · · , vs}的函数 L (v)，我们希望换一组新的变量 {p} = {p1, · · · , ps}，
这里 pa 定义为

pa ≡
∂L

∂va
= pa (v) , a = 1, · · · , s, (13.6)

即是对应 va 的共轭变量。这里 L 除了 {v} 之外当然也可以依赖其他的变量，例如
L = L (q,v)，但是我们不对 {q} 做替换，亦即 {q} 在勒让德变换中不起作用。在勒
让德变换中，{v} 被称作主动变量，{q} 被称作被动变量。

(13.6) 给出了 {p} 作为 {v} 函数的 s 个代数方程。根据隐函数定理，(13.6) 的
函数关系可逆，即可以从 (13.6) 中反解出全部 s 个 {v} 作为 {p} 的函数，即给出
va = va (p) 的充要条件为矩阵

∂pa
∂vb

≡ ∂2L

∂va∂vb
, a, b = 1, · · · , s, (13.7)

非退化，这里的 ∂2L
∂va∂vb

被称为 L 的黑塞矩阵（Hessian）。根据黑塞矩阵退化与否，
可以分为两种情况。若黑塞矩阵非退化，即 det

(
∂2L

∂va∂vb

)
6= 0，这样的函数 L 被称作

正规（regular）的或者非奇异（non-singular）的。对于正规的 L 函数，(13.6) 的函
数关系可逆，于是原则上可以从 (13.6) 中反解出所有的 {v}。若黑塞矩阵退化，即
det
(

∂2L
∂va∂vb

)
= 0，这样的函数 L 被称作非正规（irregular）的或者奇异（singular）

的。对于奇异的 L 函数，(13.6) 的函数关系不可逆，于是无法从 (13.6) 中反解出所
有的 {v}，而只能解出一部分。具体而言，如果黑塞矩阵的秩为 r，则总是可以解出

s 个 {v} 中的 r 个：

va = va
(
p; vr+1, · · · , vs

)
, a = 1, 2, · · · , r. (13.8)

剩余的 (s− r) 个 vr+1, vr+2, · · · , vs 则无法解出。
函数 L = L (v) 的勒让德变换定义为

H ≡ pav
a − L (v) . (13.9)

由 (13.6)，新变量 {p} 是旧变量 {v} 的函数，于是变换后的新函数 H 也可被视为旧

变量 {v} 的函数。但是，勒让德函数的妙处在于—---即便 H 被视为 {v} 的函数，旧
变量 {v} 进入 H 的方式也是非常特殊的。形象点说，旧变量 {v} 总是通过新变量
{p (v)} 这样的特殊组合“打包”进入 H 的，即 H = H (p (v))。这一点可以直接验

证（类似 (13.5) 的推导），

dH = d (pav
a − L (v)) = dpava + padva −

∂L

∂va
dva

= vadpa +
(
pa −

∂L

∂va

)
︸ ︷︷ ︸

≡0

dva = vadpa. (13.10)

于是，H 的变化只和新变量 {p} 的变化有关，所以 H 只是新变量 {p} 的函数。需
要强调的是，整个推导过程我们只用到了 pa 的定义 (13.6)，而并没有涉及 L 是否是

高显 228 经典力学



第十三章 哈密顿正则方程 13.2 勒让德变换

正规的、或者说勒让德变换是否可逆。换句话说，无论 L 是否是正规的，勒让德变

换得到的新函数 H 都只是新变量 {p} 的函数。
既然 H 只是 {p} 的函数，必然有

dH (p) =
∂H (p)

∂pa
dpa, (13.11)

对比 (13.10)，得到 (
va − ∂H (p)

∂pa

)
dpa = 0. (13.12)

接下来需要区分两种情况。对于正规的 L 函数，勒让德变换可逆，因此 s 个 {p} 是
互相独立的，从 (13.12) 可以得到 s 个方程，

va =
∂H (p)

∂pa
≡ va (p) , a = 1, 2, · · · , s. (13.13)

从而可以完全解出 s个 {v}，这也正是 (13.6)的反函数关系。对于奇异的 L函数，勒

让德变换 (13.9) 不可逆，这意味着 s 个 {p} 并不是完全独立的，所以无法由 (13.12)
得到 s 个独立方程、从而解出全部 s 个 {v}。新变量 {p} 并不完全独立意味着它们
（以及被动变量）之间存在约束。严格来说，(13.9) 定义的勒让德变换只对正规系统
才成立，而对于奇异系统，(13.9) 的定义需要扩展，本书就不再展开了。

例 13.1 正规系统的勒让德变换

考虑两个变量
{
v1, v2

}
的函数 L = 1

2
m1

(
v1
)2

+ 1
2
m2

(
v2
)2
。因为 L 的黑塞矩阵非退

化，

det
(

∂2L

∂va∂vb

)
= det

(
∂2L

∂v1∂v1
∂2L

∂v1∂v2

∂2L
∂v2∂v1

∂2L
∂v2∂v2

)
= det

(
m1 0

0 m2

)
= m1m2 ̸= 0,

因此这是个正规系统。定义新变量为

p1 ≡ ∂L

∂v1
= m1v

1, p2 ≡ ∂L

∂v2
= m2v

2.

这时可以完全解出 v1 和 v2，得到 v1 = p1
m1
和 v2 = p2

m2
。于是由 (13.9)，L 的勒让德变换

为

H = p1v
1 + p2v

2 − L = p1v
1 + p2v

2 − 1

2
m1

(
v1
)2 − 1

2
m2

(
v2
)2

= p1
p1
m1

+ p2
p2
m2

− 1

2
m1

(
p1
m1

)2

− 1

2
m2

(
p2
m2

)2

=
p21
2m1

+
p22
2m2

.

例 13.2 奇异系统的勒让德变换

考虑两个变量
{
v1, v2

}
的函数 L = 1

2
m
(
v1 − v2

)2
。因为 L 的黑塞矩阵退化，

det
(

∂2L

∂va∂vb

)
= det

(
∂2L

∂v1∂v1
∂2L

∂v1∂v2

∂2L
∂v2∂v1

∂2L
∂v2∂v2

)
= det

(
m −m
−m m

)
= m2 −m2 = 0,
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因此这是个奇异系统。定义新变量为

p1 =
∂L

∂v1
= m

(
v1 − v2

)
, p2 =

∂L

∂v2
= m

(
v2 − v1

)
.

L 的奇异性意味着 p1 和 p2 不是完全独立的，之间存在约束。对于这个简单的例子，约

束关系很明显为 ϕ ≡ p1 + p2 = 0。对于奇异系统，无法完全解出 v1 和 v2，而只能得到

v1 = p1
m

+ v2，其中 v2 为待定。于是由 (13.9)，L 的勒让德变换为

H = p1v
1 + p2v

2 − L = p1
(p1
m

+ v2
)
+ p2v

2 − 1

2
m
(
v1 − v2

)2
= p1

(p1
m

+ v2
)
+ p2v

2 − 1

2
m
(p1
m

+ v2 − v2
)2

=
p21
2m

.

得到的新函数 H 与 p2 无关，因此
{
v2, p2

}
这一对变量的信息被丢失了。这来源于对于奇

异系统，(13.9) 定义的勒让德变换不可逆。

13.2.2 勒让德变换的几何意义

给一条曲线，通常的描述方式是建立坐标系，按照“横轴-纵轴”的方式给出曲线
方程。如图13.2所示，横轴为 v，纵轴为 L，给出横轴-纵轴、亦即 v-L 之间的函数关
系，即给出了曲线方程 L = L (v)。

图 13.2: 勒让德变换的几何意义。

而勒让德变换则是换另一种思路描述同一条曲线。如图13.2所示，曲线 L (v) 在

v = v∗ 处切线的斜率为

dL (v)

dv

∣∣∣∣
v∗

= L′ (v∗) ≡ p (v∗) , (13.14)

假设函数 L (v) 是严格凸（convex）的，于是 p (v∗) 是单调增加的。于是，斜率 p 和

v∗ 之间存在一一对应的映射，由 (13.14) 给出。亦即，给定斜率 p 的值，就能定出曲

线上的一点 (v, L) = (v∗, L (v∗))，这里 v∗ = v∗ (p) 由 (13.14) 反解得到。而曲线通过
这一点的切线方程为 L− L (v∗) = p (v∗) (v − v∗)，整理得到

p (v∗) v∗ − L (v∗)︸ ︷︷ ︸
≡H

= p (v∗) v − L, (13.15)
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(13.15) 的左边是斜率 p 的函数，

H (p) = pv∗ (p)− L (v∗ (p)) , (13.16)

正是 L(v) 的勒让德变换。切线在竖轴上的截距不是别的，正是 L (v = 0) = −H (p)。

可见，勒让德变换不再是“横轴-纵轴”式的描述，而是“切线-截距”式的描述3。完

整的曲线可以被视为所有切线的包络。

例 13.3 勒让德变换的几何意义

考虑函数 L (v) = v2。其在 v = v∗ 的斜率为 p = 2v∗，于是给定斜率 p，就可以定出

曲线 L (v) = v2 上的一点 (v∗, L (v∗)) =
(
p
2
, p

2

4

)
。通过这一点的切线为

L− L (v∗) = p (v − v∗) , ⇒ L = pv − p2

4
.

切线在竖轴上的截距为 L (v = 0) = − p2

4
。而 L (v) 的勒让德变换即

H (p) = pv∗ (p)− L (v∗ (p)) = p
p

2
− p2

4
=
p2

4
.

可见 −H (p) 确实是切线在竖轴上的截距，L (v = 0) = − p2

4
= −H (p)。对于各种斜率 p 的

值，画出对应的切线，即得到如图13.3的包络，包络线就是 L (v) = v2 的曲线。

图 13.3: L (v) = v2（实线）作为切线（虚线）的包络。

13.3 哈密顿正则方程

13.3.1 “正则”是什么意思

哈密顿力学中动力学规律有三种等价的表述，分别是哈密顿正则方程、泊松括号

和哈密顿-雅可比方程。拉格朗日方程在哈密顿力学中的直接对应即哈密顿正则方程。
这里可能是头一次碰到“正则”这个词。但是后面会遇到大量带“正则”的概念，例如

正则坐标、正则动量、正则变换、正则对易子、正则量子化、正则系综，等等。“正则”

一词在科学中的应用，最早是由雅可比于 1837 年引入的。正则的英文“canonical”
3当然，严格来说对于严格的凸函数（convex function）才成立。
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是个形容词，词源来自希腊语的“kanon”，意为测量的直杆。“Canon”后来引申为
规则、标准，有点像格律诗的“格律”的意思。“Canon”音译即“卡农”，所以有一
种著名的古典音乐谱曲技法叫“卡农”。“卡农”的旋律确实是非常规则的，好像是按

照某种数学公式生成的一样。中文的“正则”一词出现很早。例如屈原在《离骚》中

开篇即写道：“皇览揆余初度兮，肇锡余以嘉名。名余曰正则兮，字余曰灵均。”

一般来说，将物理概念冠以“正则”更多是强调其标准性和唯一性。“正则”这

一概念背后有着深刻的模式分解（mode decomposition）的思想。回顾第10.1.2节关
于简正模式的讨论（特别是 (10.26)），虽然自然界的各种现象纷繁芜杂，但是归根结
底都是一些基本模式的线性叠加：

大千世界 =
∑

对模式求和

系数×模式.

“模式”才是规律，是有限且简单的。现象的复杂性和无穷性只是来源于模式组合的

方式，即模式分解中的“系数”。因为模式而不是系数才是本质，所以将这些基本模

式提取出来，标准化、规范化，唯一确定，谓之正则。

13.3.2 哈密顿正则方程

从现在开始，我们只考虑正规系统4，即拉格朗日量 L 对广义速度的黑塞矩阵

非退化 det
(

∂2L
∂q̇a∂q̇b

)
6= 0，系统不存在约束。第13.1.1节中已经证明，如 (13.4) 定义

的哈密顿量只是广义坐标和广义动量的函数，这是勒让德变换的必然结果。而既然

H = H (t, q,p)，即有

dH =
∂H

∂t
dt+ ∂H

∂qa
dqa + ∂H

∂pa
dpa. (13.17)

另一方面，由 (13.5)，再进一步利用拉格朗日方程（ṗa − ∂L
∂qa

= 0），得到

dH = −∂L
∂t

dt− ∂L

∂qa︸︷︷︸
=ṗa

dqa + q̇adpa = −∂L
∂t

dt− ṗadqa + q̇adpa. (13.18)

对比 (13.17) 和 (13.18)，即有

q̇a =
∂H

∂pa
, ṗa = −∂H

∂qa
, a = 1, 2, · · · , s. (13.19)

(13.19) 就是著名的哈密顿正则方程（Hamilton’s canonical equations）。(13.17) 是勒
让德变换的数学结果，而 (13.18) 则用到了拉格朗日方程。因此哈密顿正则方程和拉
格朗日方程完全等价。拉格朗日方程是关于广义坐标 {q}的 s个二阶常微分方程，而

4然而自然界的基本相互作用都是奇异的，例如，电磁场、广义相对论、粒子物理标准模型等的拉格朗日量都是奇异

的。本质上，这是因为基本相互作用都具有规范对称性，而规范理论必然是奇异的。
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哈密顿正则方程则是关于广义坐标和广义动量 {q,p} 的 2s 个一阶常微分方程。只要

给定初始的广义坐标和广义动量，系统的演化就被哈密顿正则方程 (13.19) 完全确定
了。

由 (5.19)，当运动方程满足时，哈密顿量对时间的全导数满足 dH
dt = −∂L

∂t
。由

(13.18)，哈密顿量对时间的偏导数满足 ∂H
∂t

= −∂L
∂t
，总之即有

dH
dt =

∂H

∂t
= −∂L

∂t
. (13.20)

哈密顿量对时间的全导数等于其对时间的偏导数，初看上去很奇怪，但是可以直接验

证。由 (13.17)，

dH
dt =

∂H

∂t
+
∂H

∂qa
q̇a︸︷︷︸

= ∂H
∂pa

+
∂H

∂pa
ṗa︸︷︷︸

=− ∂H
∂qa

=
∂H

∂t
+
∂H

∂qa
∂H

∂pa
− ∂H

∂pa

∂H

∂qa︸ ︷︷ ︸
=0

=
∂H

∂t
. (13.21)

“全导数”衡量的是物理量真实的时间演化，而“偏导数”只是反映时间参数 t 的改

变（例如平移）引起的物理量形式上的变化。因此 (13.20) 意味着若系统不显含时间，
即不依赖于时间平移，则哈密顿量是运动常数。这是在第五章已经知道的结论。在十

四章引入泊松括号后，会对这一点有进一步的理解。

至此可以总结一下，由系统的拉格朗日量 L = L (t, q, q̇) 出发，得到其哈密顿正

则方程的步骤：

1. 计算共轭动量 pa =
∂L
∂q̇a

≡ pa (t, q, q̇)；

2. 从共轭动量的表达式 pa = pa (t, q, q̇) 中反解出广义速度，作为广义坐标和广义

动量的函数 q̇a = q̇a (t, q,p)；

3. 将 q̇a = q̇a (t, q,p) 带入哈密顿量的定义 H = paq̇
a − L (t, q, q̇)，将所有的广义

速度换成广义坐标和广义动量的函数，得到哈密顿量 H = H (t, q,p)；

4. 对哈密顿量求导，得到哈密顿正则方程 (13.19)。

需要特别强调的是，只有将所有的广义速度换成广义坐标和广义动量的函数后，才能

将 H = H (t, q,p) 称为哈密顿量。

例 13.4 一维谐振子的哈密顿正则方程

一维谐振子的拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2 − 1

2
mω2q2，广义动量为 p ≡ ∂L

∂q̇
= mq̇，解得

q̇ = p
m
。于是

H (q, p) = pq̇ − L = p
p

m
− 1

2
m
p2

m2
+

1

2
mω2q2 =

p2

2m
+

1

2
mω2q2. (13.22)
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(13.22) 即一维谐振子的哈密顿量。哈密顿正则方程为

q̇ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂q
= −mω2q. (13.23)

(13.23) 的两个一阶方程和拉格朗日方程是等价的。对第一个方程求导，再利用第二个方程，
得到 q̈ = ṗ

m
= −mω2q

m
，即 q̈ + ω2q = 0，这正是一维谐振子的拉格朗日方程。

例 13.5 闵氏时空中的自由粒子

闵氏时空中自由粒子的拉格朗日量由 (4.24) 给出，L = −mc2
√

1− v2

c2
，广义动量为

(4.27)，即 pi =
mvi√
1− v2

c2

, i = 1, 2, 3。于是

H = piv
i − L =

mv2√
1− v2

c2

+mc2
√

1− v2

c2
. (13.24)

我们希望将 H 明显地写成 pi 的函数。由 p2 ≡ δijpipj =
m2v2

1− v2

c2

解得 v2 = c2p2

m2c2+p2，代入

(13.24)，化简得到
H (x,p) =

√
c4m2 + c2p2 ≡ E, (13.25)

这正是相对论能量-动量关系 (4.31)。闵氏时空中自由粒子哈密顿正则方程为

ẋi =
∂H

∂pi
=

c2pi√
c4m2 + c2p2

, ṗi = −∂H
∂xi

= 0, i = 1, 2, 3. (13.26)

第二个方程意味着动量守恒，因此第一个方程则意味着粒子在做匀速直线运动。

例 13.6 中心势场中非相对论性粒子的哈密顿正则方程

非 相 对 论 性 粒 子 在 中 心 势 场 中 的 拉 格 朗 日 量 为 (8.18)， 即 L =
1
2
m
(
ṙ2 + r2θ̇2 + r2 sin2 θϕ̇2

)
− V (r)，广义动量为

pr ≡ ∂L

∂ṙ
= mṙ, ⇒ ṙ =

pr
m
,

pθ ≡ ∂L

∂θ̇
= mr2θ̇, ⇒ θ̇ =

pθ
mr2

,

pϕ ≡ ∂L

∂ϕ̇
= mr2 sin2 θϕ̇ ⇒ ϕ̇ =

pϕ
mr2 sin2 θ

.

于是哈密顿量为

H = pr ṙ + pθ θ̇ + pϕϕ̇− L

= pr
pr
m

+ pθ
pθ
mr2

+ pϕ
pϕ

mr2 sin2 θ

−1

2
m

[(pr
m

)2
+ r2

( pθ
mr2

)2
+ r2 sin2 θ

( pϕ
mr2 sin2 θ

)2]
+ V (r)

=
p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2ϕ
2mr2 sin2 θ

+ V (r) . (13.27)
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哈密顿正则方程即

ṙ =
∂H

∂pr
=
pr
m
, θ̇ =

∂H

∂pθ
=

pθ
mr2

, ϕ̇ =
∂H

∂pϕ
=

pϕ
mr2 sin2 θ

,

以及

ṗr = −∂H
∂r

=
p2θ
mr3

+
p2ϕ

mr3 sin2 θ
− dV (r)

dr ,

ṗθ = −∂H
∂θ

=
p2ϕ cos θ
mr2 sin3 θ

, ṗϕ = −∂H
∂ϕ

= 0.

例 13.7 阻尼谐振子的哈密顿正则方程

在第10.2.3节中，讨论过阻尼谐振子的两种有效拉格朗日量。从单自由度含时拉格朗日
量 (10.70)即（记 ω0 → ω）L = e2βt 1

2

(
mq̇2 −mω2q2

)
出发，广义动量为 p ≡ ∂L

∂q̇
= me2βtq̇，

解得 q̇ = e−2βt p
m
。于是得到含时的哈密顿量

H = pq̇ − L = pe−2βt p

m
− e2βt

(
1

2
me−4βt p

2

m2
− 1

2
mω2q2

)
= e−2βt p

2

2m
+ e2βt

1

2
mω2q2.

对应哈密顿正则方程为

q̇ =
∂H

∂p
= e−2βt p

m
, ṗ = −∂H

∂q
= e2βtmω2q.

另一方面，从 2自由度不含时拉格朗日量 (10.71)即 L = 1
2
mq̇ẋ− 1

2
mβ (q̇x− qẋ)− 1

2
mω2qx

出发，广义动量为

p =
∂L

∂q̇
=

1

2
mẋ− 1

2
mβx, ⇒ ẋ =

2

m
p+ βx,

px =
∂L

∂ẋ
=

1

2
mq̇ +

1

2
mβq, ⇒ q̇ =

2

m
px − βq.

得到不含时的哈密顿量为

H = pq̇ + pxẋ− L

= p

(
2

m
px − βq

)
+ px

(
2

m
p+ βx

)
−
[
1

2
m

(
2

m
px − βq

)(
2

m
p+ λx

)
−1

2
mλ

((
2

m
px − βq

)
x− q

(
2

m
p+ βx

))
− 1

2
mω2qx

]
=

2ppx
m

− β (pq − pxx) +
1

2
m
(
ω2 − β2) qx.

哈密顿正则方程为

q̇ =
∂H

∂p
=

2px
m

− βq, ṗ = −∂H
∂q

=
1

2
mx

(
β2 − ω2)+ λp,

ẋ =
∂H

∂px
=

2p

m
+ βx, ṗx = −∂H

∂x
=

1

2
mq
(
β2 − ω2)− λpx.
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在位形空间中，并不是所有关于广义坐标的微分方程都是拉格朗日方程，即存在

对应的拉格朗日量。同样，在相空间中，并不是所有关于广义坐标和广义动量的方程

q̇a = ua (t, q,p) , ṗa = va (t, q,p) , a = 1, · · · , s, (13.28)

都是哈密顿正则方程，即存在对应的哈密顿量。由 (13.19)，若方程 (13.28) 为哈密顿
正则方程，则有

∂q̇a

∂qb
≡ ∂ua

∂qb
=

∂2H

∂qb∂pa
,

∂q̇a

∂pb
≡ ∂ua

∂pb
=

∂2H

∂pa∂pb
,

∂ṗa
∂pb

≡ ∂va
∂pb

= − ∂2H

∂qa∂pb
,

∂ṗa
∂qb

≡ ∂va
∂qb

= − ∂2H

∂qa∂qb
,

因此函数 ua (t, q,p) 和 va (t, q,p) 需要满足条件

∂ua

∂qb
= − ∂vb

∂pa
,

∂ua

∂pb
=
∂ub

∂pa
,

∂va
∂qb

=
∂vb
∂qa

, a, b = 1, · · · , s . (13.29)

满足 (13.29) 条件的运动方程 (13.28) 具有哈密顿正则方程的形式，存在对应的哈密
顿量，此时系统也被称为哈密顿系统（Hamiltonian system）。反过来，无论是由勒让
德变换得到还是直接给定，只要知道系统的哈密顿量，其运动方程即由哈密顿正则方

程 (13.19) 给出。

13.4 相空间的变分原理

哈密顿正则方程也可以从变分原理得到。作为对比，我们先回顾一下拉格朗日

力学对演化的描述。首先，作为描述状态的速度相空间，其中的广义坐标和广义速

度是完全独立的。直观上，粒子处于某个位置，和具有什么速度并没有关系。从这

个意义上，用符号 v 来表示广义速度、{q,v} 来表示速度相空间更为合适。此时拉
格朗日量也被视为广义坐标和广义速度的函数，如图13.4(a) 中实线箭头所示。但是，
当描述时间演化时，广义坐标 q 和广义速度 v 随着时间 t 而变化，在位形空间与

速度空间中的轨迹分别如图13.4(a) 中曲线所示，速度相空间中的轨迹就是参数曲线
{q (t) ,v (t)}。问题在于，不是所有速度相空间中的轨迹都对应某个可能的运动，而
只有那些满足 v (t) = q̇ (t) 的轨迹才是可能的5。简言之，位形空间轨迹必然“诱导”

出速度相空间轨迹，即 {q (t)} ⇒ {q (t) ,v (t)} ≡ {q (t) , q̇ (t)}。因此，在时间演化的
意义上，只有广义坐标随时间的变化 q (t)—---位形空间的轨迹、或者说世界线—---是
独立的。广义速度随时间的变化 v (t) 不是独立的，而是被限定为广义坐标的时间导

数 v (t) ≡ q̇ (t)。这种由时间演化导致的关系如图13.4(a) 中虚线箭头所示。拉格朗日
5这里的“可能”是指能否存在，即是否对应某个物理系统的运动。例如，单自由度系统，速度相空间（即 2 维平

面）中的曲线 {x (t) , v (t)} =
{
t, t2

}
显然就不对应任何物理系统的运动，因为 v = t2 ̸= ẋ = 1。
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量的时间演化只取决于 q (t)，作用量也只是 q (t) 的泛函。这也是为什么在位形空间

的最小作用量原理中，我们只需要考虑广义坐标的变分 δq，而广义速度的变分总是

被视为 δv = δq̇ ≡ d
dt (δq)—---即只是前者的时间导数的原因。从这个意义上，拉格

朗日力学描述系统在位形空间中的演化，广义速度并不处于和广义坐标平等的地位。

图 13.4: 拉格朗日量与哈密顿量的函数关系。其中实线箭头代表 L或 H 的函数关系，

虚线箭头代表时间演化关系。(a) 拉格朗日力学中只有 q (t) 是独立的。(b) 哈密顿力
学中 q (t) 和 p (t) 都是独立的。

在哈密顿力学中，情况则完全不同。虽然从拉格朗日量出发，根据 (13.4) 可以得
到对应的哈密顿量，但是这种先后顺序并非逻辑上的6。无论是通过勒让德变换还是

直接给出，哈密顿 H (t, q,p) 作为相空间中的函数，其与拉格朗日量 L (t, q, q̇) 并没

有先后之分。特别是，广义动量 p 与广义坐标 q、广义速度 q̇ 并没有如 (13.2) 那样
事先的联系。这意味着，不仅从描述状态的相空间的角度，广义坐标 q 与广义动量 p

是独立的；即便考虑时间演化，广义坐标和广义动量随时间的变化 q (t) 和 p (t) 互相

也没有任何关系。这就导致与速度相空间不同，相空间中任何一条轨迹 {q (t) ,p (t)}
都是可能的，即可能对应“某个”物理系统（未必是哈密顿系统）的运动。哈密顿量

的函数关系如图13.4(b) 所示，其演化同时依赖于 q (t) 和 p (t)，且两者互相独立。这

也导致相空间中，广义坐标和广义动量的变分 δq 和 δp 是互相独立的。总之，哈密

顿力学描述系统在相空间中的演化，广义坐标和广义动量始终是独立且平等的。

根据勒让德变换关系，拉格朗日量可以反过来用哈密顿量表示为

L (t, q,p, q̇, ṗ) := paq̇
a −H (t, q,p) . (13.30)

(13.30)中的 L (t, q,p, q̇, ṗ)是广义坐标、广义动量及其时间导数的函数，可以视为相

空间拉格朗日量（phase space Lagrangian）。特别是 q̇ 需要理解为广义坐标 q 的时

间导数，因为相空间并没有广义速度的概念。回顾位形空间的最小作用量原理，其要

求在满足

δqa (t1) = δqa (t2) = 0, a = 1, · · · , s, (13.31)
6很大程度上只是教材学习的顺序。
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的边界条件时，对任意的广义坐标的变分都有 δS [q] = 0。相应地，在相空间中，把

作用量视为 {q (t) ,p (t)} 共同的泛函，要求对任意广义坐标和广义动量的变分为零，
即

δS [q,p] ≡
ˆ t2

t1

dtδ [paq̇a −H (t, q,p)] = 0, (13.32)

这也称为相空间变分原理（variational principle in phase space）。展开得到

δS [q,p] =

ˆ t2

t1

dt [δpaq̇a + paδq̇
a − δH (t, q,p)]

=

ˆ t2

t1

dt
[
δpaq̇

a +
d
dt (paδq

a)− ṗaδq
a − ∂H

∂qa
δqa − ∂H

∂pa
δpa

]
=

ˆ t2

t1

dt
[(
q̇a − ∂H

∂pa

)
δpa −

(
ṗa +

∂H

∂qa

)
δqa
]
+ (paδq

a)|t2t1︸ ︷︷ ︸
=0

.(13.33)

因为广义坐标满足边界条件 (13.31)，上式最后一项为零。同时因为广义坐标和广义动
量的变分是独立的，δpa 和 δqa 各自系数也必须为零，这正是哈密顿正则方程 (13.19)。
实际上可以验证，哈密顿正则方程就是相空间拉格朗日量 (13.30) 所对应的欧拉-拉
格朗日方程：

d
dt

(
∂L

∂q̇a

)
− ∂L

∂qa
= 0, ⇒ ṗa +

∂H

∂qa
= 0, (13.34)

d
dt

(
∂L

∂ṗa

)
− ∂L

∂pa
= 0, ⇒ q̇a − ∂H

∂pa
= 0, a = 1, · · · , s. (13.35)

这也是相空间变分原理的必然结果。

由以上的推导，从 (13.30) 形式的相空间拉格朗日量出发，单纯为了由变分原理
得到哈密顿正则方程的正确形式，仅仅要求广义坐标的边界条件 (13.31)就够了7，而

不需要进一步要求

δpa (t1) = δpa (t2) = 0, a = 1, · · · , s. (13.36)

此时边界条件如图13.5(a) 所示。但既然在相空间中广义坐标和广义动量完全独立且
平等，只对坐标作出限制就显得很奇怪。从逻辑上来说，相空间和哈密顿量是完全先

于勒让德变换和拉格朗日量的独立概念。因此在相空间中的变分原理中，我们同时要

求 (13.31) 和 (13.36)，即同时固定初、末时刻的广义坐标和广义速度—---即初、末状
态，如图13.5(b) 所示8。这样做的好处之一是，相空间拉格朗日量也具有相差时间全

导数的任意性，

paq̇
a −H (t, q,p) ' paq̇

a −H (t, q,p) +
dF (t, q,p)

dt . (13.37)

7这是因为 (13.30) 形式的相空间拉格朗日量本身并不含有广义动量的时间导数 ṗ。
8一个微妙之处是，因为哈密顿正则方程是 2s 个一阶方程，因此确定一组定解只需要 2s 个边界条件。而同时固定

初、末状态实际给出了 4s 个边界条件。这意味着，并不是任意给定的初、末状态，哈密顿正则方程都有解，或者说作

用量都存在极值。
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这一点将在第15.3节关于正则变换的生成函数中起到作用。这也意味着，相空间的变
分原理和位形空间的最小作用量原理并不完全等价，前者的变分受到更多的限制。

图 13.5: 相空间的变分原理。

13.5 相空间中的演化

相空间中坐标和动量是始终独立且平等的。将相空间坐标区分为“坐标”和“动

量”完全是人为的，其中的“坐标”部分未必是系统位形的刻画，“动量”部分也未

必是物理动量的衡量。正确的理解是将广义坐标和广义动量视为一个整体，共同描述

系统的状态。哈密顿正则方程所描述的正是相空间坐标、即系统状态的演化。更一般

地，系统的力学量或者说可观测量（observable）由状态决定，即相空间坐标的函数。
可以总结如下：

物理概念 数学对象

状态 相空间中的点 {q,p}
力学量（可观测量） 相空间坐标的函数 f = f (t, q,p)

物理系统在任意时刻的力学状态可以用其相空间中的一个点来表示，称为这个

力学系统在其相空间中的代表点。随着时间的演化，系统的代表点也会在相空间中移

动、从而划出一条条轨迹，称为系统的相轨迹（phase trajectory）或者相流（phase
flow）。对于不含时系统，相空间中的点代表系统完整的状态。从相空间中一个给定的
点出发，物理系统的相流完全由其哈密顿正则方程所唯一确定。换句话说，不含时系

统的相流是永不相交的9。这一点和位形空间中的演化不同，因为位形空间中的轨迹、

包括世界线可以相交。相空间中相流的图示也被称作相图（phase diagram 或 phase
portrait）。通过分析相图，可以不直接求解微分方程而得到系统演化的很多性质，而
不需要具体求解运动方程10。

9对于哈密顿量含时的系统，这句话应该换成相空间加上时间轴的 2s + 1 维空间中演化轨迹不相交，其相流本身

（前者在 2s 维相空间的投影）可能是相交的。
10“相图”的概念是庞加莱首先提出的。由“相图”的概念还延伸出“极限环”、“吸引子”、“庞加莱截面”、“混沌”

等概念。由此发展出一门新的数学分支，即“微分方程的定性理论”。
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对于不含时系统，哈密顿量 H 是运动常数。而

H (q,p) =常数 ≡ E (13.38)

是 2s维相空间中 2s−1维的超曲面。因此不含时系统的相轨迹在相空间中“H =常数”

的超曲面上。对于单自由度系统，相流就是 2 维相平面上的曲线，亦即哈密顿量的等
高线，如图13.6所示。由哈密顿正则方程 (13.19)，相流的方向 v = (q̇, ṗ) 相当于哈密

顿量的梯度 ∇H =
(
∂H
∂q
, ∂H
∂p

)
方向（由能量低指向能量高）“顺时针”转 π

2
角。

图 13.6: 单自由度系统的相图。

例 13.8 一维谐振子的相图

在例13.4中已得到一维谐振子的哈密顿量 (13.22)，即 H (q, p) = p2

2m
+ 1

2
mω2q2。一维

谐振子的位形空间就是直线 R1。又因为动量 p 也可以取任意实数，所以一维谐振子的相空

间是 2 维欧氏平面 R2。给定能量 E，其在相平面的轨迹满足 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2 = E，即

是椭圆，如图13.7所示。其中，靠近中心（图中 C 点）对应能量低（例如图中 E1），远离

中心对应能量高（例如图中 E2）。

图 13.7: 一维谐振子的相图。
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例 13.9 一维线性排斥力场中运动的相图

考虑哈密顿量H (q, p) = p2

2m
− 1

2
λq2，假设常数 λ > 0。因为 V = − 1

2
λq2，V ′ (q) = −λq，

所以代表线性排斥力。给定能量 E，其在相平面的轨迹满足 p2

2m
− 1

2
λq2 = E，是双曲线，如

图13.8所示。其中两条渐进线（图中虚线）对应 E = 0，即 p = ±
√
mλq。两条渐近线将平

面分为 4 个区域，其中“(I)”和“(II)”对应 E > 0，q 的运动范围没有限制；“(III)”和
“(IV)”对应 E < 0，q 运动范围满足 |q| >

√
2|E|/λ。

图 13.8: 一维线性排斥力场中运动的相图。

在第9.4节中，我们讨论过平衡的概念，即系统的状态不再随时间变化。在相空
间中，这对应 q̇ = 0, ṗ = 0。由哈密顿正则方程，这意味着

∂H

∂qa
= 0,

∂H

∂pa
= 0, a = 1, · · · , s, (13.39)

即相空间中哈密顿量梯度为零的点。如果系统一开始处于平衡点，那么就会一直保持

不动，因此也被称作不动点（fixed point）。但是实际的状态总是很难精确地处于平
衡点上，所以对平衡点的小偏离会如何演化，就是系统重要的性质。简言之，如果平

衡状态小的偏离不会被无限放大，那么就称之是稳定的。表现在相流上，就是不动点

附近的点，不会随着相流远离平衡点跑得越来越远。由以上两个例子可以看出，在平

衡点附近的行为定性可分为两类。一类是如谐振子那样，绕平衡点沿着椭圆轨道做

周期运动，相应的平衡点也被称作椭圆点（ellipic point），是稳定的，对应势能的极
小值点。另一类是如线性排斥势那样，相流为双曲线，相应的平衡点也被称作双曲点

（hyperbolic point），是不稳定的，对应势能的极大值点。其中过双曲不动点的相流
也被称作分界线（separatrix）。顾名思义，分界线两边的相流对应不同的行为。

例 13.10 单摆的相图

单摆的拉格朗日量为 L = 1
2
ml2θ̇2 +mgl cos θ。单摆只有 1 个自由度，其位形空间是 1

维圆周 S1，广义坐标 θ ∈ [−π, π)，具有 2π 的周期性。θ 的共轭动量为 pθ ≡ ∂L

∂θ̇
= ml2θ̇，
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于是哈密顿量为

H (θ, pθ) = pθ θ̇ − L = pθ
pθ
ml2

− 1

2
ml2

( pθ
ml2

)2
−mgl cos θ =

p2θ
2ml2

−mgl cos θ.

单摆的相空间是 2 维的，θ 仍然具有 2π 的周期性，而 pθ 原则上可以取任意实数 pθ ∈ R1，

所以单摆的相空间是一个 2 维柱面 R1 × S1。单摆的相流如图13.9(a) 所示。其中深色代表
能量低，对应来回摆动；浅色代表能量高，即可以越过最高点转圈。还可以将柱面弯曲成 U
形管，如图13.9(b) 所示。这个图可以更形象地反映出能量的高低。可以看出，在低能级时
做往复的周期摆动，在高能级时有两种不同的周期运动，分别对应顺时针和逆时针转动。

图 13.9: 单摆的相图，参数取 m = 1，l = 1，g = 10。(a) 柱面上的相流。(b)
U 形管上的相流。

将13.9(a) 的柱面沿着 θ = π 的直线剪开，摊开在平面上，并考虑到 θ 以 2π 为周期，就得

到如图13.10所示的相图。由图13.10可以明显看出，C 点为椭圆点，即稳定平衡点；H 点为
双曲点，即不稳定平衡点。在 C 点和 H 点附近的行为分别近似为谐振子势和线性排斥力

场中的运动。
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图 13.10: 单摆的平面相图，参数同上。

例 13.11 开普勒问题的相图

考虑在中心势场 V (r) = −Gm
r
中运动的粒子。由角动量守恒，粒子做平面运动，取平

面极坐标，拉格朗日量为 L = 1
2
m
(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ Gm

r
。仿照例13.6，哈密顿量为

H = pr ṙ + pϕϕ̇− L =
p2r
2m

+
p2ϕ

2mr2
− Gm

r
.

由于 ϕ 是循环坐标，pϕ = 常数 ≡ J，所以哈密顿量可以写成 H =
p2r
2m

+ J2

2mr2
− Gm

r
≡

H (r, pr)，即等效为径向运动单自由度问题。{r, pr} 平面上的相图如图13.11所示。

图 13.11: 开普勒问题径向运动的相图。
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13.6 劳斯方法

13.6.1 劳斯函数

从拉格朗日量 L 到哈密顿量 H 的勒让德变换，把全部的广义速度换成了广义动

量。如果我们只将一部分广义速度换成广义动量，会发生什么？考虑 s 个自由度的系

统，我们将广义速度一分为二：

{q̇a} =
{
q̇1, q̇2, · · · , q̇m︸ ︷︷ ︸

m

; q̇m+1, q̇m+2, · · · , q̇s︸ ︷︷ ︸
s−m

}
, (13.40)

并只对后 (s−m) 个广义速度做勒让德变换，定义

R :=
s∑

a=m+1

paq̇
a − L , (13.41)

注意这里求和是对后 (s−m) 个广义速度和对应的广义动量求和。从这个意义上，

(13.41) 可被视为“部分”勒让德变换，而从拉格朗日量 L 到哈密顿量 H 的变换则可

被视为“完全”勒让德变换。这样定义的 R 被称为劳斯函数（Routhian）11。劳斯函

数 R 介于拉格朗日量 L 和哈密顿量 H 之间，像是两者的“杂糅”，如图13.12所示。

图 13.12: 部分勒劳斯方法让德变换与劳斯函数。

为了得到劳斯函数的函数关系，仿照第13.1.1节对哈密顿量的分析方法，计算劳
斯函数的全微分：

dR =
s∑

a=m+1

dpaq̇a +
s∑

a=m+1

padq̇a −
(
∂L

∂t
dt+

s∑
a=1

∂L

∂qa
dqa +

s∑
a=1

∂L

∂q̇a
dq̇a︸ ︷︷ ︸

=
∑m

a=1 +
∑s

a=m+1

)

= −∂L
∂t

dt−
s∑

a=1

∂L

∂qa
dqa −

m∑
a=1

∂L

∂q̇a
dq̇a +

s∑
a=m+1

q̇adpa +
s∑

a=m+1

(
pa −

∂L

∂q̇a

)
︸ ︷︷ ︸

=0

dq̇a

≡ −∂L
∂t

dt−
s∑

a=1

∂L

∂qa
dqa −

m∑
a=1

∂L

∂q̇a
dq̇a +

s∑
a=m+1

q̇adpa, (13.42)

11劳斯方法是英国数学家劳斯（Edward John Routh，1831-1907）于 1876-1877 年间提出的。劳斯对力学的数学
系统化及现代控制系统理论做出了很多关键贡献。
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其中用到了广义动量的定义。可见，R 是全部的广义坐标 {q1, · · · , qs}、前 m 个广义

速度 {q̇1, · · · , q̇m} 和后 (s−m) 个广义动量 {pm+1, · · · , ps} 的函数。换句话说，部
分勒让德变换把后 (s−m) 个广义速度换成了相应的广义动量：{

q̇m+1, · · · , q̇s
}
→ {pm+1, · · · , ps} .

因此劳斯函数可以写成

R = R
(
t, q1, · · · , qs, q̇1, · · · , q̇m︸ ︷︷ ︸

m

; pm+1, · · · , ps︸ ︷︷ ︸
s−m

)
. (13.43)

同样，仿照哈密顿正则方程的推导，由 (13.43)，得到

dR =
∂R

∂t
dt+

s∑
a=1

∂R

∂qa
dqa +

m∑
a=1

∂R

∂q̇a
dq̇a +

s∑
a=m+1

∂R

∂pa
dpa. (13.44)

对比 (13.44) 和 (13.42)，要求微分项系数相等，即有

∂R

∂t
= −∂L

∂t
, (13.45)

以及

∂R

∂qa
= − ∂L

∂qa
, a = 1, · · · , s, (13.46)

∂R

∂q̇a
= − ∂L

∂q̇a
, a = 1, · · · ,m, (13.47)

∂R

∂pa
= q̇a, a = m+ 1, · · · , s. (13.48)

可见，劳斯函数 R 确实是拉格朗日量 L 和哈密顿量 R 的杂糅，且将运动方程的形

式也一分为二。对于前 m 个广义坐标，由 (13.46) 和 (13.47)，运动方程和拉格朗日
方程形式一样，只不过拉格朗日量 L 被换成了劳斯函数 R，

d
dt
∂R

∂q̇a
− ∂R

∂qa
= 0, a = 1, · · · ,m. (13.49)

对于后 s−m 个广义坐标及其共轭动量，由 (13.46) 和 (13.48) 并利用拉格朗日方程，
运动方程与哈密顿正则方程形式一样，同样只不过哈密顿量 H 被换成了劳斯函数 R，

q̇a =
∂R

∂pa
, ṗa = − ∂R

∂qa
, a = m+ 1, · · · , s. (13.50)

13.6.2 劳斯函数在循环坐标问题中的应用

当存在循环坐标时，运用劳斯函数可以充分利用循环坐标使得哈密顿正则方程

的求解得到化简。
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回顾在拉格朗日力学中，如果某个广义坐标不出现在拉格朗日量中，被称为循环

坐标。以第 s 个广义坐标 qs 为例，若其为循环坐标，则共轭动量为运动常数 ps ≡
∂L
∂q̇s

=常数。但是，循环坐标相应的广义速度仍然出现在拉格朗日量中，即有

L = L
(
t, q1, q2, · · · , qs−1︸ ︷︷ ︸

s−1

, q̇1, q̇2, · · · , q̇s︸ ︷︷ ︸
s

)
, (13.51)

因此仍然需要求解 s 个拉格朗日方程。这里的关键正在于，循环坐标的共轭动量是

常数，但是广义速度一般并不是常数。因此在拉格朗日力学中，循环坐标的求解并没

有得到充分的化简。另一方面，由哈密顿量的定义 (13.5)，有 ∂H
∂qs

= − ∂L
∂qs

≡ 0（注意

这里没有用到运动方程），因此循环坐标也不会出现在哈密顿量中。既然循环坐标的

共轭动量是运动常数，记为 ps ≡ α，常数 α 的值由初始条件决定。于是哈密顿量可

以写成

H = H
(
t, q1, q2, · · · , qs−1︸ ︷︷ ︸

s−1

, p1, p2, · · · , ps−1︸ ︷︷ ︸
s−1

;α
)
, (13.52)

即以剩下的 (s− 1) 个广义坐标及其共轭动量为变量，而循环坐标 qs 的共轭动量以

常数 α 的形式出现在哈密顿量中。从求解哈密顿正则方程的角度，因为循环坐标的

存在，问题约化成了 (s− 1) 个自由度系统的求解。在求解了这 (s− 1) 个自由度的

演化后，可代入 qs 自身的哈密顿正则方程 q̇s = ∂H
∂ps

≡ ∂H
∂α
中求解 qs。可见在哈密顿

力学中，循环坐标的求解得到了充分的简化。

沿着这一思路，推广到多个循环坐标的情形。假设 s个广义坐标中，{q1, q2, · · · , qm}
是出现在拉格朗日量中的，而 {qm+1, · · · , qs} 是循环坐标。只对循环坐标部分做勒
让德变换，定义劳斯函数 (13.41)。根据上面的讨论，这时劳斯函数是非循环坐标
{q1, · · · , qm} 及其广义速度 {q̇1, · · · , q̇m}，以及循环坐标的共轭动量 {pm+1, · · · , ps}
的函数，即 R = R (t, q1, · · · , qm, q̇1, · · · , q̇m; pm+1, · · · , ps)。因为循环坐标的广义动
量是常数，记作 {α1, · · · , αs−m}，所以 R 可被写成

R = R
(
t, q1, q2, · · · , qm︸ ︷︷ ︸

m

, q̇1, q̇2, · · · , q̇m︸ ︷︷ ︸
m

;α1, · · · , αs−m
)
. (13.53)

这里常数 α1, · · · , αs−m 的值由初始条件确定。因此当存在循环坐标时候，劳斯函数
中的变量只是非循环坐标 {q1, · · · , qm}及其广义速度 {q̇1, · · · , q̇m}，而循环坐标的共
轭动量以常数的形式出现在劳斯函数中。由 (13.49)，非循环坐标 {q1, · · · , qm} 的运
动方程形同拉格朗日方程，只是拉格朗日量被换成了劳斯函数，即有

非循环坐标：
d
dt
∂R

∂q̇a
− ∂R

∂qa
= 0, a = 1, 2, · · · ,m, (13.54)

求解非循环坐标后，循环坐标部分可以由 (13.50) 直接积出

循环坐标： qa =

ˆ
dt ∂R

∂αa−m
, a = m+ 1, · · · , s. (13.55)
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总之，利用劳斯函数，系统等效的自由度就从 s 降低到了 m，问题归结为求解这 m

个非循环坐标的运动方程方程 (13.54)。

例 13.12 劳斯方法求解顶端自由滑动的单摆

考虑顶端自由滑动的单摆，在例4.5中已经求得拉格朗日量 (4.78)，即 L =
1
2
m
(
ẋ2 + l2θ̇2 + 2lẋθ̇ cos θ

)
+ mgl cos θ。这里 x 为循环坐标。因此 px = ∂L

∂ẋ
= mẋ +

mlθ̇ cos θ ≡ α 为运动常数，从中解出 ẋ = α
m

− lθ̇ cos θ。对 ẋ 做勒让德变换，根据劳斯函

数的定义 (13.41)，

R = pxẋ− L = α
( α
m

− lθ̇ cos θ
)
− 1

2
m
[ ( α

m
− lθ̇ cos θ

)2
+ l2θ̇2

+2l
( α
m

− lθ̇ cos θ
)
θ̇ cos θ

]
−mgl cos θ

= −glm cos θ − 1

2
l2mθ̇2 sin2 θ − αlθ̇ cos θ + α2

2m
≡ R

(
θ, θ̇;α

)
问题成为了单自由度 θ 的问题，常数 α 成为了参数。非循环坐标 θ 的运动方程形同拉格朗

日方程，即 d
dt
∂R

∂θ̇
− ∂R

∂θ
= 0，化简得到

θ̈ + θ̇2 cot θ + g

l
csc θ = 0.

这正是 (4.81)。在求解 θ 的运动后，循环坐标 x 可以由 ẋ = ∂R
∂α

= α
m

− lθ̇ cos θ 直接积分
求出。

例 13.13 劳斯方法求解中心势场问题

考虑 2维平面上的中心势场问题，取极坐标 {r, ϕ}，设势能为 V (r) = − α
rn
，α 为常数，

则拉格朗日量为 L = m
2

(
ṙ2 + r2ϕ̇2

)
+ α

rn
。这里 ϕ 是循环坐标，其共轭动量 pϕ = ∂L

∂ϕ̇
=

mr2ϕ̇ ≡ J 为常数。对循环坐标 ϕ 做勒让德变换，根据劳斯函数的定义 (13.41)，

R = pϕϕ̇− L = pϕ
pϕ
mr2

− m

2

[
ṙ2 + r2

( pϕ
mr2

)2]
− α

rn

=
J2

2mr2
− 1

2
mṙ2 − α

rn
= R (r, ṙ; J) .

问题变成了单自由度径向运动 r 的问题，常数 J 成为了一个参数。根据由 (13.54) 非循环
坐标 r 的运动方程为 d

dt
∂R
∂ṙ

− ∂R
∂r

= 0，即

mr̈ − J2

mr3
+

nα

rn+1
= 0. (13.56)

求解 r 后，循环坐标 ϕ 可对 ϕ̇ = ∂R
∂J

= J
mr2

积分得到。

13.7 双重勒让德变换

从拉格朗日量出发，无论是哈密顿量还是劳斯函数，都是通过勒让德变换，把广

义速度换成广义动量，而广义坐标并没有变化。一个自然的问题是，如果对广义坐标
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也做勒让德变换，会有什么效果？

将广义坐标和广义速度同时换成新的变量，不妨记作 {q, q̇} → {f ,p}，根据勒
让德变换，定义

G := paq̇
a + faq

a − L . (13.57)

和第13.1.1节中的推导一样，有

dG = dpaq̇a + padq̇a + dfaqa + fadqa −
(
∂L

∂t
dt+ ∂L

∂qa
dqa + ∂L

∂q̇a
dq̇a
)

= −∂L
∂t

dt+
(
pa −

∂L

∂q̇a

)
dq̇a +

(
fa −

∂L

∂qa

)
dqa + q̇adpa + qadfa,(13.58)

我们希望 G 只是 t、{f} 和 {p} 的函数，这就要求

pa ≡
∂L

∂q̇a
, fa ≡

∂L

∂qa
, a = 1, · · · , s. (13.59)

即要求 pa 是广义动量，fa 即是所谓广义力。原则上由这两个关系可以反解出 qa =

qa (t,f ,p) 和 q̇a = q̇a (t,f ,p)。

于是新的函数 G = G (t,f ,p) 满足

dG = −∂L
∂t

dt+ qadfa + q̇adpa, (13.60)

这意味着
∂G

∂t
= −∂L

∂t
,

∂G

∂fa
= qa,

∂G

∂pa
= q̇a. (13.61)

后两个式组合得到

d
dt

(
∂G

∂fa

)
− ∂G

∂pa
= 0 , a = 1, · · · , s. (13.62)

注意，我们还有拉格朗日方程 d
dt

(
∂L
∂q̇a

)
− ∂L

∂qa
= 0，用 fa 和 pa 表示即

ṗa = fa , a = 1, · · · , s. (13.63)

(13.62) 和 (13.63) 是关于 {f ,p} 这 2s 个变量的 2s 个一阶微分方程。从推导过程知，

其与 s 个二阶的拉格朗日方程或 2s 个一阶的哈密顿正则方程等价。

习题

13.1 求二元函数 L = ax2 + 2bxy + cy2 + dx+ ey（满足 ab ̸= c2）对 x, y 的勒让德变换。

13.2 考虑函数 L = 1
2

(
q1v2 − q2v1

)
−V

(
q1, q2

)
，其中

{
q1, q2

}
为被动变量，

{
v1, v2

}
为主

动变量，V 是任意函数。（1）分析 L 对
{
v1, v2

}
的黑塞矩阵，并判断其是奇异还是正规系统；（2）

定义新变量 p1 = ∂L
∂v1
和 p2 = ∂L

∂v2
，求

{
q1, q2, p1, p2

}
之间的约束关系。
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13.3 考虑例4.4中的双摆，求系统的哈密顿量和哈密顿正则方程。
13.4 考虑例4.5中顶端自由滑动的单摆，求系统的哈密顿量和哈密顿正则方程。
13.5 已知某系统广义坐标为 x, y, z，拉格朗日量为

L = aẋ2 + b
ẏ2

x
+ cẋẏ + fy2ẋż + gẏ2 − k

√
x2 + y2,

其中 a, b, c, f, g, k 都是常数。（1）求该系统的哈密顿量和哈密顿正则方程；（2）求该系统的运动常
数。

13.6 某单自由度系统运动方程为 q̇ = q2 + qp 和 ṗ = p2 − qp，利用 (13.29) 判断其是否为哈
密顿系统。

13.7 某单自由度系统运动方程为 q̇ = p 和 ṗ = −ω2q − 2λp，其中 ω 和 λ 都是常数。（1）
利用 (13.29) 判断其是否为哈密顿系统；（2）引入新变量 Q = q 和 P = pe2λt，求 Q 和 P 的运动

方程，并判断其是否是哈密顿系统，并求相应的哈密顿量。

13.8 某单自由度系统运动方程为 q̇ = aq + bp 和 ṗ = cq + dp。（1）利用 (13.29)，求常数
a, b, c, d 满足什么条件时，系统为哈密顿系统；（2）求对应的哈密顿量。

13.9 某相对论性粒子在标量势场 V 中的拉格朗日量由 (4.40)给出，其中 Φ(t,x) = V (t,x)

mc2
。（1）

求粒子的哈密顿量和哈密顿正则方程；（2）求非相对论极限（即 |V | ≪ mc2 和 |p| ≪ mc）下哈密

顿量的领头阶近似。

13.10 已知质量为 m 的带电荷 e 的粒子在电磁场中拉格朗日量由 (4.50) 给出。（1）求粒子
的哈密顿量和哈密顿正则方程；（2）由哈密顿正则方程、得到等价的关于 x 的二阶微分方程；（3）
求非相对论极限（即 |p| ≪ mc）下哈密顿量的领头阶近似。

13.11 某单自由度系统的哈密顿量为 H = p2

2m
+ A · p + V (x)，其中 x 为坐标，p 为共轭

动量，A (x) 为外矢量场。（1）求该系统的拉格朗日量；（2）求系统的哈密顿正则方程；（3）若
A (x) ≡ a 为常矢量，V (x) = −f · x 且 f 也为常矢量，求哈密顿正则方程在初始条件 x (0) = 0、

p (0) = 0 下的解。

13.12 某单自由度系统的拉格朗日量为

L =
1

2
cos2 (ωt) q̇2 − 1

2
ω sin (2ωt) qq̇ − 1

2
ω2 cos (2ωt) q2,

（1）求该系统的哈密顿量 H 和哈密顿正则方程；（2）哈密顿量 H 是否是运动积分？（3）引入新
变量 q̃ = cos (ωt) q，求用新变量 q̃ 表达的拉格朗日量，记为 L̃；（4）求 L̃ 对应的哈密顿量 H̃，并

说明其描述什么物理系统；（5）证明 H 和 H̃ 的哈密顿正则方程等价，即可以互相导出。

13.13 已知某单自由度系统的哈密顿量为

H (t, q, p) =
p2

2m
− be−λtpq +

mb

2
e−λt

(
λ+ be−λt

)
q2 +

k

2
q2,

其中 m, b, λ, k 都是常数。（1）求该系统的拉格朗日量 L；（2）利用分部积分，将 L 化为等价的不

显含时间的形式，记为 L̃；（3）求 L̃ 对应的哈密顿量 H̃；（4）证明 H 和 H̃ 也是等价的，即给出

同样的哈密顿正则方程。

13.14 考虑某单自由度系统，拉格朗日量为 L = 1
2
meλt

(
q̇2 − ω2q2

)
，其中 m,λ 都是正常

数。（1）求该系统的哈密顿量和哈密顿正则方程；（2）求哈密顿正则方程在初始条件 q (0) = 0 和

p (0) = p0 下的解；（3）根据（2）的解，在相平面 (q, p) 上定性画出该系统随时间演化的相轨迹，

并说明其物理意义。

13.15 一个质量为 m 的粒子在重力作用下束缚在旋转抛物面 z = x2 + y2 上无摩擦滑动，z

轴竖直向上。选取柱坐标 {r, ϕ, z}，不考虑摩擦。（1）写出粒子的劳斯函数；（2）写出用劳斯函数
表达的运动方程。
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13.16 对于一维谐振子，对拉格朗日量 L (t, q, q̇) 中广义坐标和广义速度同时做勒让德变换

{q, q̇} → {f, p}，（1）求变换得到的 G = G (t, f, p)；（2）写出用 {f, p} 表示的运动方程，并证明
其与拉格朗日方程等价。
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从相空间的角度，哈密顿力学为物理系统的时间演化提供了更深入的描述。哈密

顿力学的众多物理结论实际可以归结为相空间的几何性质。从这个意义上，哈密顿力

学即相空间中的几何学1。

14.1 相空间的辛结构

14.1.1 辛形式

哈密顿力学的优越性之一是其将广义坐标和广义动量置于平等的地位。但是，

(14.3) 形式的哈密顿正则方程看上去并不很对称—---广义坐标 {q} 和广义动量 {p}
的方程不但互为“交叉”，而且“反号”，即 q̇a 对应 ∂H/∂pa，而 ṗa 对应 −∂H/∂qa。

这种不对称起源于相空间的内禀反对称的几何结构。

首先来看单自由度的情形。这时，相空间是 2 维的，将哈密顿正则方程写成矩阵

形式为 (
q̇

ṗ

)
=

(
∂H
∂p

−∂H
∂q

)
=

(
0 1

−1 0

)(
∂H
∂q
∂H
∂p

)
. (14.1)

(14.1) 看上去对称许多，特别是 q, p 的时间导数以及 H 对 q, p 的导数顺序完全一致。

但是代价是需要额外引入 2× 2 的反对称矩阵(
0 1

−1 0

)
. (14.2)

类似地，2 自由度情形，相空间是 4 维的，哈密顿正则方程可以写成
q̇1

q̇2

ṗ1

ṗ2

 =


∂H
∂p1
∂H
∂p2

− ∂H
∂q1

− ∂H
∂q2

 =


0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0




∂H
∂q1

∂H
∂q2

∂H
∂p1
∂H
∂p2

 . (14.3)

1这也是阿诺德（Vladimir Arnold，1937-2010，俄罗斯数学家）在其名著《经典力学的数学方法》中哈密顿力学
部分的第一句话。
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我们同样可以将 q, p 的时间导数以及 H 对 q, p 的导数写成一致的顺序，但是代价是

引入 4× 4 的反对称矩阵 
0 0 1 0

0 0 0 1

−1 0 0 0

0 −1 0 0

 . (14.4)

基于上面的观察，推广到 s自由度的一般情形，既然广义坐标和广义动量是平等

的，不妨用统一的符号 {ξα} 来表示 2s 个广义坐标和广义动量

{
q1, · · · , qs︸ ︷︷ ︸ ; p1, · · · , ps︸ ︷︷ ︸ },

⇓{
ξ1, · · · , ξs

} ⇓{
ξs+1, · · · , ξ2s

} (14.5)

即

ξα :=

qα, α = 1, · · · , s,

pα−s, α = s+ 1, · · · , 2s.
(14.6)

{ξα} 可以理解为统一的相空间坐标。定义 2s× 2s 的反对称矩阵

ωαβ :=

(
0s×s 1s×s

−1s×s 0s×s

)
=



0 · · · 0 1 · · · 0
... . . . ...

... . . . ...
0 · · · 0 0 · · · 1

−1 · · · 0 0 · · · 0
... . . . ...

... . . . ...
0 · · · −1 0 · · · 0



 s

 s

, (14.7)

︸ ︷︷ ︸
s

︸ ︷︷ ︸
s

注意这里记 ωαβ 的指标为“上标”，则哈密顿正则方程 (13.19) 可以写成

ξ̇α = ωαβ
∂H

∂ξβ
, α = 1, · · · , 2s. (14.8)

(14.3) 将哈密顿正则方程用一个统一的式子表达出来，且将广义坐标和广义动量置于
平等的地位，形式极为对称，异常精妙。哈密顿正则方程中“交叉、反号”的信息则

包含在反对称矩阵 ωαβ 中，如图14.1所示。
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图 14.1: 哈密顿正则方程的交叉反对称结构与辛矩阵。

记 ωαβ 的逆矩阵为 ωαβ（指标为下标），很容易求得

ωαβ =

(
0s×s −1s×s

1s×s 0s×s

)
. (14.9)

(14.7) 和 (14.9) 所定义的 ωαβ 和 ωαβ 是 2s × 2s 的反对称矩阵，被称为辛矩阵

（symplectic matrix）2。习惯上用矩阵 ω 代表下指标的 ωαβ，ω−1 代表上指标的 ωαβ，

可以验证辛矩阵满足3

ωT = −ω = ω−1 . (14.10)

用指标形式（以下指标为例）可以写成

ωβα = −ωαβ =
(
ω−1

)
αβ

≡ δαρδβσω
ρσ, (14.11)

其中 δαρ 为 2s× 2s 的单位矩阵。由 (14.10) 和 (14.7) 的具体形式，辛矩阵的行列式
为

detω = 1 , (14.12)

也可以对 (14.10) 取行列式验证。在涉及辛矩阵的计算中，需要格外留意指标的左右
顺序。

14.1.2 哈密顿矢量场

哈密顿量 H = H (t, ξ) 是定义在相空间中的标量函数，且具有能量量纲的函数，

不妨将其视为某种势能。于是 ∂H
∂ξα
可以被视为哈密顿量在相空间中的梯度。哈密顿

2“辛”当然和辛苦没有关系，“辛”是英文“symplectic”的音译。这个词是由外尔在 1939 年引入的。外尔最初将具
有反对称双线性形式的群称为“line complex group”，但是因为这个名字容易被误解同复数（complex number）有联
系，于是他根据希腊语发明了“symplectic”这一名词，从而将“line complex group”称为“symplectic group”（辛
群）。和 complex 一样，symplectic 隐含着“纠缠”的意思，正是对应哈密顿正则方程中的“交叉、反对称”结构。中
译名“辛”是由华罗庚于 1946 年在普林斯顿高等研究院访问期间引入的。

3在不至引起混淆的情况下，下指标的 ωαβ 和上指标的 ωαβ 都称作辛矩阵。这就像有时候也把上指标的 gab 称作

度规一样，虽然严格说来其是度规（下指标）gab 的逆。
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正则方程 (14.8) 的右边是其实就是这个梯度，只不过乘上了辛矩阵：

ωαβ
∂H

∂ξβ
=: Xα

H , α = 1, · · · , 2s. (14.13)

这里 Xα
H 被称为哈密顿矢量场（Hamiltonian vector field），其是相空间中的矢量场。

利用哈密顿矢量场，哈密顿正则方程 (14.8) 可以写成更加简洁的形式

ξ̇α = Xα
H , α = 1, · · · , 2s. (14.14)

若用列矩阵 ξ 代表相空间坐标，∇H 代表哈密顿量的梯度，(14.14) 可以用矩阵形式
写成

ξ̇ = ω−1∇H ≡ XH. (14.15)

在第13.5节中讨论了相图和相流（如图13.6）。(14.14) 意味着，相流的切线方向即哈
密顿矢量场，辛矩阵 ω−1 则起到了将哈密顿量的梯度 ∇H“顺时针”转 π

2
角的作用，

如图14.2所示。

图 14.2: 哈密顿矢量场与相流。

14.2 泊松括号

14.2.1 相空间中的“辛内积”

相空间和位形空间非常类似却又有本质不同。位形空间中，最重要的一种几何

结构即是度规。利用度规可以定义距离，或者更一般地、两个矢量 Aa 和 Ba 的内积

（inner product）
A ·B := gabAaBb. (14.16)

从“输入/输出”的角度，内积即输入两个矢量，输出一个数（标量）。
相空间中最重要的几何结构不是度规，而是辛矩阵。实际上到现在为止，我们还

没有在相空间中定义度规。位形空间中的度规是对称的，而相空间中的辛矩阵是反对

称的。但是辛矩阵可以起到和度规类似的作用。例如，给定相空间中两个矢量 Xα 和

Yβ，可以仿照内积 (14.16) 定义这样一个对象：

ωαβXαYβ. (14.17)
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其效果和内积一样，输入两个矢量，输出一个标量。因为这个内积是用辛矩阵定义的，

不妨称之为“辛内积”（symplectic inner product）。位形空间中内积具有直观的几何
意义，例如一个矢量与自身的内积对应矢量的长度。一个自然的问题是，辛内积的几

何意义是什么？答案也非常简单而直观—---两个矢量的辛内积就是其所构成的平行
四边形的面积，如图14.3所示。对于 2 维情形，可以直接验证（见习题14.2）。

图 14.3: 辛内积的几何意义—---面积。

14.2.2 泊松括号

在位形空间中，取坐标为 {qa}，如果矢量 Aa 和 Ba 来源于标量函数的梯度，即

Aa =
∂f
∂qa
和 Ba =

∂g
∂qa
，则度规定义的内积为4：

〈f, g〉 := gab
∂f

∂qa
∂g

∂qb
, (14.18)

不妨称之为“内积括号”。从“输入/输出”的角度，其作用相当于一个机器，输入两
个函数 f 和 g，输出一个函数 〈f, g〉。度规是对称的 gab = gba，因此“内积括号”对

于其两个输入也是对称的，即有 〈f, g〉 = 〈g, f〉。若令 (14.18) 中 f → qa，g → qb，则

有 〈
qa, qb

〉
= gcd

∂qa

∂qc
∂qb

∂qd
= gcdδac δ

b
d = gab, (14.19)

可见位形空间坐标的内积括号即度规。

到这里，泊松括号的概念已经呼之欲出。在第13.5节开头即指出，力学量即相空
间上的函数。给定两个力学量 f = f (t, ξ) 和 g = g (t, ξ)，其在相空间中的梯度分别

为

Xα =
∂f

∂ξα
, Yβ =

∂g

∂ξβ
, α, β = 1, · · · , 2s, (14.20)

为相空间上的矢量场。于是照搬上面的讨论，和 (14.18) 的定义完全类似，用辛矩阵
定义的“辛内积”为：

[f, g] := ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ
, α, β = 1, · · · , 2s, (14.21)

4把内积写成如 ⟨•, •⟩ 的括号形式，和量子力学中 ⟨ψ|ϕ⟩ 有异曲同工之妙。
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即被称为力学量 f 和 g 的泊松括号（Poisson bracket）5。泊松括号也相当于一个机

器，输入两个函数 f 和 g，输出一个函数 [f, g]。因为辛矩阵是反对称的，因此泊松

括号也是反对称的，即有 [f, g] = − [g, f ]。泊松括号的几何意义也非常直观，即力学

量的梯度 ∇f 和 ∇g（两个矢量）所构成的平行四边形的面积，如图14.4所示。

图 14.4: 泊松括号的几何意义。

在实际计算中，利用辛矩阵 ωαβ 的具体形式，可以得到泊松括号更加具体的表

达式。对于单自由度（这里明确写出了求和号），

[f, g] =
2∑

α=1

2∑
β=1

ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ

= ω11︸︷︷︸
=0

∂f

∂ξ1
∂g

∂ξ1
+ ω12︸︷︷︸

=1

∂f

∂ξ1
∂g

∂ξ2
+ ω21︸︷︷︸

−1

∂f

∂ξ2
∂g

∂ξ1
+ ω22︸︷︷︸

=0

∂f

∂ξ2
∂g

∂ξ2
,

即

[f, g] =
∂f

∂q

∂g

∂p
− ∂f

∂p

∂g

∂q
. (14.22)

对于多自由度，利用 (14.7) 的具体形式，

[f, g] =
2s∑
α=1

2s∑
β=1

ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ

=
s∑

α=1

s∑
β=1

ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ︸ ︷︷ ︸
=0

+
s∑

α=1

2s∑
β=s+1

ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ︸ ︷︷ ︸
=
∑s

a=1

∑s
b=1 δ

ab ∂f
∂qa

∂g
∂pb

+
2s∑

α=s+1

s∑
β=1

ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ︸ ︷︷ ︸
=
∑s

a=1

∑s
b=1(−δab) ∂f

∂pa

∂g

∂qb

+
2s∑

α=s+1

2s∑
β=s+1

ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ︸ ︷︷ ︸
=0

,

5泊松括号是法国著名数学家、物理学家泊松（Siméon Denis Poisson，1781-1840）于 1809 年提出的。以泊松的
名字命名的物理和数学概念还包括泊松方程、泊松亮斑、泊松分布、泊松过程等等。

高显 256 经典力学



第十四章 泊松括号 14.2 泊松括号

即

[f, g] =
∂f

∂qa
∂g

∂pa
− ∂f

∂pa

∂g

∂qa
. (14.23)

例如，对于 2 自由度情形，相空间坐标为 {q1, q2, p1, p2}，有

[f, g] =
∂f

∂q1
∂g

∂p1
− ∂f

∂p1

∂g

∂q1
+
∂f

∂q2
∂g

∂p2
− ∂f

∂p2

∂g

∂q2
. (14.24)

泊松括号的基本定义是 (14.21)。相比 (14.23)，(14.21)在涉及泊松括号的一般证
明中更加方便。而在涉及具体计算时，有时 (14.23) 则更实用。

14.2.3 泊松括号的性质

相空间最重要的几何结构是反对称的辛矩阵。泊松括号即是这种几何结构在相

空间函数（物理量）之间代数关系上的反映。对于函数 f, g, h，以及常数 a, b，泊松

括号具有以下性质。

• 反对称（antisymmetric）：由泊松括号的定义 (14.21)，由于辛矩阵是反对称的
ωαβ = −ωβα，所以必然有

[f, g] = − [g, f ] . (14.25)

由泊松括号的反对称性，任何物理量与其自身的泊松括号恒为零：[f, f ] = 0。

• 双线性（bilinear）：所谓线性，即是满足“加法”和“数乘”。泊松括号 [•, •] 有
两个“输入”，对每一个输入都是线性的，即所谓双线性。具体而言，对于左边，

[af + bg, h]
加法
==== [af, h] + [bg, h]

数乘
==== a [f, h] + b [g, h] , (14.26)

对于右边，同样有

[f, ag + bh]
加法
==== [f, ag] + [f, bh]

数乘
==== a [f, g] + b [f, h] . (14.27)

• 莱布尼茨规则（Leibniz’s rule）：由泊松括号的定义，对于左边

[fg, h] = [f, h] g + [g, h] f , (14.28)

对于右边，同样有

[f, gh] = g [f, h] + [f, g]h . (14.29)

这即莱布尼茨规则。其意义在于，对于给定函数 f，可以将泊松括号 [•, f ] 或者
[f, •] 作为一个整体视为某种“求导”运算，这里“•”代表求导作用的对象。
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图 14.5: 雅可比恒等式的轮换对称性。

• 雅可比恒等式（Jacobi’s identity）：可以证明，对于 3 个函数，有

[[f, g] , h] + [[g, h] , f ] + [[h, f ] , g] = 0 , (14.30)

以及

[f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]] = 0 . (14.31)

雅可比恒等式看上去复杂，其实只要注意按照同样的结构 [[•, •] , •] 或 [•, [•, •]]，
三个函数按照 f → g → h 的顺序轮换一圈即可，如图14.5所示。

• 链式法则（chain rule）：对于复合函数，有

[F (f) , g] =
∂F

∂f
[f, g] , [f,G (g)] = [f, g]

∂G

∂g
. (14.32)

链式法则对多元复合函数的推广是直接的（见习题14.4）。

• 对参数的偏导数：如果物理量 f 和 g 依赖于某独立于相空间坐标的参数 λ（包

括时间 t），则泊松括号对参数 λ 的偏导数为

∂ [f, g]

∂λ
=

[
∂f

∂λ
, g

]
+

[
f,
∂g

∂λ

]
. (14.33)

泊松括号的反对称性、双线性、莱布尼茨规则、链式法则以及对参数的偏导数，

用泊松括号的定义 (14.21)都可以很容易证明（见习题14.3）。雅可比恒等式的证明稍
微复杂一些。首先，从泊松括号的定义 (14.21)，有

[f, [g, h]] = ωαβ
∂f

∂ξα
∂ [g, h]

∂ξβ
= ωαβ

∂f

∂ξα
∂

∂ξβ

(
ωρσ

∂g

∂ξρ
∂h

∂ξσ

)
=

∂f

∂ξα
ωαβ

∂2g

∂ξβ∂ξρ
ωρσ

∂h

∂ξσ
+

∂f

∂ξα
ωαβ

∂2h

∂ξβ∂ξσ
ωρσ

∂g

∂ξρ
.

观察上式的结构，定义

J (f, g, h) ≡ ωαβωρσ
∂f

∂ξα
∂2g

∂ξβ∂ξρ
∂h

∂ξσ
,

注意有对称性 J (f, g, h) = J (h, g, f)，则

[f, [g, h]] = J (f, g, h)− J (f, h, g) ≡ J (f, g, h)− J (g, h, f) .
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于是

[f, [g, h]] + [g, [h, f ]] + [h, [f, g]]

= J (f, g, h)− J (g, h, f) + J (g, h, f)− J (h, f, g) + J (h, f, g)− J (f, g, h) = 0.

得证。以上对雅可比恒等式的证明，充分显示了基于相空间坐标 {ξα}和辛矩阵 ωαβ 的

泊松括号的定义式 (14.21)的优点。如果从基于 {qa, pa}的泊松括号的表达式 (14.23)
出发，雅可比恒等式的证明将要长得多6。

14.2.4 基本泊松括号

由泊松括号的定义 (14.21)，力学量 f 与相空间坐标的泊松括号为

[ξα, f ] = ωρβ
∂ξα

∂ξρ︸︷︷︸
=δαρ

∂f

∂ξβ
= ωρβδαρ︸ ︷︷ ︸

=ωαβ

∂f

∂ξβ
,

因为上式对任意力学量 f 都成立，因此可以写成

[ξα, •] = ωαβ
∂•
∂ξβ

, α = 1, · · · , 2s, (14.34)

这里“•”代表泊松括号作用的对象。(14.34) 的意义可以从“泊松括号是相空间中的
求导运算”这个角度来理解，其将“与相空间坐标的泊松括号”与“对相空间坐标的

偏导数”联系起来。利用辛矩阵的具体形式 (14.7)，将 (14.34) 可以写成矩阵形式(
[q, •]
[p, •]

)
=

(
0 1

−1 0

)(
∂•
∂q
∂•
∂p

)
=

(
∂•
∂p

− ∂•
∂q

)
,

用指标即有

[qa, •] = ∂•
∂pa

, [pa, •] = − ∂•
∂qa

, a = 1, · · · , s . (14.35)

(14.35) 意味着，任意力学量与坐标的泊松括号相当于对动量求偏导数，与动量的泊
松括号相当于对坐标求偏导数（相差负号）。

由链式法则 (14.32)，任意两个力学量 f 和 g 的泊松括号可以写成

[f, g] =
∂f

∂ξα
[ξα, g] =

∂f

∂ξα
[
ξα, ξβ

] ∂g
∂ξβ

. (14.36)

可见，任意两个力学量的泊松括号都可以归结为相空间坐标之间泊松括号
[
ξα, ξβ

]
。

由泊松括号的定义，
[
ξα, ξβ

]
= ωρσ ∂ξ

α

∂ξρ
∂ξβ

∂ξσ
= ωρσδαρ δ

β
σ，即有[

ξα, ξβ
]
= ωαβ , α, β = 1, · · · , 2s. (14.37)

6利用第15.4节讨论的无穷小正则变换，还可以给出雅可比恒等式更加简洁的证明（见习题15.17）。

经典力学 259 高显



14.3 力学量的演化 第十四章 泊松括号

可见相空间坐标的泊松括号正是辛矩阵。(14.37) 可以与位形空间的内积括号 (14.19)
比较。利用辛矩阵的具体形式 (14.7)，(14.37) 可以写成[

qa, qb
]
= 0, [pa, pb] = 0, [qa, pb] = δab , a, b = 1, · · · , s . (14.38)

(14.37) 或 (14.38) 被称为基本泊松括号（fundamental Poisson brackets）。利用泊松
括号的性质，泊松括号往往可以用纯“代数”的方法计算（而不需要利用原始定义

(14.21) 或 (14.23)），并归结为基本泊松括号。

例 14.1 泊松括号的计算

以单自由度系统为例，相空间坐标记为 {q, p}，有

[
q2, p2

]
=
∂
(
q2
)

∂q

[
q, p2

]
= 2q [q, p]︸︷︷︸

=1

∂
(
p2
)

∂p
= 4qp,

和 [
q2p, p2q

]
= p

[
q2, p2q

]
+ q2

[
p, p2q

]
= pq

[
q2, p2

]︸ ︷︷ ︸
4qp

+q2p2 [p, q]︸︷︷︸
=1

= 5q2p2,

以及[
q2 + p2, qp

]
=
[
q2, qp

]
+
[
p2, qp

]
= q

[
q2, p

]
+p
[
p2, q

]
= q

∂(q2)

∂q
[q, p]︸︷︷︸
=1

+p
∂(p2)

∂p
[p, q]︸︷︷︸
=−1

= 2q2−2p2.

14.3 力学量的演化

14.3.1 用泊松括号表达的动力学方程

考虑力学量 f = f (t, q,p) ≡ f (t, ξ) 的时间演化，利用哈密顿正则方程 (14.8)，
得到

ḟ =
∂f

∂t
+ ξ̇α

∂f

∂ξα
=
∂f

∂t
+

∂f

∂ξα
ωαβ

∂H

∂ξβ︸ ︷︷ ︸
=[f,H]

. (14.39)

上式最后一项不是别的，正是力学量 f 与哈密顿量 H 的泊松括号。于是任一力学量

f 随时间的变化率为

ḟ =
∂f

∂t
+ [f,H ] . (14.40)

这就是用泊松括号表达的动力学方程。描述物理系统随时间演化的方程可以有各种

等价表述，包括已经知道的牛顿运动定律、拉格朗日方程以及哈密顿正则方程。但是，

这些方程更多的只关注坐标本身。用泊松括号表达的 (14.40)则将动力学方程“提升”
至任意力学量，是动力学在相空间中更加统一且优美的表述。
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既然 (14.40) 对于任意力学量都成立，当然也包括相空间坐标。将 (14.40) 中的
f 换为相空间坐标 ξα，并利用 (14.34)，

ξ̇α =
∂ξα

∂t︸︷︷︸
=0

+ [ξα,H] = ωαβ
∂H

∂ξβ
, α = 1, · · · , 2s, (14.41)

正是哈密顿正则方程 (14.8)。等价地，利用 (14.35)，

q̇a =
∂qa

∂t︸︷︷︸
=0

+ [qa,H] =
∂H

∂pa
, ṗa =

∂pa
∂t︸︷︷︸
=0

+ [pa,H] = −∂H
∂qa

, a = 1, · · · , s,(14.42)

正是 (13.19)。可见哈密顿正则方程是将 (14.40) 应用于相空间坐标的特例。

14.3.2 运动常数

根据 (14.40)，任一力学量 f 为运动常数的充要条件即

ḟ =
∂f

∂t
+ [f,H ] = 0 . (14.43)

如果 f 不显含时间，∂f
∂t

= 0，则

ḟ = [f,H ] = 0. (14.44)

因此不显含时间的力学量 f 是运动常数的充要条件即其与哈密顿量 H 的泊松括号为

零。“⋯⋯与⋯⋯的泊松括号为零”这句话有点长，于是习惯说“⋯⋯与⋯⋯是（泊

松）对易（commute）”的。所以，不显含时间的力学量 f 是运动常数的充要条件是

其与哈密顿量对易。

如果某个 qa 是循环坐标，根据第13.6节的讨论，其也不出现在哈密顿量 H 中。

利用 (14.35) 即有

ṗa = [pa,H] = −∂H
∂qa

= 0. (14.45)

于是，从泊松括号的角度，为循环坐标的共轭动量是运动常数给出了新的解释—---即
其与哈密顿量对易。如果将 (14.40) 应用到哈密顿量自身，得到

dH
dt =

∂H

∂t
+ [H,H]︸ ︷︷ ︸

=0

=
∂H

∂t
. (14.46)

从泊松括号的角度，为 dH
dt = ∂H

∂t
这一事实给出了非常简洁的证明。进一步，若哈密

顿量不显含时间，自然有 Ḣ = [H,H] = 0 即哈密顿量是运动常数。
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14.3.3 泊松定理

由 (14.40)，并利用泊松括号对参数求导的性质 (14.33)，

d [f, g]

dt =
∂ [f, g]

∂t
+ [[f, g] ,H] =

[
∂f

∂t
, g

]
+

[
f,
∂g

∂t

]
+ [[f, g] ,H] . (14.47)

利用雅可比恒等式 (14.30)，[[f, g] ,H] = − [[g,H ] , f ]− [[H, f ] , g]，代入 (14.47) 得到

d [f, g]

dt =

[
∂f

∂t
, g

]
+

[
f,
∂g

∂t

]
− [[g,H ] , f ]− [[H, f ] , g]

=
[ ∂f
∂t

+ [f,H ]︸ ︷︷ ︸
= df

dt

, g
]
+
[
f,
∂g

∂t
+ [g,H ]︸ ︷︷ ︸
= dg

dt

]
,

即有
d [f, g]

dt =

[
df
dt , g

]
+

[
f,

dg
dt

]
. (14.48)

这意味着对时间参数 t 的“全导数”—---时间演化，泊松括号也满足莱布尼茨规则。
作为 (14.48) 的直接推论，如果 f 和 g 是系统的两个运动常数，则两者的泊松括号

[f, g] 也是系统的运动常数。亦即

df
dt = 0,

dg
dt = 0, ⇒ d [f, g]

dt = 0 . (14.49)

这个结论称为泊松定理（Poisson theorem）。由以上推导，无论运动常数是否显含时
间，泊松定理都是成立的。

泊松定理的一个应用就是可能产生新的运动常数。两个运动常数 f 和 g 的泊

松括号 [f, g] 可能恒为零或常数，或者可以表达为 f 和 g 的函数。此时 [f, g] 虽

然是运动常数，但是并不是独立的。从已知运动常数出发，按照两个运动常数的泊

松括号产生另一运动常数的手续，如果得到的运动常数是独立的，就将其添加进已

有的运动常数的集合中。因为有限自由度系统运动常数的个数总是有限的，所以利

用泊松定理不可能产生无限多个独立的运动常数。最终将得到一个运动常数的集合

C ≡ {C1, C2, · · · , CN}，其中任意两个运动常数的泊松括号将无法再产生新的独立的
运动常数。换句话说，此时 C 中任意两个运动常数的泊松括号总能表达成 C 中运动
常数的线性组合，亦即

[Ci, Cj ] =
N∑
k=1

fkijCk , (14.50)

数学上将这一性质称作运动常数的集合 C 在泊松括号的作用下是封闭的。对易关系
(14.50) 与第十一章中转动生成元的矩阵对易子 (11.36) 完全类似，即构成所谓李代
数，这里的系数 fkij 即结构常数。运动常数所满足的李代数关系 (14.50) 在量子力学
中将起到重要作用。
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例 14.2 共形对称性与泊松括号

在例5.15中，我们在拉格朗日力学框架下讨论了拉格朗日量 (5.102) 的对称性。由
(5.109)-(5.111)，拉格朗日量 (5.102) 有 3 个运动常数。其一为哈密顿量 (5.109) 即 H =
p2

2m
+ λ

q2
，另外两个运动常数为 (5.110) 和 (5.111)，在相空间中形式为

D = −t p
2

m
+ pq − 2t

λ

q2
≡ −2tH + qp, (14.51)

K =
1

2
t2
p2

m
− tpq +

1

2
mq2 + λ

t2

q2
≡ −t2H − tD +

1

2
mq2. (14.52)

可以验证运动常数 {H,D,K} 之间的泊松括号为

[D,H] = 2H, [K,H] = D, [D,K] = −2K. (14.53)

对易关系 (14.53) 构成所谓 sl (2,R) 代数，即 2× 2 无迹矩阵在矩阵对易子下构成的代数关

系。任一 2× 2 无迹矩阵都可以表示为下面 3 个矩阵的线性组合：

X =

(
1 0

0 −1

)
, Y =

(
0 1

0 0

)
, Z =

(
0 0

1 0

)
,

可以验证其矩阵对易子满足

[X,Y ] = 2Y , [X,Z] = −2Z, [Y ,Z] = X,

正是 (14.53)（对应 X → D,Y → H,Z → −K）。sl (2,R) 代数和 AdS2/CFT1 对应有关

系。

例 14.3 运动常数与泊松定理

考虑 2 自由度系统，哈密顿量为 H = H
(
q1, q2, p1, p2

)
= q1q2 + p1p2。对于 f =

p21 +
(
q2
)2
，有

[f,H] =
[
p21 +

(
q2
)2
, q1q2 + p1p2

]
=
[
p21, q

1q2
]
+
[(
q2
)2
, p1p2

]
= 2p1q

2 [p1, q1]︸ ︷︷ ︸
=−1

+2q2p1
[
q2, p2

]︸ ︷︷ ︸
=1

= 0.

由于 f 不显含时间，所以 f 是运动常数。又由于哈密顿量对 1 ↔ 2 的对称性，因此 g =

p22 +
(
q1
)2
也是运动常数。又有

h ≡ [f, g] =
[
p21 +

(
q2
)2
, p22 +

(
q1
)2]

=
[
p21,
(
q1
)2]

+
[(
q2
)2
, p22

]
= 2p1

[
p1,
(
q1
)2]

+ 2q2
[
q2, (p2)

2] = 2p1
[
p1, q

1]︸ ︷︷ ︸
=−1

2q1 + 2q2
[
q2, p2

]︸ ︷︷ ︸
=1

2p2

= −4q1p1 + 4q2p2.

由泊松定理，h 是运动常数。可以验证

[f, h] = 8f, [g, h] = −8g. (14.54)
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因此无法通过泊松定理生成新的守恒量。换句话说，3 个运动常数的集合 {f, g, h} 在泊松
括号的作用下是封闭的。对易关系

[f, g] = h, [f, h] = 8f, [g, h] = −8g,

与 (14.53) 形式一致（相差系数），即也构成 sl (2,R) 代数。在第5.1节中提到，自由度为 s

的系统有 2s− 1 个独立的整体运动常数。哈密顿量 H 本身也是运动常数，可以验证有关系

−fg + h2

16
+H2 = 0，所以只有 3 个是独立的。

14.4 角动量的泊松括号

作为泊松括号的计算实例，也是泊松括号的重要应用，来研究 3 维欧氏空间中
角动量的泊松括号。

3 维欧氏空间中，一个粒子相对于原点的角动量矢量定义为 J = x× p，其中 x

是粒子的位矢，p 是粒子的线动量。利用 ϵ-符号（见附录A.1），角动量矢量可以更方
便地用指标写成7

J i = ϵijkxjpk , i = 1, 2, 3. (14.55)

分量具体形式即

J1 = x2p3 − x3p2, J2 = x3p1 − x1p3, J3 = x1p2 − x2p1. (14.56)

由 (14.55)，两边同乘以 ϵ-符号并利用 (A.4)，有

ϵijkJ
k = ϵijkϵ

kmnxmpn =
(
δmi δ

n
j − δni δ

m
j

)
xmpn = xipj − xjpi. (14.57)

14.4.1 角动量的泊松括号

利用泊松括号的性质和基本泊松括号，有[
J i, xj

]
=
[
ϵiklxkpl, x

j
]
= ϵiklxk

[
pl, x

j
]
= −ϵiklxkδjl = ϵijkxk, (14.58)

以及 [
J i, pj

]
=
[
ϵiklxkpl, p

j
]
= ϵiklpl

[
xk, p

j
]
= ϵiklplδ

j
k = ϵijkpk. (14.59)

于是 [
J i, J j

]
=

[
J i, ϵjklxkpl

]
= ϵjkl

[
J i, xk

]
pl + ϵjklxk

[
J i, pl

]
= ϵjklϵikmx

mpl + ϵjklxkϵ
i
lmp

m,

7欧氏空间度规即单位矩阵，因此 (14.55) 可以等价地写成 Ji = ϵi k
j x

jpk = ϵijkx
jpk = ϵijkxjp

k。
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利用 (A.4)，得到[
J i, J j

]
=

(
δjiδlm − δjmδ

li
)
xmpl −

(
δjiδkm − δjmδ

ki
)
xkp

m

= δjixlpl − xjpi − δjixkp
k + xipj = xipj − xjpi,

比较 (14.57)，即有 [
J i, J j

]
= ϵijkJk, i, j,= 1, 2, 3 . (14.60)

用分量表示即 [
J1, J2

]
= J3,

[
J2, J3

]
= J1,

[
J3, J1

]
= J2. (14.61)

3 维空间中角动量分量的泊松括号对易关系 (14.60) 与第14.4节讨论的 3 维转动生成
元的李代数 (11.38) 有异曲同工之妙。由此再次可见角动量与空间转动之间的深刻联
系。此外，(14.60) 还表明角动量的 3 个分量不可能同时作为正则变量（无论是作为
正则坐标还是正则动量），因为这违背了基本泊松括号8。

因为 x 和 p 只存在 3 种基本的标量形式的缩并

x2 ≡ xix
i, p2 ≡ pip

i, x · p ≡ xipi, (14.62)

所以相空间中任意标量函数 f = f (t,x,p) 必然只能是这 3 种基本缩并的函数，即

f = f
(
t,x2,p2,x · p

)
, (14.63)

利用泊松括号的性质以及 (14.58) 和 (14.59)，可以验证[
J i,x2

]
=
[
J i,p2

]
=
[
J i,x · p

]
= 0, (14.64)

于是利用链式法则 (14.32)，[
J i, f

]
=

∂f

∂ (x2)

[
J i,x2

]︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂f

∂ (p2)

[
J i,p2

]︸ ︷︷ ︸
=0

+
∂f

∂ (x · p)
[
J i,x · p

]︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,

即角动量矢量与相空间上任意标量函数对易：[
J i, f

]
= 0, i = 1, 2, 3 . (14.65)

作为 (14.65) 的直接推论，定义角动量矢量的模方 J2 ≡ J · J，其是相空间上的标量
函数9，于是有 [

J i,J2
]
= 0, i = 1, 2, 3 . (14.66)

8经典力学的这一“数学”结果在量子力学中有着“物理”的对应，即角动量的 3 个分量不存在共同的本征态，观
测上意味着无法同时确定角动量的 3 个分量。

9可以验证 J2 = x2p2 − (x · p)2，确实是 3 种基本缩并 x2,p2,x · p 的函数，即具有 (14.63) 的形式。
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相空间中任意矢量函数 V i = V i (t,x,p) 只能是 3 种基本矢量 x、p 和 J 的线

性组合，即

V i = fxi + gpi + hJ i, (14.67)

其中 f, g, h 都是标量。利用 (14.58)、(14.59)、(14.60) 以及 (14.65)，有[
J i, V j

]
=

[
J i, fxj + gpj + hJ j

]
= f

[
J i, xj

]
+ g

[
J i, pj

]
+ h

[
J i, J j

]
= ϵijk (fxk + gpk + hJk)︸ ︷︷ ︸

=Vk

,

即角动量矢量与相空间上任意矢量函数的泊松括号为10

[
J i, V j

]
= ϵijkVk, i, j = 1, 2, 3 . (14.68)

(14.60) 可以视为 (14.68) 的特例。

14.4.2 开普勒问题

在第8.3.2中，我们在拉格朗日力学框架下研究了开普勒问题的运动常数与对称
性。利用泊松括号这一工具，可以更直接且明显地对揭示开普勒问题的对称性。首先，

因为哈密顿量 H = p2

2m
− α

r
不含时，因此哈密顿量 H 是运动常数。因为哈密顿量是

相空间上的标量函数（具有 (14.63) 的形式），于是必然有[
J i,H

]
= 0, (14.69)

(14.69) 意味着角动量矢量 J 也是运动常数。在第8.3.2中，我们利用运动方程证明了
对于开普勒问题，除了哈密顿量 H 和角动量矢量 J，还存在另外一个的运动常数，

即 LRL 矢量，定义为 (8.47)，用 ϵ-符号可写成

Ai := ϵijkp
jJk − α

m

r
xi, i = 1, 2, 3. (14.70)

其中 r ≡
√
x2。可以验证（见习题14.10），[

Ai,H
]
= 0, (14.71)

即 LRL 矢量 A 和哈密顿量对易，所以是运动常数。

在第五章中已经知道，对称性与守恒律之间存在着深刻联系。例如，能量守恒来

自于时间的均匀性，线动量和角动量守恒分别来自于空间的均匀性和各向同性。从代

数的角度，角动量的泊松括号 (14.60) 与转动生成元的李代数 (11.38) 形式一致，因
此反映了中心势场所具有的 3 维空间转动不变性，即所谓 SO(3) 对称性。那么 LRL

10从推导过程知，(14.65) 和 (14.68) 成立的前提是 f 和 V i 都是相空间坐标 x,p（以及时间参数 t）的函数。如果

还依赖外部变量（例如外场），当然就不成立了。
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矢量的守恒也是对称性的体现吗？回答是肯定的。中心势场都具有 SO(3)对称性，而
对于 −α/r 这种特殊形式的中心势场，对称性被提升了。作为运动常数的 LRL 矢量
的存在正是这一对称性的体现。由 (14.68)，角动量矢量与 LRL 矢量的泊松括号为11

[
J i, Aj

]
= ϵijkA

k. (14.72)

可以验证，LRL 矢量和自身的泊松括号为（见习题14.10）[
Ai, Aj

]
= −2mHϵijkJ

k , (14.73)

(14.60)、(14.72) 和 (14.73) 意味着开普勒问题中 {J i, Aj} 这 6 个守恒量的泊松括号
是封闭的（见 (14.50)）[

J i, J j
]
= ϵijkJ

k,
[
J i, Aj

]
= ϵijkA

k,
[
Ai, Aj

]
= −2mHϵijkJ

k. (14.74)

这正是 SO(4) 即 4 维正常转动群的李代数 (11.39)（相差常系数）。这反映了 −α/r
这种特殊形式的中心势场所具有的 SO(4) 对称性。量子力学中氢原子（电子在 −e/r
的库伦势中运动）能级的“偶然”简并正是这一对称性的反应。

14.5 时空变换算符

14.5.1 时间演化算符

假设力学量 f 不显含时间，则 (14.40) 成为

df
dt = [f,H ] . (14.75)

不妨定义算符（operator）12：

Ĥcl• ≡ [•,H] , (14.76)

算符 Ĥcl 代表一种“操作”，即求任意力学量与哈密顿量 H 的泊松括号。由泊松括号

的性质，Ĥcl 确实像某种导数算符，因为满足线性和莱布尼茨规则。(14.75) 可以写成

d
dtf = Ĥclf. (14.77)

对 (14.77) 再求时间导数，有

d2

dt2 f =
d
dt

(
Ĥclf

)
= Ĥ2

clf ≡ [[f,H ] ,H] , (14.78)

d3

dt3 f =
d
dt

(
Ĥ2

clf
)
= Ĥ3

clf ≡ [[[f,H ] ,H] ,H] , (14.79)

...
11由 (8.48)，LRL 矢量可写成 Ai =

(
p2 − αm

r

)
xi − (x · p) pi，即具有 (14.67) 的形式。

12这里下标“cl”代表“经典”，其在量子力学中的对应见第16.4节中的讨论。
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依此类推。可见在时间演化的意义上，

Ĥcl ⇔ d
dt . (14.80)

从“变换”的角度，(14.75) 意味着经过无穷小的时间演化 t→ t+ η，其中 η 为

无穷小量，力学量 f 的无穷小变化为

δf ≡ f(t+ η)− f(η) = η [f,H ] . (14.81)

利用算符 Ĥcl 又可写成

δf = ηĤclf . (14.82)

可见力学量与哈密顿量 H 做泊松括号的效果是“生成”无穷小的时间演化。从这个

意义上，哈密顿量 H 也被称作无穷小时间演化的生成元（generator）。相应地，算符
Ĥcl 的效果是生成力学量的无穷小时间演化。

一个自然的问题是，有限的时间演化该如何得到？观察 (14.77) 的形式，如果其
只是一个普通的微分方程，即 d

dtf = Hf，其中 H 是某个常数，则方程可以直接积

出 f (t) = e(t−t0)Hf (t0)。现在 (14.77) 是一个“算符”微分方程，但是可以得到类似
的形式解。函数 f (t) ≡ f (ξ (t)) 的泰勒展开可以形式地写成“指数”：

f (t) =
∞∑
n=0

1

n!

(
(t− t0)

d
dt

)n
f (t0) ≡ e(t−t0)

d
dt f (t0) . (14.83)

注意上式中是先求导，再将导数在 t = t0 处取值。将 (14.80) 的对应关系代入，即
有13

f (t) = e(t−t0)Ĥclf (t0) . (14.84)

对比 f (t) = e(t−t0)Hf (t0) 和 (14.84)，两者形式完全一样，只是常数 H 被换成了算

符 Ĥcl。(14.84) 形式上直接给出了力学量随时间的演化，或者说“算符解”。(14.84)
的意义是，只要知道力学量 f 在 t0 时刻的值，经过算符 e(t−t0)Ĥcl 的作用，即可得到

其在任意 t 时刻的值。算符 e(t−t0)Ĥcl 起到时间演化的作用，因此称作经典的时间演

化算符（time evolution operator）。对比有限的时间演化 (14.84) 与无穷小时间演化
(14.82)，再次印证了在第11.4节讨论过的“有限变换是生成元的指数映射”这一事实。

需要强调的是，将算符放到指数上，仅仅只是其泰勒级数的形式记法。因此算符

解 (14.84) 也只能在泰勒展开的意义上理解，即有

f (t) = f (t0) + (t− t0) Ĥclf (t0) +
1

2
(t− t0)

2
Ĥ2

clf (t0) + · · · (14.85)

= f (t0) + (t− t0) [f,H ]|t0 +
1

2
(t− t0)

2
[[f,H ] ,H]|t0 + · · · , (14.86)

其中都是先求导或者泊松括号，再在 t0 时刻取值。
13对于力学量显含时间的一般情形，只要将 Ĥcl 的定义 (14.76)稍加推广，(14.84)的形式也是成立的（见习题14.15）。
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例 14.4 利用时间演化算符求解自由落体粒子的运动

重力场中自由落体的粒子的哈密顿量为 H = p2

2m
+mgh，其中 m 为粒子质量，g 为重

力加速度，h (t) 为竖直高度，p 为 h 的共轭动量。由泊松括号，

Ĥclh = [h,H] =

[
h,

p2

2m
+mgh

]
=

[
h,

p2

2m

]
=

p

m
,

Ĥ2
clh = [[h,H] , H] =

[ p
m
,mgh

]
= −g,

而这意味着 Ĥcl 更高阶的作用全为零，即 Ĥn
clh = 0, n ≥ 3。代入 (14.84)，

h (t) = e(t−t0)Ĥclh (t0) = h (t0) + (t− t0) Ĥclh (t0) +
1

2
(t− t0)

2 Ĥ2
clh (t0) + 0

= h0 + (t− t0)
p0
m

− 1

2
g (t− t0)

2 ,

其中 h0 = h (t0) 和 p0 ≡ p (t0) 为粒子在 t0 时刻的高度和动量。这正是自由落体粒子的解。

14.5.2 空间平移算符

和时间演化算符的讨论完全类似，考虑欧氏空间中坐标的无穷小平移 xi → xi +

ξi，其中 ξi 是无穷小量。在 ξi 的一阶，力学量 f 的变换即

δf = f (x+ ξ)− f (x) = ξi
∂

∂xi
f (x) . (14.87)

这里的关键在于，由 (14.35)，“对坐标求导”相当于“与共轭动量做泊松括号”，即

∂

∂xi
f = [f, pi] , i = 1, · · · , D. (14.88)

(14.88) 可以与 (14.75) 类比。可见与动量做泊松括号的效果是生成无穷小的空间平
移，在这个意义上，动量也被称作无穷小空间平移的生成元。仿照 (14.76)，定义算符

p̂cli• := [•, pi] , i = 1, · · · , D. (14.89)

因此 p̂cli 的作用即求力学量与动量 pi 的泊松括号，且有对应关系

p̂cli ⇔ ∂

∂xi
. (14.90)

于是 (14.87) 意味着任意力学量 f 在无穷小空间平移下的变换为

δf = ξip̂clif (x) ≡ ξi [f, pi] . (14.91)

对于有限的空间平移 x → x̃ = x+ ξ，由泰勒展开，

f (x+ ξ) =
∞∑
n=0

1

n!

(
ξi

∂

∂xi

)n
f (x) ≡ eξ

i ∂

∂xi f (x) . (14.92)
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将对应关系 (14.89) 代入，于是 (14.92) 可以形式地写成

f (x+ ξ) = eξ·p̂clf (x) . (14.93)

可见算符 eξ·p̂cl 的意义是作用在 f (x) 上，得到空间坐标平移后的 f (x+ ξ)。因此算

符 eξ·p̂cl 被称作经典的空间平移算符（space translation operator）。(14.93)与有限时
间演化 (14.84) 形式完全类似。同样地，空间平移算符 (14.93) 中“指数”需要在泰
勒展开的意义下理解，最终则归结为计算与动量的泊松括号。

14.5.3 空间转动算符

在第11.1节讨论过欧氏空间中的转动。以 3 维空间绕 z 轴的无穷小转动为例，坐

标的无穷小变换为
δx1

δx2

δx3

 = ϕJ3


x1

x2

x3

 = ϕ


0 −1 0

1 0 0

0 0 0




x1

x2

x3

 = ϕ


−x2

x1

0

 , (14.94)

其中 J3 为绕 z 轴转动的生成元 (11.31)，ϕ 为无穷小转角。相较时间演化和空间平移
的情形，(14.94) 与泊松括号的联系似乎不那么一目了然。不过可以验证，由 (14.58)，
空间坐标与 z 方向角动量分量 J3 = x1p2 − x2p1 的泊松括号为

[x1, J3]

[x2, J3]

[x3, J3]

 =


[x1, x1p2 − x2p1]

[x2, x1p2 − x2p1]

[x3, x1p2 − x2p1]

 =


−x2

x1

0

 . (14.95)

对比 (14.94)，两者的形式完全一致，即有

δxi = ϕ
[
xi, J3

]
. (14.96)

这意味着无穷小转动也可以与泊松括号联系起来。更一般地，定义算符

Ĵcli• := [•, Ji] , i = 1, 2, 3 , (14.97)

对比 (14.94)，无穷小转动的生成元 Ji（3× 3 的方阵）与算符 Ĵcli 有对应关系

Ĵcli ⇔ Ji, i = 1, 2, 3 . (14.98)

上式可与 (14.80) 和 (14.90) 类比。
可以验证，空间动量 pi 在无穷小转动下也满足同样的关系，例如绕第 j 轴转动

即有 δ(j)pi = ϕ [pi, Jj ]。因此这一结论实际上对任意力学量（坐标和动量的函数）都

成立。具体而言，对于任意力学量 f，在无穷小转动下的变换为

δf = ϕiĴclif = ϕi [f, Ji] . (14.99)
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即由与角动量的泊松括号“生成”，其中 {ϕi} 为 3 个无穷小转动参数。从这个意义
上，角动量即被称为无穷小空间转动的生成元。由此回顾第14.5.3节中的 (14.65) 和
(14.68)，其意义正是标量和矢量在无穷小转动下的变换。特别是 (14.65) 意味着标量
函数在转动变换下不变，这也是其得名“标量”的原因。和时间演化与空间平移的情

形类似，有限转动则由指数算符给出

f (x̃) = eθ·Ĵclf (x) , (14.100)

其中 x̃ = Rx 为转动后的空间坐标，θ1, θ2, θ3 为 3 个有限转动参数。
在第5.4节中已经知道，能量、动量和角动量的守恒来源于时空对称性。从时空

变换的角度，这些“守恒量”又扮演了变换的“生成元”的角色。变换的生成则是通

过与相应生成元的泊松括号实现的。这些关系可以总结如下：

变换 生成元 无穷小变换

时间平移 哈密顿量 δf = η [f,H ]

空间平移 线动量 δf = ξi [f, pi]

空间转动 角动量 δf = ϕi [f, Ji]

14.6 南部括号

哈密顿力学中，广义坐标和广义动量 {q, p} 构成一对共轭变量，共同构成 2s 维

相空间的坐标。一个自然的想法是—---将“二重奏”变成“三重奏”—---将“一对”
共轭变量推广至一组“三重”变量

{χα} ≡
{
q1, · · · , qs; p1, · · · , ps; r1, · · · , rs

}
, α = 1, · · · , 3s. (14.101)

这也意味着，相空间变成了 3s 维，单个自由度对应 3 个实参数。既然“一对”共轭
变量用二阶反对称的辛矩阵得到泊松括号 (14.21)，对于“三重”变量，自然想到用
三阶反对称的张量来定义

[f, g, h] = εαβγ
∂f

∂χα
∂g

∂χβ
∂h

∂χγ
. (14.102)

(14.102) 被称作 3 个力学量 f, g, h 的南部括号（Nambu bracket）14。这里带 3 个指
标、全反对称的 εαβγ 是哈密顿力学中辛矩阵 ωαβ 的推广。可以验证，南部括号和泊

松括号具有类似的性质。例如，反对称性 [f, g, h] = − [g, f, h] = [g, h, f ]，莱布尼茨

规则 [f1f2, g, h] = f1 [f2, g, h] + f2 [f1, g, h]，以及雅可比恒等式（见习题15.25）：

[[f1, f2, f3] , f4, f5] = [[f1, f4, f5] , f2, f3] + [f1, [f2, f4, f5] , f3] + [f1, f2, [f3, f4, f5]] ,

(14.103)
14从泊松括号到南部括号的推广看上去自然而简单，但直到 1973 年才由美籍日裔物理学家南部阳一郎（Yoichiro

Nambu，1921-2015）认真考虑并提出。南部阳一郎因为发现亚原子物理的对称性自发破缺机制而获得 2008 年度诺贝
尔物理学奖，也是弦理论的奠基人之一。
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等等。

基于南部括号的力学体系也被称作南部力学（Nambu mechanics）。哈密顿力学
中力学量的演化由力学量和哈密顿量的泊松括号决定。相应地，南部力学中力学量的

演化由南部括号决定给，所以就需要两个“哈密顿量”H 和 G：

df
dt =

∂f

∂t
+ [f,H,G] . (14.104)

哈密顿力学中的很多关键性质在南部力学中都有着自然的对应和推广。

14.6.1 南部括号与欧拉方程

南部本人就发现，刚体的运动可以自然地用南部括号来描述。取 χi = {J1, J2, J3}
为 3 维相空间的坐标，南部括号即

[f, g, h] = ϵijk
∂f

∂J i
∂g

∂J j
∂h

∂Jk

=
∂f

∂J1

∂g

∂J2

∂h

∂J3
+

∂f

∂J2

∂g

∂J3

∂h

∂J1
+

∂f

∂J3

∂g

∂J1

∂h

∂J2

− ∂f

∂J1

∂g

∂J3

∂h

∂J2
− ∂f

∂J2

∂g

∂J1

∂h

∂J3
− ∂f

∂J3

∂g

∂J2

∂h

∂J1
. (14.105)

引入

H =
J2
1

2I1
+
J2
2

2I2
+
J2
3

2I3
, G =

1

2
J2 ≡ 1

2

((
J1
)2

+
(
J2
)2

+
(
J3
)2)

, (14.106)

利用南部括号表达的力学量的演化方程 (14.104)，得到

J̇1 ≡
[
J1, G,H

]
=
∂J1

∂J1

∂G

∂J2

∂H

∂J3
− ∂J1

∂J1

∂G

∂J3

∂H

∂J2

= J2J3
I3

− J3J
2

I2
= −J2J3

(
1

I2
− 1

I3

)
. (14.107)

这正是欧拉方程 (12.41)，另外两个方程依此类推。除了刚体的简单例子，到目前为
止南部括号基本还只是理论上的构想，其在更多实际物理系统的应用还有待探索。

习题

14.1 由辛矩阵的定义及性质，求：（1）ωαρωρβ；（2）ωαρωρβ；（3）δρσωαρωβσ；（4）
δρσωαρωβσ；（5）δαρδβσωρσ；（6）δαρδβσωρσ。

14.2 如图14.3，在 2 维平面上，两矢量分别为 Xα = {x1, x2} 和 Yα = {y1, y2}。验证其所
围成的平行四边形面积为 A = x1y2 − x2y1 ≡ ωαβXαYβ，其中 ωαβ 为 2× 2 的辛矩阵。

14.3 已知 f, g, h 为相空间中的函数，a, b 为常数。由泊松括号的定义，证明其性质：（1）
[f, g] = − [g, f ]；（2）[af + bg, h] = a [f, h]+b [g, h]，对于右边亦然；（3）[fg, h] = [f, h] g+f [g, h]，

对于右边亦然；（4）如果 f 和 g 依赖于某独立于相空间坐标的参数 λ，则 ∂[f,g]
∂λ

=
[
∂f
∂λ
, g
]
+
[
f, ∂g

∂λ

]
。
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14.4 若 {fi} , i = 1, 2, · · · , n为相空间中的函数，F = F (fi)和 G = G (fi)为复合函数。证明

复合函数的泊松括号满足 [F,G] =
∑n
i=1

∂F
∂fi

[fi, G] =
∑n
j=1

∂G
∂fj

[F, fj ] =
∑n
i=1

∑n
j=1

∂F
∂fi

∂G
∂fj

[fi, fj ]。

14.5 对相空间上任意函数 F，定义算符 F̂，使得作用于任意相空间函数 f，都有 F̂ f ≡ [f, F ]。

证明泊松括号的雅可比恒等式可以写成等价形式：F̂ Ĝ− ĜF̂ = [̂F,G]，其中 F,G 为任意相空间函

数，[F,G] 为两者的泊松括号。（提示：将其作用于任意相空间函数 f）

14.6 考虑任意同阶方阵A,B,C, · · ·。（1）证明矩阵对易子满足莱布尼茨规则，即 [A,BC] =

[A,B]C + B [A,C]；（2）证明矩阵对易子满足雅可比恒等式，即 [A, [B,C]] + [B, [C,A]] +

[C, [A,B]] = 0。

14.7 利用泊松括号的性质和基本泊松括号，（1）对于单自由度系统，计算
[
q2 + p2, 1

q2
+ 1

p2

]
；（2）

对于双自由度系统，相空间坐标为
{
q1, q2, p1, p2

}
，计算

[
q1 (p1)

2 + q2 (p2)
2 , q1p2 + q2p1

]
。

14.8 某 2 自由度系统的哈密顿量为 H
(
q1, q2, p1, p2

)
= q1p1 − q2p2 − a

(
q1
)2

+ b
(
q2
)2
，

其中 a, b 是常数。（1）利用泊松括号的性质和基本泊松括号，证明 f1 ≡ p1−aq1
q2
，f2 ≡ q1q2 和

f3 = q1e−t 是运动常数；（2）利用泊松定理，验证是否存在另外的独立的运动常数；（3）若找到第
四个独立的运动常数 f4，将哈密顿正则方程的通解用这 4 个运动常数表示出来。

14.9 已知 3 维欧氏空间中角动量在直角坐标下分量形式为 (14.56)，利用泊松括号的性质和
基本泊松括号具体验证：（1）[J1, J2] = J3，[J2, J3] = J1 和 [J3, J1] = J2；（2）

[
Ji,J

2
]
= 0。

14.10 开普勒问题哈密顿量为 (13.27)，其中 V = −α
r
，LRL矢量由 (14.70)给出，证明：（1）[

Ai, H
]
= 0，（2）

[
Ai, Aj

]
= −2mHϵijkJ

k。

14.11 已知一维谐振子的哈密顿量为 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2，假设初始条件 q (0) ≡ q0 和

p (0) ≡ p0 已知。利用时间演化算符 (14.84) 和三角函数的泰勒展开，求 q (t) 和 p (t) 的具体形式。

14.12 已知质量为 m、带电荷 e 的粒子在均匀磁场中的哈密顿量为 H = 1
2m

(
p− e

c
A
)2
，其

中 p = {px, py, pz} 为粒子的动量，A 为矢势，c 为光速。（1）证明矢势 A = 1
2
B ×x 对应 z 轴方

向的均匀磁场 B = Bez；（2）求粒子哈密顿量的具体形式；（3）利用时间演化算符 (14.84) 和三
角函数的泰勒展开，求粒子空间坐标 x (t) , y (t) , z (t) 的具体形式。

14.13 (14.77) 可以改写成
(

d
dt − Ĥcl

)
f (t) = 0，其是 f 所满足的齐次微分方程。定义

Ûcl (t, t0) ≡ Θ(t− t0) e
(t−t0)Ĥcl，其中 Θ(t− t0) 为 Heaviside 阶跃函数。证明 Ûcl (t, t0) 满足(

d
dt − Ĥ

)
Ûcl (t, t0) = δ (t− t0)，即是 f 的方程的格林函数。

14.14 考虑一维自由粒子，拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2。引入新坐标 q̃ 满足 q = 1

2
aq̃2，其中 a

是常数。（1）求 q̇ 与 ˙̃q 的关系；（2）求 q̃ 的共轭动量 p̃，用 q, p 表示出来；（3）证明新坐标和新
动量满足 [q̃, p̃] = 1，即同样满足基本泊松括号。

14.15 对于显含时间的力学量 f (t) ≡ f (t, ξ (t))，若定义 Ĥcl• = [•, H] + ∂•
∂t
，证明 (14.84)

的形式仍然成立。
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15.1 相空间坐标变换

15.1.1 运动方程的考虑

力学的基本目的是描述系统的时间演化。在运动方程的层次上，即归结为求解系

统演化的微分方程。自由度 s 的系统的拉格朗日方程是关于 s 个广义坐标的 2 阶微
分方程组。对于一般的二阶微分方程组，并没有通用的求解方法。这是因为拉格朗日

量不仅是广义坐标的函数，而且还包括其时间导数（例如广义速度）。虽然在某些情

况下，采用新的广义坐标（例如使得新坐标成为循环坐标），问题可能会变得容易求

解。但是，新坐标的选择非常依赖于特定的问题以及偶然性。从根本上，在拉格朗日

力学框架下，并没有通用的原则指导我们如何寻找更简单的广义坐标。

在哈密顿力学框架下，哈密顿量直接依赖于广义坐标和广义动量，而不包含其任

何导数。哈密顿正则方程是关于 2s 个广义坐标和广义动量的 1 阶微分方程组，特别
是时间导数都以非常简单的形式出现在方程的一侧。这就使得哈密顿正则方程的求

解变得容易很多。在第13.6节关于劳斯函数的讨论中已经看到，如果通过变换将某个
坐标变为循环坐标，则可以一次性降低一个自由度，从而简化了计算。更一般地，在

哈密顿力学框架下，存在通用的选择新的相空间坐标的方法，可以系统求解哈密顿正

则方程。

15.1.2 几何的考虑

但是，如果仅仅将哈密顿力学当作求解具体运动方程新的实用工具，则未免有牛

刀杀鸡之嫌。哈密顿力学之所以如此重要，在于其为更一般的物理系统（不仅限于力

学系统）的演化提供了更高观点的理解，同时其也是量子力学和统计力学的出发点。

而这只有站在相空间的角度才能更深入地理解。

哈密顿力学中广义坐标和广义动量被置于平等的地位，并统一作为相空间的坐

标 {ξα}。很自然地考虑相空间中的坐标变换：

ξα → Ξα (t, ξ) , α = 1, · · · , 2s. (15.1)

274
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相较于对 s 个广义坐标的变换，对 2s 个相空间坐标的变换 (15.1) 大大扩展了变换
的形式。但是，并不是随便一个相空间的坐标变换都有物理上的重要性。在位形空间

的广义坐标变换下，拉格朗日方程的形式是不变的（见第5.3.2节），相应地，哈密顿
正则方程的形式也是不变的。因此，有很大的任意性选择位形空间坐标变换的形式。

但是，在任意的相空间坐标变换 (15.1) 下，哈密顿正则方程的形式是变化的（见习
题15.1）。这就给问题带来了额外的复杂性。但是，存在一类特殊的相空间坐标变换，
使得变换下哈密顿正则方程形式不变。从几何的角度，哈密顿正则方程的形式来源于

相空间的反对称几何结构—---辛矩阵，因此问题归结为寻找保证这种几何结构不变、
亦即辛矩阵形式不变的相空间坐标变换。

15.1.3 内积与转动

在具体引入正则变换之前，我们对第十一章讨论过的“转动”做一回顾。把欧氏、

闵氏空间的转动研究清楚了，再讨论相空间的正则变换简直势如破竹。特别是，因为

这种相似性，我们就理解很多概念—---泊松括号、正则变换、刘维尔定理等，不是相
空间的特例，因为它们在欧氏、闵氏空间中有着完全类似的对应。

我们在第14.2节利用度规定义了所谓“内积括号”(14.18)。考虑欧氏空间，度规
为 δij，坐标记为 {xi}，两个函数 f 和 g 的内积括号为

〈f, g〉x = δij
∂f

∂xi
∂g

∂xj
. (15.2)

这里下标“x”是为了强调内积括号是用坐标 {xi} 计算的。考虑坐标变换 xi → Xi =

Xi (t,x)，则内积括号的变化为

〈f, g〉x = δkl
(
∂f

∂Xi

∂Xi

∂xk

)(
∂g

∂Xj

∂Xj

∂xl

)
=

(
δkl

∂Xi

∂xk
∂Xj

∂xl

)
︸ ︷︷ ︸

̸=δij

∂f

∂Xi

∂g

∂Xj

6= δij
∂f

∂Xi

∂g

∂Xj
≡ 〈f, g〉X . (15.3)

可见，在任意的坐标变换下，因为度规的形式发生了变化 δij → δkl ∂X
i

∂xk
∂Xj

∂xl 6= δij，因

此 〈f, g〉x 6= 〈f, g〉X。但是，正如第11.1节的讨论，对于欧氏空间，总存在一类特殊的
坐标变换即“转动”，使得变换前后欧氏度规的形式不变，满足条件 (11.4)，即

δkl
∂Xi

∂xk
∂Xj

∂xl
= δij , ⇔ δkl

∂xi

∂Xk

∂xj

∂X l
= δij . (15.4)

注意 (15.4) 中等号的左边其实就是我们定义的所谓内积括号，所以转动条件 (15.4)
可以用内积括号写成简洁的形式：〈

Xi, Xj
〉
x
= δij , ⇔

〈
xi, xj

〉
X
= δij . (15.5)
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将上述讨论完全照搬到闵氏空间中，闵氏空间中的内积括号为

〈f, g〉x = ηµν
∂f

∂xµ
∂g

∂xν
, (15.6)

在一般的坐标变换 xµ → Xµ (x) 下，

〈f, g〉x = ηρσ
(
∂f

∂Xµ

∂Xµ

∂xρ

)(
∂g

∂Xν

∂Xν

∂xσ

)
=

(
ηρσ

∂Xµ

∂xρ
∂Xν

∂xσ

)
︸ ︷︷ ︸

̸=ηµν

∂f

∂Xµ

∂g

∂Xν

6= ηµν
∂f

∂Xµ

∂g

∂Xν
≡ 〈f, g〉X . (15.7)

同样地，度规发生了变化 ηµν → ηρσ ∂X
µ

∂xρ
∂Xν

∂xσ 6= ηµν，因此 〈f, g〉x 6= 〈f, g〉X。但是闵
氏时空存在一类特殊的坐标变换，即洛伦兹变换，使得变换前后闵氏度规形式不变，

满足条件 (11.19)，即

ηρσ
∂Xµ

∂xρ
∂Xν

∂xσ
= ηµν , 等价地 ηρσ

∂xµ

∂Xρ

∂xν

∂Xσ
= ηµν . (15.8)

同样可以用内积括号写成简洁的形式

〈Xµ, Xν〉x = ηµν , 等价地 〈xµ, xν〉X = ηµν . (15.9)

15.2 正则变换

15.2.1 正则变换是相空间的流动

将上面关于转动的讨论移植到相空间中，正则变换的概念就呼之欲出了。和欧

氏、闵氏空间的不同在于，相空间中没有度规，只有辛矩阵。相应地，没有用度规定

义的内积括号 〈f, g〉，而只有用辛矩阵定义的泊松括号 [f, g]。

考虑相空间中的任意坐标变换

ξα → Ξα = Ξα (t, ξ) , α = 1, · · · , 2s. (15.10)

在变换 (15.10) 下，泊松括号 (14.21) 变为

[f, g]ξ = ωρσ
∂f

∂ξρ
∂g

∂ξσ
= ωρσ

(
∂f

∂Ξα
∂Ξα

∂ξρ

)(
∂g

∂Ξβ
∂Ξβ

∂ξσ

)
=

(
ωρσ

∂Ξα

∂ξρ
∂Ξβ

∂ξσ

)
︸ ︷︷ ︸

̸=ωαβ

∂f

∂Ξα
∂g

∂Ξβ
. (15.11)

可见，对于任意的相空间坐标变换，如果要求泊松括号的数值不变，就必须接受辛矩

阵的变化：

ωαβ → ωρσ
∂Ξα

∂ξρ
∂Ξβ

∂ξσ
6= ωαβ. (15.12)
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反之，如果坚持用标准的辛矩阵计算泊松括号，则泊松括号的数值发生改变：

[f, g]ξ 6= [f, g]Ξ ≡ ωρσ
∂f

∂Ξρ
∂g

∂Ξσ
. (15.13)

这一矛盾与第11.1节关于欧氏、闵氏空间一般坐标变换下“距离”与“度规”无法同
时保持不变完全类似。

在欧氏、闵氏空间中，矛盾的解决是发现存在一类特殊的坐标变换—---转动，使
得度规形式不变，从而自动保证了距离也不变。类似地，在相空间中，存在一类特殊

的相空间坐标变换，使得变换前后辛矩阵形式不变，从而自动保证了泊松括号也不

变。由 (15.12)，这即要求

ωρσ
∂Ξα

∂ξρ
∂Ξβ

∂ξσ
= ωαβ, ⇔ ωρσ

∂ξα

∂Ξρ
∂ξβ

∂Ξσ
= ωαβ . (15.14)

满足这样条件的相空间坐标变换即被称为正则变换（canonical transformation）。正则
变换条件 (15.14)可以与转动条件 (11.4)比较，可见正则变换是欧氏、闵氏空间“转动”
转动在相空间中的对应。变换下辛矩阵不变也被称作保辛（symplectic preserving）。
因此可以说正则变换是“保辛”的相空间坐标变换，正如说转动是“保度规”的（位

形空间）坐标变换1。由上面的推导过程，(15.14) 是“保辛”的充分必要条件。
欧氏、闵氏空间中的转动保证了“距离”不变。相空间中的正则变换是否也有直

观的几何意义？答案是肯定的。第14.2节曾指出，相空间中两矢量辛内积的几何意义
是所围成平行四边形的面积（见图14.3），因此正则变换“保辛”即意味着相空间中
任意面积在正则变换下不变。如图15.1所示，在正则变换下相空间可以发生拉伸、扭
曲，但是面积不变（例如图中区域面积 A1 = A′

1，A2 = A′
2，A3 = A′

3）。从这个意义

上，正则变换可以形象地视为相空间的“流动”。随着后面的学习，我们会不断加深

对正则变换“流动”性质的理解。

图 15.1: 正则变换保辛矩阵不变，从而保面积不变。

仿照 (11.5)，相空间坐标变换的雅可比矩阵记为

∂Ξα

∂ξβ
=Mα

β, ⇔ ∂ξα

∂Ξβ
=
(
M−1

)α
β
, (15.15)

1因此数学家将正则变换称为“辛变换”或者“辛同胚”，正如将转动称为正交变换。
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则正则变换条件 (15.14) 可以写成（注意 (15.14) 第二式等价于 ωρσ
∂Ξρ

∂ξα
∂Ξσ

∂ξβ
= ωαβ，

见习题15.3）
ωρσMα

ρM
β
σ = ωαβ, ⇔ ωρσM

ρ
αM

σ
β = ωαβ. (15.16)

满足这样条件的矩阵M 一般统称作辛矩阵（symplectic matrix）。(15.16) 用矩阵形
式可以写成（记 Mα

β → M，ωαβ → ω−1，ωαβ → ω）

Mω−1MT = ω−1, ⇔ MTωM = ω . (15.17)

(15.16) 或 (15.17) 亦即“正则变换下辛矩阵不变”的具体数学表示。很明显，标准形
式的辛矩阵 ωαβ 和 ωαβ 是一般的辛矩阵的特例，正如欧氏空间的度规（单位矩阵）

δab 和 δab 是正交矩阵的特例。

从保证基本的几何结构—---度规或辛矩阵—---不变的角度，在数学形式上正则变
换似乎和欧氏、闵氏空间中的转动没什么不同。但是，正则变换和转动有一个重要区

别，欧氏、闵氏空间中的转动是线性变换，但是正则变换一般是非线性变换。换句话

说，新坐标 Ξα (t, ξ) 一般是旧坐标 ξα 的非线性函数，反之亦然。数学上这是因为相

较“对称”的度规，“反对称”的辛矩阵给了正则变换更大的自由。形象地说，这是

因为正则变换并不保证“距离”不变（相空间并没有定义距离），而只是保证“面积”

不变，因此作为“流动”的正则变换当然就可以是非线性的。

观察 (15.14) 中等式的左边其实就是泊松括号。因此正则变换条件可以用泊松括
号写成简洁的形式 [

Ξα,Ξβ
]
ξ
= ωαβ, ⇔

[
ξα, ξβ

]
Ξ
= ωαβ . (15.18)

这里下标“ξ”或“Ξ”是强调泊松括号是用相应的坐标计算的。(15.18) 和欧氏空间
的 (15.5)、以及闵氏空间的 (15.9) 有异曲同工之妙。注意到

[
ξα, ξβ

]
和
[
Ξα,Ξβ

]
是

相空间坐标的基本泊松括号 (14.37)，所以正则变换条件等价于要求基本泊松括号不
变。又因为任意力学量的泊松括号最终都归结为基本泊松括号，因此任意力学量的泊

松括号在正则变换下都是不变的，即有

[f, g]ξ ≡ ωαβ
∂f

∂ξα
∂g

∂ξβ
正则变换
====== ωαβ

∂f

∂Ξα
∂g

∂Ξβ
≡ [f, g]Ξ . (15.19)

正则变换下的不变量被称作所谓正则不变量（canonical invariants）。相空间上任意
力学量的泊松括号即是正则不变量，是“绝对”的，和具体采用什么相空间坐标计算

无关。因此除非为了强调，我们默认略去泊松括号的下标。由第14.3节的讨论，哈密
顿正则方程是泊松括号的必然结果，因此正则变换下哈密顿正则方程的形式也自然

是不变的。

总之，以下三种说法是等价的：

正则变换： 保辛矩阵 =保泊松括号 =保哈密顿正则方程.
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它们分别从几何、代数和方程的角度给出正则变换的条件，其中每一个都可以用来作

为正则变换的定义2。

例 15.1 正则变换

如果已知变换的具体形式，利用正则变换保泊松括号的条件，可以直接验证变换是否是

正则变换。考虑变换

Q = ln
(

sin p
q

)
, P = q cot p, (15.20)

首先 [Q,Q] = [P, P ] ≡ 0，又有

[Q,P ] =

[
ln
(

sin p
q

)
, q cot p

]
=

∂

∂q

(
ln
(

sin p
q

))
∂

∂p
(q cot p)− ∂

∂p

(
ln
(

sin p
q

))
∂

∂q
(q cot p)

= csc2 p− cot2 p = 1.

即 Q 和 P 满足基本泊松括号，所以变换 (15.20) 是正则变换。明确起见，令 q ≥ 0 以及

0 ≤ p ≤ π。如图15.2所示，变换 (15.20) 将 {q, p} 平面上区域（左图）变成 {Q,P} 平面上
的区域（右图）。{q, p} 平面上的点 1, 2, 3, 4 变换至 {Q,P} 平面上的点 1′, 2′, 3′, 4′。由之

明显看出，因为正则变换是非线性变换，因此相空间会发生拉伸和扭曲。但是正则变换“保

辛”即意味着“保面积”，例如图中 {q, p} 平面上的每个小方块在变换到 {Q,P} 平面后，虽
然形状各异，但是面积都相等。这也是将正则变换形象地称为“流动”的直观体现。

图 15.2: (15.20) 的正则变换，其中实线为等 q 线，虚线为等 p 线。

例 15.2 正则变换

考虑变换

Q =
1

2

(
q2 + p2

)
, P = − arctan q

p
, (15.21)

2对于具体的某个或某些哈密顿量，保哈密顿正则方程不变的变换未必严格保辛矩阵不变。但可以证明，如果要求对

任意哈密顿量都能保证哈密顿正则方程不变，那就等价于保辛矩阵不变。且正则变换作为相空间坐标的变换，不应该

和具体的哈密顿量发生关系。从这个意义上，“保辛矩阵”是正则变换最严格也是最基本的定义。
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首先 [Q,Q] = [P, P ] = 0，又有

[Q,P ] =

[
1

2

(
q2 + p2

)
,− arctan q

p

]
=

∂

∂q

(
1

2

(
q2 + p2

)) ∂

∂p

(
− arctan q

p

)
− ∂

∂p

(
1

2

(
q2 + p2

)) ∂

∂q

(
− arctan q

p

)
=

q2

q2 + p2
−
(
− p2

q2 + p2

)
= 1,

即 Q和 P 满足基本泊松括号，所以变换 (15.21)是正则变换。明确起见令 p ≥ 0。如图15.3所
示，变换 (15.21) 将 {q, p} 平面上区域（左图）变成 {Q,P} 平面上的区域（右图）。{q, p}
平面上的点 1, 2, 3, 4 变换至 {Q,P} 平面上的点 1′, 2′, 3′, 4′。同样，图中 {q, p} 平面上的每
个小方块在变换到 {Q,P} 平面后，面积都相等。

图 15.3: (15.21) 的正则变换，其中实线为等 q 线，虚线为等 p 线。

例 15.3 正则变换求解一维谐振子

一维谐振子的哈密顿量为 H = p2

2m
+ m

2
ω2q2。哈密顿量的函数形式启发我们，如果作

如下的变换

q = f (P ) sinQ, p = mωf (P ) cosQ. (15.22)

则哈密顿量变为

H =
m2ω2f2 (P ) cos2Q

2m
+
m

2
ω2f2 (P ) sin2Q =

m

2
ω2f2 (P ) . (15.23)

于是 Q 变成了循环坐标。现在的问题是，如何选择 f (P ) 的形式，使得变换是正则变换？

根据正则变换的定义，即要求新的变量 Q 和 P 满足基本泊松括号 [Q,P ] = 1（单自由度有

[Q,Q] = [P, P ] = 0）。因为 (15.22) 给出的是 q, p 作为 Q,P 的函数，原则上 [Q,P ] 可以通

过隐函数关系计算（见习题15.4）。更简单的做法是利用正则变换保泊松括号 (15.18) 的事
实，如果 {q, p} ↔ {Q,P} 之间是正则变换，则 [Q,P ]{q,p} = 1 等价于 [q, p]{Q,P} = 1。所

以更简单的做法是验证 [q, p]{Q,P} 是否满足基本泊松括号。由 (15.22)，

[q, p]{Q,P} =
∂ (f (P ) sinQ)

∂Q

∂ (mωf (P ) cosQ)

∂P
− ∂ (f (P ) sinQ)

∂P

∂ (mωf (P ) cosQ)

∂Q

= mωf (P ) f ′ (P ) cos2Q+mωf (P ) f ′ (P ) sin2Q = mωf (P ) f ′ (P ) .
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于是 [q, p]{Q,P} = 1 即要求

f (P ) f ′ (P ) =
1

mω
. (15.24)

(15.24) 是关于 f ′ (P ) 的一阶微分方程，解出

f (P ) = ±
√

2

mω

√
P + cmω, (15.25)

这里 c 是积分常数。简单起见不妨取正号并令 c = 0。于是 (15.22) 形式的正则变换即为

q =

√
2P

mω
sinQ, p =

√
2mωP cosQ. (15.26)

变换后的哈密顿量 (15.23) 则是

H =
m

2
ω2f2 (P ) = ωP ≡ K(P ), (15.27)

这里为了强调函数关系，记变换后的哈密顿量为 K = K (Q,P )。可见，经过正则变换，哈

密顿量可以写成如此简单的形式。在新的 {Q,P} 坐标下，变换后的哈密顿量 K 与 Q 无关，

即 Q 成了循环坐标，于是动量 P 为运动常数。哈密顿量不含时间，也是运动常数 H = E，

这里 E 是体系的总能量。于是 (15.27) 意味着

P =
E

ω
. (15.28)

Q 的运动方程 Q̇ = ∂K
∂P

= ω 可以直接积出：

Q = ωt+ φ, (15.29)

这里 φ 是积分常数。于是在 {Q,P} 坐标下，一维谐振子问题被完全解出。现在只需要再换
回到 {q, p} 坐标，将 (15.29) 和 (15.28) 代入 (15.26)，得到

q =

√
2E

mω2
sin (ωt+ φ) , p =

√
2mE cos (ωt+ φ) . (15.30)

这正是熟悉的 {q, p} 坐标下一维谐振子的解，其中 E,φ 由初始条件决定。在这个例子中，

我们看到正则变换可以为求解系统演化提供新的方法。但值得强调的是，正则变换、或者说

哈密顿力学的重要性并不在于求解具体的问题，而是从相空间的角度为系统的演化提供了

新的理解。这个例子中，我们是通过正则变换保泊松括号的定义来确定 f (P ) 的形式。在

例15.8中，我们将利用生成函数方法来确定正则变换的形式。

15.2.2 点变换是正则变换

此前我们熟悉的是位形空间的广义坐标变换

qa → Qa = Qa (t, q) , a = 1, · · · , s, (15.31)

也被称作点变换。一个问题是，正则变换与点变换有什么关系？这里的关键在于，广

义坐标的点变换必然诱导出广义动量的变换。首先，变换 (2.4) 可逆，即存在 qa =
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qa (t,Q)，对时间求导得到

q̇a =
∂qa

∂t
+
∂qa

∂Qb
Q̇b. (15.32)

由上式得到新、旧广义速度之间的偏导数关系（即 (2.13)）

∂q̇a

∂Q̇b
=
∂qa

∂Qb
. (15.33)

由第5.3.2节的讨论，拉格朗日量在点变换下是不变的，即 L (t, q, q̇) ≡ L̃
(
t,Q, Q̇

)
，

因此新坐标 Qa 的共轭动量为3

Pa ≡
∂L̃

∂Q̇a
=

∂L

∂Q̇a
=
∂L

∂qb
∂qb

∂Q̇a︸︷︷︸
=0

+
∂L

∂q̇b
∂q̇b

∂Q̇a︸︷︷︸
= ∂qb

∂Qa

= pb
∂qb

∂Qa
. (15.34)

因此，点变换 (15.31) 诱导出的相空间坐标变换为

{qa, pb} → {Qa, Pb} =

{
Qa (t, q) ,

∂qa

∂Qb
pa

}
. (15.35)

为了验证变换 (15.35)是否是正则变换，只需要验证新的相空间坐标 {Qa, Pb}是
否满足基本泊松括号。因为点变换 (15.31)及 ∂qa

∂Qb 只涉及新旧坐标，因此
[
Qa, Qb

]
≡ 0，

利用泊松括号的性质，

[Pa, Pb] =

[
∂qa

′

∂Qa
pa′ ,

∂qb
′

∂Qb
pb′

]
= pa′

∂qb
′

∂Qb

[
∂qa

′

∂Qa
, pb′

]
+ pb′

∂qa
′

∂Qa

[
pa′ ,

∂qb
′

∂Qb

]

= pa′
∂qb

′

∂Qb

∂

∂qb′︸ ︷︷ ︸
= ∂

∂Qb

(
∂qa

′

∂Qa

)
− ∂qa

′

∂Qa

∂

∂qa′︸ ︷︷ ︸
= ∂

∂Qa

(
∂qb

′

∂Qb

)
pb′

=
∂2qa

′

∂Qa∂Qb
pa′ −

∂2qb
′

∂Qa∂Qb
pb′ = 0,

以及

[Qa, Pb] =

[
Qa,

∂qc

∂Qb
pc

]
= [Qa, pc]

∂qc

∂Qb
=
∂Qa

∂qc
∂qc

∂Qb
≡ δab .

可见新的相空间坐标 {Qa, Pb} 确实满足基本泊松括号，因此点变换（所诱导的相空
间坐标变换）都是正则变换。换句话说，位形空间中的点变换是相空间中正则变换的

特例。反过来，因为正则变换的存在，大大拓展了在相空间中做“变换”的方式，得

以从更多角度分析系统的演化。

3实际上 (15.34) 就是动量作为协变矢量（下指标）在坐标变换下的变换规则。
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15.3 生成函数

15.3.1 生成函数

如果已知变换的具体形式，可以利用保泊松括号的性质验证其是否是正则变换。

问题是，如何得到一个具体正则变换？为此，我们利用正则变换保哈密顿正则方程不

变的性质。在相空间坐标 {q,p} 下，系统的哈密顿量为 H = H (t, q,p)，哈密顿正则

方程为

q̇a =
∂H

∂pa
, ṗa = −∂H

∂qa
, a = 1, · · · , s. (15.36)

经过正则变换，新的相空间坐标为 {Q,P }，满足同样形式的哈密顿正则方程

Q̇a =
∂K

∂Pa
, Ṗ a = − ∂K

∂Qa

, a = 1, · · · , s, (15.37)

这里K = K (t,Q,P )是变换后的哈密顿量。一般来说，变换后的哈密顿量K (t,Q,P )

无论数值还是函数形式都和变换前的哈密顿量 H (t, q,p)不同。新旧坐标满足同样形

式的哈密顿正则方程 (15.36) 和 (15.37)，两者必须同时成立。这意味着什么？回顾哈
密顿正则方程可以从相空间的变分原理导出，即 (15.36) 对应

δS [q,p] =

ˆ
dt δ [paq̇a −H (t, q,p)] = 0, (15.38)

而 (15.37) 对应

δS̃ [Q,P ] =

ˆ
dt δ

[
PaQ̇

a −K (t,Q,P )
]
= 0. (15.39)

于是 (15.36) 和 (15.37) 同时成立，意味着作用量 S 取极值，则作用量 S̃ 也取极值，

反之亦然。这只能有一种情况，新旧作用量相等 S = S̃4。在第13.4节中提到，对于相
空间的变分原理，因为坐标和动量的端点都被固定，因此被积函数、即拉格朗日量也

有相差时间全导数的任意性（见 (13.37)）。对于我们的讨论，这意味着

paq̇
a −H (t, q,p) = PaQ̇

a −K (t,Q,P ) +
dF
dt . (15.40)

因此，如果新、旧坐标 {q,p} 和 {Q,P } 是正则变换关系，则满足 (15.40)，其中包
含一个函数 F，其函数形式取决于具体的正则变换关系。

现在的问题是，F 是谁的函数？为此，将 (15.40) 改写成微分式，

dF = padqa − PadQa + [K (t,Q,P )−H (t, q,p)] dt . (15.41)

(15.41) 的意义可以从两个方面理解。首先，其表明如果变换是正则变换，等式右边
的微分组合必须是个“全微分”。特别是，对于固定时间 t，有

paδq
a − PaδQ

a = δF. (15.42)
4如果只是要求哈密顿正则方程形式一致，则作用量只需要成正比，即 S = λS̃，其中 λ 是常数。可以证明，当且仅

当 λ = 1 时，变换才满足基本泊松括号，即是正则变换。一些文献中将 λ ̸= 1 的情形称作所谓“准正则”（canonoid）。
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这实际上也给出了判断正则变换的另一种方法。其次，F 的函数关系由 (15.41) 也一
目了然。如果 2s 个新、旧广义坐标 {q,Q} 是独立的，则 (15.41) 意味着 F 是新、旧

广义坐标 {q,Q} 以及时间 t 的函数，即有

F = F (t, q,Q) , (15.43)

且偏导数关系可以直接读出：

∂F (t, q,Q)

∂qa
= pa,

∂F (t, q,Q)

∂Qa
= −Pa, a = 1, · · · , s, (15.44)

∂F (t, q,Q)

∂t
= K (t,Q,P )−H (t, q,p) . (15.45)

首先，(15.44) 给出了新、旧相空间坐标 {q,p} 和 {Q,P } 之间的 2s 个方程。由隐

函数关系，当且仅当 det
(

∂2F
∂qa∂Qb

)
6= 0，可以从 (15.44) 的第一个方程中解出 s 个

Qa = Qa (t, q,p)；再代入第二个方程，则给出 s 个新广义动量 Pa = Pa (t, q,p)。因

此 (15.44) 即给出全部 2s 个新相空间坐标作为旧相空间坐标的函数5，

Qa = Qa (t, q,p) , Pa = Pa (t, q,p) , a = 1, · · · , s, (15.46)

即给出了完整的正则变换。其次，(15.45) 则给出了新、旧哈密顿量之间的关系

K (t,Q,P ) = H (t, q,p) +
∂F (t, q,Q)

∂t
. (15.47)

由之可见，正则变换下新、旧哈密顿量的差别 ∂F
∂t
完全由正则变换本身决定，而与

新、旧哈密顿量的具体形式无关。这也正体现了正则变换的“几何”属性—---即只
是相空间的一种坐标变换，而与具体的物理系统无关。需要特别强调的是 (15.47) 右
边的意义。我们需要将 (15.46) 的逆变换 qa = qa (t,Q,P ) 和 pa = pa (t,Q,P ) 代

入 (15.47) 的右边，才能被解释为新的哈密顿量 K (t,Q,P )。总之，只要给出函数

F = F (t, q,Q)，(15.44)-(15.45)就“生成”了具体的正则变换。从这个意义上，函数 F

被称作正则变换的生成函数（generating function）。此外，由 (15.41)可以看出，如果
F 生成从 {q,p} → {Q,P }的正则变换，则 −F 就生成其“逆变换”{Q,P } → {q,p}。
从量纲的角度，因为拉格朗日量和哈密顿量具有能量量纲，因此 (15.41) 表明生

成函数 F 也有固定的量纲，且就是作用量的量纲。同时，(15.41) 也意味着，在正则
变换下，广义坐标及其共轭动量本身未必具有“长度”和“动量”的量纲，但是作为

共轭变量对，其量纲的乘积一定是作用量的量纲。总之，

[正则坐标] ·
[
正则动量

]
=
[
生成函数

]
=
[
作用量

]
.

5反过来，可以从 (15.44) 的第二个式解出 qa = qa (t,Q,P )，再代入第一个式子，从而给出 pa = pa (t,Q,P )，

即逆变换。
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15.3.2 生成函数的 4 种基本类型

自由度 s 的系统的相空间为 2s 维，因此同为系统状态的描述，2s 个旧相空间

坐标和 2s 个新相空间坐标这 4s 个变量中，只有 2s 个是独立的。从生成函数的角

度，其需要在新、旧变量之间建立联系，因此这 2s 个独立变量总是取为“s 个旧变

量”和“s 个新变量”。在上面的讨论中，由 (15.41) 出发确定的生成函数 F (t, q,Q)

是 s 个旧广义坐标和 s 个新广义坐标的函数。可以这样做的前提是，这 2s 个新、

旧广义坐标 {q,Q} 是互相独立的，而这一点并不总是成立的。例如，对于恒等变换
Qa = qa, Pa = pa（这当然是正则变换），新、旧广义坐标 {q,Q} 就不是独立的，此
时只能取旧广义坐标、新广义动量 {q,P } 或者旧广义动量、新广义坐标 {p,Q} 作为
2s 个独立变量。因此，有必要讨论其他形式的生成函数。因为生成函数总是涉及新、

旧变量，同时又涉及广义坐标和广义动量的不同，因此就存在 4 种基本类型。这些基
本类型之间是通过勒让德变换联系起来的。

我们将由 (15.41) 出发确定的生成函数 F (t, q,Q) 称作第 1 型生成函数：

F (t, q,Q) ≡ F1 (t, q,Q) , (15.48)

其是 2s 个新、旧广义坐标 {q,Q} 以及时间 t 的函数。正则变换关系为

pa =
∂F1 (t, q,Q)

∂qa
, Pa = −∂F1 (t, q,Q)

∂Qa
, a = 1, · · · , s , (15.49)

新、旧哈密顿量之间的关系为

K (t,Q,P ) = H (t, q,p) +
∂F1 (t, q,Q)

∂t
. (15.50)

需要强调的是，正则变换 (15.49)可逆，要求生成函数的黑塞矩阵非退化，即 det
(

∂2F1

∂qa∂Qb

)
6=

0。

由勒让德变换，可以得到其他类型的生成函数。将 (15.41) 改写为

dF1 = padqa− PadQa︸ ︷︷ ︸
=d(PaQa)−QadPa

+(K −H) dt = padqa−d (PaQ
a)+QadPa+(K −H) dt,

将全微分 d (PaQ
a) 移到左边，得到

d (F1 +QaPa) = padqa +QadPa + (K −H) dt. (15.51)

因此，若以 {q,P } 为 2s 个独立变量，由 (15.51) 定义

F2 (t, q,P ) = F1 (t, q,Q) +QaPa , (15.52)

其是 s 个旧广义坐标 {q} 和 s 个新广义动量 {P } 的函数，被称作第 2 型生成函数。
(15.52) 表明 F2 实际就是通过勒让德变换，将 F1 中的新广义坐标 {Q} 换成新广义
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动量 {P } 的结果。微分式 (15.51) 也直接给出偏导数关系，即正则变换

pa =
∂F2 (t, q,P )

∂qa
, Qa =

∂F2 (t, q,P )

∂Pa
, a = 1, · · · , s , (15.53)

以及新、旧哈密顿量之间的关系

K (t,Q,P ) = H (t, q,p) +
∂F2 (t, q,P )

∂t
. (15.54)

同样，正则变换 (15.53) 可逆要求 det
(

∂2F2

∂qa∂Pb

)
6= 0。

类似地，将 (15.41) 改写为

dF1 = padqa︸ ︷︷ ︸
=d(paqa)−qadpa

−PadQa+(K −H) dt = d (paq
a)−qadpa−PadQa+(K −H) dt,

将全微分 d (paq
a) 移到左边，即有

d (F1 − paq
a) = −qadpa − PadQa + (K −H) dt. (15.55)

因此，若以 {p,Q} 为 2s 个独立变量，由 (15.55) 定义

F3 (t,p,Q) = F1 (t, q,Q)− paq
a , (15.56)

其是 s 个旧广义动量 {p} 和 s 个新广义左边 {Q} 的函数，被称作第 3 型生成函
数。(15.56) 表明 F3 就是通过勒让德变换，将 F1 中的 {q} 换成 {p} 的结果。微分
式 (15.55) 也直接给出偏导数关系，即正则变换

qa = −∂F3 (t,p,Q)

∂pa
, Pa = −∂F3 (t,p,Q)

∂Qa
, a = 1, · · · , s , (15.57)

以及新、旧哈密顿量之间的关系

K (t,Q,P ) = H (t, q,p) +
∂F3 (t,p,Q)

∂t
. (15.58)

同样，正则变换 (15.57) 可逆要求 det
(

∂2F3

∂pa∂Qb

)
6= 0。

将 (15.41) 再改写为

dF1 = padqa︸ ︷︷ ︸
=d(paqa)−qadpa

− PadQa︸ ︷︷ ︸
=d(PaQa)−QadPa

+(K −H) dt

= d (paq
a)− qadpa − d (PaQ

a) +QadPa + (K −H) dt,

将全微分 d (paq
a) 和 d (PaQ

a) 移到左边，整理得到

d (F1 − paq
a + PaQ

a) = −qadpa +QadPa + (K −H) dt. (15.59)
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因此，若以 {p,P } 为 2s 个独立变量，由 (15.59) 定义

F4 (t,p,P ) = F1 (t, q,Q)− qapa +QaPa , (15.60)

其是 s 个旧广义广义 {p} 和 s 个新广义动量 {P } 的函数，被称作第 4 型生成函数。
(15.60) 表明 F4 即是通过勒让德变换，将 F1 中的新、旧广义坐标 {q,Q} 同时换成
新、旧广义动量 {p,P } 的结果。微分式 (15.59) 也直接给出偏导数关系，即正则变换

qa = −∂F4 (t,p,P )

∂pa
, Qa =

∂F4 (t,p,P )

∂Pa
, a = 1, · · · , s , (15.61)

以及新、旧哈密顿量之间的关系

K (t,Q,P ) = H (t, q,p) +
∂F4 (t,p,P )

∂t
. (15.62)

正则变换 (15.61) 可逆要求 det
(

∂2F4

∂pa∂Pb

)
6= 0。

特别需要强调的是，以上只是生成函数的 4 种基本类型，其都是选取“全部”s
个旧变量和“全部”s 个新变量为广义坐标或广义动量6。实际中当然可以有“混合”

类型，即 s个旧或新变量中同时存在广义坐标和广义动量。例如，对于 2自由度系统，
F = F (t, q1, p2, P1, Q

2) 也是可行的生成函数。对于第 1 组共轭变量 {q1, p1, Q1, P1}，
选取 {q1, P1} 作为独立变量，因此按照第 2 型生成函数变换；对于第 2 组共轭变量
{q2, p2, Q2, P2}，选取 {p2, Q2} 作为独立变量，因此按照第 3 型生成函数变换。因此
正则变换关系为

p1 =
∂F

∂q1
, Q1 =

∂F

∂P1︸ ︷︷ ︸
第 2 型

, q2 = − ∂F

∂p2
, P2 = − ∂F

∂Q2︸ ︷︷ ︸
第 3 型

.

总之，给定 s 个旧变量和 s 个新变量的生成函数，即在“新、旧”变量之间建立联

系，即给出了正则变换7。

例 15.4 恒等变换

考虑第 2 型生成函数
F2 = qaPa, (15.63)

由 (15.53)，
pa =

∂F2

∂qa
= Pa, Qa =

∂F2

∂Pa
= qa, a = 1, · · · , s,

即新、旧相空间坐标全等。因为生成函数不显含时间，因此 K (t,Q,P ) = H (t, q,p)。所以

生成函数 (15.63) 生成“恒等变换”（identity transformation）。还可以考虑第 3 型生成函

6生成函数的这 4 种基本类型与热力学的 4 种态函数：内能 U、焓 H、亥姆霍兹自由能 F 和吉布斯自由能 G 有

异曲同工之妙。这 4 种态函数正好是对 2 类变量分别做勒让德变换所得到的。
7但是所得到的正则变换是否可以使特定的物理系统（例如哈密顿量）的求解得到化简，却很难事先得知。
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数

F3 = paQ
a, (15.64)

由 (15.57)，

qa = −∂F3

∂pa
= −Qa, Pa = − ∂F3

∂Qa
= −pa, a = 1, · · · , s,

同样也有 K (t,Q,P ) = H (t, q,p)。因此生成函数 (15.64) 对应反号的恒等变换。对于恒等
变换，因为新、旧广义坐标和广义动量全等（或反号），不能选择 {q,Q} 或 {p,P } 作为独
立变量，因此恒等变换也就不存在第 1 型或第 4 型的生成函数。

例 15.5 平移变换

在 (15.63) 的基础上，考虑第 2 型生成函数，

F2 = qaPa + λaPa + µaq
a,

其中 λa 和 µa 是 2s 个常数。由 (15.53)，

pa =
∂F2

∂qa
= Pa + µa, Qa =

∂F2

∂Pa
= qa + λa, a = 1, · · · , s,

以及 K (t,Q,P ) = H (t, q,p)。可见，这个变换对应坐标的和动量的整体平移。

例 15.6 点变换

考虑第 2 型生成函数
F2 = fa (t, q)Pa, (15.65)

这里 fa (t, q) 是 {q} 的任意 s 个独立且可逆函数。由 (15.53)，

pa =
∂F2

∂qa
=
∂f b (t, q)

∂qa
Pb, Qa =

∂F2

∂Pa
= fa (t, q) , a = 1, · · · , s, (15.66)

以及 K (t,Q,P ) = H (t, q,p) + ∂fa(t,q)
∂t

Pa。对比 (15.35)，(15.66) 的第二式只与广义坐标
有关，即是广义坐标的点变换；而第一式则正是点变换所“诱导”的广义动量的变换。这个

例子再次印证，位形空间的点变换（所诱导的相空间坐标变换）是正则变换的特例。(15.65)
则是点变换的生成函数。

例 15.7 坐标-动量的互换

考虑第 1 型生成函数
F1 = qaQa, (15.67)

由 (15.49)，
pa =

∂F1

∂qa
= Qa, Pa = − ∂F1

∂Qa
= −qa, a = 1, · · · , s.

可见变换 (15.67) 的作用是将广义坐标和广义动量的角色互换。注意第 4 型生成函数 F4 =

δabpaPb 也能起到同样的效果。这个例子再次说明，相空间中广义坐标和广义动量的独立性
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和平等地位。它们应该作为一个整体理解成相空间的坐标，描述系统在相空间中的演化，一

同做正则变换。至于哪一部分应该被视为“坐标”，哪一部分应该被视为“动量”，完全只是

称呼问题。

例 15.8 一维谐振子正则变换的生成函数

在例15.3中，对于一维谐振子正则变换 (15.22)，我们用正则变换保泊松括号的定义确
定了 f(P ) 的形式。现在我们用生成函数的方法来确定正则变换的形式。考虑第 1 型生成
函数 F1 (q,Q)，正则变换为 (15.49)-(15.50)。由 (15.22)，

p = mωq cotQ, (15.68)

对比 (15.49) 的第 1 式，对 q 积分，即可定出生成函数的形式

F1 (q,Q) =

ˆ
dqmωq cotQ =

mω

2
q2 cotQ, (15.69)

这里略去了积分常数。代入 (15.49)，得到正则变换

p =
∂F1

∂q
= mωq cotQ, P = −∂F1

∂Q
=
mω

2

q2

sin2Q
,

从第二式解出 q =
√

2P
mω

sinQ，再代入第一式，即有 p = mω
√

2P
mω

sinQ cotQ =
√
2Pmω cosQ，正是例15.3中得到的 (15.26)。

15.4 单参数正则变换

在第2.2.1节和第11.1.3节讨论过坐标变换的主动与被动观点。既然正则变换无非
是相空间的坐标变换，自然也有相应的主动与被动观点。到目前为止，我们对正则变

换的理解是—---变换所联系的旧坐标 {ξ} 和新坐标 {Ξ}，都对应系统的“同一状态”，
即以不同的坐标来描述系统状态空间中的同一点。这相当于对象（状态）不变，坐标

在变。这种看待正则变换的观点即被动观点，如图15.4(a)所示。而按照主动观点，即
坐标不变，对象（状态）在变。正则变换将旧坐标 {ξ} 变成新坐标 {Ξ}，我们可以将
新坐标 {Ξ} 的数值对应到状态空间中的另外一点，如图15.4(b) 所示。换句话说，主
动观点认为正则变换将系统的一个状态变到另外一个状态。
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图 15.4: 正则变换两种等价观点：(a) 被动观点，(b) 主动观点。

15.4.1 无穷小正则变换

正如连续转动两次，还是一个转动，连续做两次正则变换的效果，还是一个正

则变换（见习题15.5）。按照主动观点，从相空间中某点出发，假设每次都只把一点
变换到“相邻”的另一点。这样连续不断地做正则变换—---所谓“积跬步而至千里”
—---的结果，就是在相空间中划出一条条连续的曲线—---相空间的“流线”来，由连
续单调变化的参数 λ 描述，如图15.5所示8。同一条曲线上的点，之间相差正则变换，

由参数 λ 确定。现在的问题是，这样的单参数正则变换具有什么形式？其“流线”是

怎样一点一点划出来的？

图 15.5: 单参数正则变换与“流线”。

为此，仿照在第11.1.4节关于无穷小转动的讨论，将线性化的思想应用到正则变
换上。考虑相空间坐标的无穷小变换

ξα → ξα + ϵXα (ξ) , α = 1, · · · , 2s, (15.70)

这里 ϵ 为无穷小参数（与相空间坐标无关），Xα = Xα (ξ) 是 2s 个相空间坐标的函

数，可以视为相空间中的矢量场。如图15.6所示，无穷小变换 (15.70) 沿着矢量 Xα

的方向，将 ξα 变到“邻近”的另一点 ξα + ϵXα。问题就归结为，Xα 满足什么条件

时，(15.70) 是正则变换？变换 (15.70) 是正则变换即要求，变换前的 ξα 以及变换后

8这也是正则变换作为相空间“流动”的直观展示。
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的 ξα + ϵXα 都满足基本泊松括号。保留到 ϵ 的线性阶，[
ξα + ϵXα, ξβ + ϵXβ

]
=

[
ξα, ξβ

]
+ ϵ
[
ξα, Xβ

]
+ ϵ
[
Xα, ξβ

]
= ωαβ + ϵ

(
ωαρ

∂Xβ

∂ξρ
− ωβρ

∂Xα

∂ξρ

)
. (15.71)

因此，变换 (15.70) 是正则变换当且仅当上式最后一项为零，即 Xα (ξ) 满足

ωαρ
∂Xβ

∂ξρ
= ωβρ

∂Xα

∂ξρ
, α, β = 1, · · · , 2s , (15.72)

其是关于 2s个函数 Xα (ξ)的偏微分方程组。若将广义坐标和广义动量分别写出，记

(15.70) 为 qa → qa + ϵua 和 pa → pa + ϵva，利用同样的方法可以给出 {ua, va} 所满
足的条件（见习题15.15），

∂ub

∂pa
=
∂ua

∂pb
,

∂vb
∂qa

=
∂va
∂qb

,
∂ua

∂qb
= − ∂vb

∂pa
, a, b = 1, · · · , s, (15.73)

其与判断方程为哈密顿正则方程的条件 (13.29) 形式完全一致，下面很快就会看到原
因。

图 15.6: 相空间的无穷小坐标变换。

虽然条件 (15.72) 看上去复杂，但是可以验证，当 Xα 由相空间上函数 G (t, ξ)

的梯度给出、且具有

Xα ≡ ωαβ
∂G

∂ξβ
(15.74)

的形式时，

ωαρ
∂Xβ

∂ξρ
− ωβρ

∂Xα

∂ξρ
=
(
ωαρωβσ − ωβρωασ

) ∂2G

∂ξρ∂ξσ
≡ 0,

即满足 (15.72)。由 (14.34)，(15.74) 可以用泊松括号写成

Xα
G := ωαβ

∂G

∂ξβ
= [ξα, G] , α = 1, · · · , 2s , (15.75)

其是相空间中的矢量场，被称作 G 的哈密顿矢量场（Hamiltonian vector field）。反
之，如果相空间中的矢量场不满足条件 (15.72)，则其不是哈密顿矢量场，也就不对
应任何正则变换。
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总之，给定相空间上函数 G (t, ξ)，便得到一个无穷小正则变换（infinitesimal
canonical transformation），

ξα → ξα + δξα, α = 1, · · · , 2s , (15.76)

其中

δξα = ϵ [ξα, G] ≡ ϵXα
G, α = 1, · · · , 2s , (15.77)

ϵ 为无穷小参数。将 (15.77) 中广义坐标和广义动量具体写出，即 qa → qa + δqa，

pa → pa + δpa，其中（见习题15.16）

δqa = ϵ [qa, G] = ϵ
∂G

∂pa
, δpa = ϵ [pa, G] = −ϵ ∂G

∂qa
, a = 1, · · · , s . (15.78)

因为无穷小正则变换由函数 G = G (t, ξ) 所“生成”，相应的 G 被称作无穷小正则变

换的生成元（generator）。
取变换的连续参数为 λ，无穷小参数即 dλ，无穷小正则变换将点 ξα (λ) 变换至

“临近”的另一点 ξα (λ+ dλ)，如图15.7所示。因此无穷小正则变换 δGξ
α 即对应坐标

的微分 dξα，

ξα (λ) → ξα (λ) + δGξ
α = ξα (λ) + dλ [ξα, G]︸ ︷︷ ︸

=dξα

≡ ξα (λ+ dλ) . (15.79)

上式意味着 dξα = dλ [ξα, G]，即

dξα (λ)
dλ = [ξα, G] ≡ Xα

G, α = 1, · · · , 2s . (15.80)

(15.80) 具有非常直观的几何意义。无穷小正则变换的累积，即函数 G 所生成的单参

数正则变换。变换轨迹即相空间中的一条条光滑曲线，即正则变换的“相流”。(15.80)
意味着相空间坐标随着参数 λ 的变化率 dξα

dλ —---相流的“流速”—---正是哈密顿矢量
场，如图15.7所示。

图 15.7: 相流与哈密顿矢量场。

无穷小正则变换的“生成元”与第15.3节讨论的“生成函数”是得到正则变换的
两种不同方法。同为相空间上的函数，生成元 G 以 (15.77) 的形式生成无穷小正则
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变换；而生成函数 F 满足全微分条件 (15.41)，并以第15.3节给出的偏导数关系生成
正则变换（可以是有限也可以是无穷小的）。从量纲上，任何相空间坐标的函数 G 都

可以作为“生成元”，而生成函数 F 的量纲则一定是作用量的量纲。对于无穷小正则

变换，通常采用的都是生成元方法。一个自然的问题是，无穷小正则变换的生成函数

是什么？在上节例15.4中知道，恒等变换的第 2 型生成函数为 F2 = qaPa，因此无穷

小正则变换的第 2 型生成函数具有形式

F2 = qaPa + ϵW (t, q,P ) , (15.81)

其中 ϵ 为无穷小参数。由 (15.53)，无穷小正则变换即

pa =
∂F2

∂qa
= Pa + ϵ

∂W (t, q,P )

∂qa
, Qa =

∂F2

∂Pa
= qa + ϵ

∂W (t, q,P )

∂Pa
. (15.82)

保留至 ϵ 的线性阶，此时 W 及其导数都可以在 {q,p} 处取值，因此上式可以写成

δqa ≡ Qa − qa = ϵ
∂G (t, q,p)

∂pa
, δpa ≡ Pa − pa = −ϵ∂G (t, q,p)

∂qa
, (15.83)

其中 G (t, q,p) = limϵ→0W (t, q,P )。对比 (15.83) 和 (15.78)，这里的 G 正是无穷小

正则变换的生成元。

15.4.2 演化即是正则变换

对比 (15.80) 和哈密顿正则方程 (14.8)（或者泊松括号表示的 (14.41)），

dξα (t)
dt = ωαβ

∂H

∂ξβ
= [ξα,H] ≡ Xα

H , (15.84)

两者的形式全同，只是其中正则变换的生成元为 G→ H，连续参数为 λ→ t。哈密顿

正则方程描述的是相空间坐标—---系统的状态—---随时间的演化。于是我们得到重
要结论：时间演化即是一种正则变换。系统在任意两个时刻之间的状态，都是以时间

t为参数的正则变换联系起来的。其生成元为哈密顿量 H，连续参数为时间 t，“相流”

即哈密顿矢量场 Xα
H，如图15.8所示（与图15.7完全类似）。对于力学量 f = f (t, ξ)，

无穷小时间演化即

df
dt =

∂f

∂t
+

∂f

∂ξα
dξα
dt =

∂f

∂t
+

∂f

∂ξα
[ξα,H] =

∂f

∂t
+ [f,H ] , (15.85)

这正是第14.3节所给出的任意力学量的演化方程 (14.40)。从正则变换的角度，对
(15.85) 有了新的理解：哈密顿量生成无穷小正则变换，将力学量在 t 时刻的值 f (t)，

变换为 t+ dt 时刻的值 f (t+ dt)。
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图 15.8: 时间演化即哈密顿量生成的正则变换。

哈密顿力学再次揭示了哈密顿量和时间的深刻联系。由此也可以理解，为什么

相空间坐标 ξα (t) 都是时间的函数，但是基本泊松括号
[
ξα (t) , ξβ (t)

]
= ωαβ 却可以

一直保持；也可以理解为什么无穷小正则变换条件 (15.73)，与判断方程是否为哈密
顿正则方程的条件 (13.29) 完全一致。因为时间演化就是正则变换，而哈密顿正则方
程实际就是无穷小正则变换的具体形式。这与第14.5.1节的讨论也完全自洽，只是那
里只提到哈密顿量生成了时间演化，而现在则明确知道，时间演化就是正则变换。时

间演化本是物理系统的动力学行为，现在却成了一个叫做哈密顿量的函数所生成的

相空间坐标变换。在这里，物理与数学的界限似乎变得模糊。而这也正印证了我们在

第十四章开头所声称的：哈密顿力学就是相空间中的几何学。

15.4.3 对称性与生成元

由 (15.77)，在函数 G 所生成的无穷小正则变换下，力学量 f 的变换为

δf ≡ f (λ+ dλ)− f (λ) =
∂f

∂ξα
δξα = ϵ

∂f

∂ξα
[ξα, G] , (15.86)

其中 f (λ) ≡ f (ξ (λ))。由 (14.36)，上式可以写成

δf = ϵ [f,G] . (15.87)

(15.87) 可以说统一了到目前为止哈密顿力学的主要结论。一方面，(15.87) 意味着在
G 所生成的无穷小正则变换下，力学量 f 的无穷小变换即由其与 G 的泊松括号给

出。反过来，(15.87) 也对泊松括号的物理意义做出了新的诠释—---与任意函数 G 做

泊松括号，即相当于在 G生成的无穷小正则变换下做变换。对比第14.5节所讨论的时
空变换算符，可见无论是时间演化 (14.82)、空间平移 (14.91) 还是空间转动 (14.99)，
都是一般形式无穷小正则变换 (15.77) 的特例。

与第14.5节的讨论类似，定义算符

Ĝ• := [•, G] , (15.88)

则力学量 f 的有限正则变换（对应相空间坐标 ξ (0) → ξ (λ)）由指数算符给出（见

习题15.18）：
f (λ) = eλĜf (0) , (15.89)
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如图15.9所示。我们再次看到，所谓“见微知著”—---有限变换即生成元的指数映射。

图 15.9: 有限正则变换与指数映射。

考虑相空间上的函数 G，假设其不显含时间，并且与哈密顿量对易，即

[G,H ] = 0. (15.90)

按照 (15.87)，这个式子可以从两个角度解读：

• δHG = 0，即视为 G 在 H 所生成的无穷小正则变换下不变。因为哈密顿量 H

生成时间演化，这无非是说力学量 G 在时间演化下不变，即是运动常数。

• δGH = 0，即视为 H 在 G 所生成的无穷小正则变换下不变。因为哈密顿量包

含了系统的全部动力学信息，因此哈密顿量 H 不变，则意味着 G 生成的无穷

小正则变换是系统的对称性。

因此我们得到重要结论，对于不显含时间的力学量 G，

G是运动常数 ⇔ G是对称变换的生成元 (15.91)

在第5.6节，我们曾在拉格朗日力学框架下，讨论了对称性与守恒律的关系，其结论
即是著名的诺特定理。(15.91) 则可视为诺特定理在哈密顿力学中的表述。时间平移、
空间平移与转动的不变性与能量、动量和角动量的联系，则是诺特定理的特例（见

第14.5节最后的总结）。在哈密顿力学框架下，(15.91) 不仅再次表明了对称性与守恒
律之间的深刻关系，而且还直接给出了用运动积分来得到对称性的方式—---运动积
分即是对称变换（作为无穷小正则变换）的生成元。此外，(15.91) 也将变换从位形
空间拓展到了相空间，从而为研究系统的对称性提供了更多的角度。

15.5 正则不变量与刘维尔定理

坐标是人为引入的，真正有物理意义的是不依赖于具体坐标的量。在哈密顿力学

框架下，有意义且重要的则是在正则变换下不变的量，被称作正则不变量（canonical
invariants）。正则不变量不依赖于具体相空间坐标的选取。在这个意义上，我们已经
知道了两个重要的正则不变量，哈密顿正则方程和泊松括号。
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15.5.1 刘维尔定理

相空间的体元（volume element）也是正则不变量。首先来看单自由度的情形。
此时相空间的体元即面元 dA = dqdp。坐标变换下面元变换为

dA→ d̃A ≡ dQdP =

∣∣∣∣det
(
∂ (Q,P )

∂ (q, p)

)∣∣∣∣ dA, (15.92)

这里 det
(
∂(Q,P )
∂(q,p)

)
即坐标变换的雅可比行列式。而因为变换是正则变换，雅可比行列

式为

det
(

∂Q
∂q

∂P
∂q

∂Q
∂p

∂P
∂p

)
=
∂Q

∂q

∂P

∂p
− ∂Q

∂p

∂P

∂q
= [Q,P ]{q,p}

正则变换
====== 1. (15.93)

可见面元变换的雅可比行列式不是别的，正是新坐标 Q,P 的基本泊松括号，在正则

变换下自然为 1。因此 d̃A = dA，即正则变换下 2 维相空间的面元不变。
对于多自由度的一般情形，{ξ} 坐标的体元与 {Ξ} 坐标的体元同样相差坐标变

换的雅可比行列式，

dV ≡ dξ1 · · · dξ2s → d̃V ≡ dΞ1 · · · dΞ2s = |detM | dV, (15.94)

其中 M 即 Mα
β ≡ ∂Ξα

∂ξβ
为坐标变换的雅可比矩阵 (15.15)。而由 (15.17)（以第二个

式子为例），两边取行列式，得到

det
(
MTωM

)
≡ detMT detω detM = detω, ⇒ |detM | = 1, (15.95)

即雅可比行列式的绝对值恒为 1。所以必然有

d̃V = dV , (15.96)

即在正则变换下，相空间的体元不变。由推导可知，这是正则变换“保辛”—---即变
换的雅可比矩阵满足辛矩阵条件 (15.17)—---的必然结论。

由于相空间中的演化即是一种正则变换，于是相空间中的任意区域，随着时间演

化，虽然形状可能发生拉伸和扭曲，但是体积保持不变，如图15.10所示。这就是著名
的刘维尔定理（Liouville’s theorem）9。刘维尔定理只在“坐标-动量”构成的相空间
中才成立。在位形空间或“坐标-速度”构成的速度相空间中，都没有类似的结论。这
正是相空间特有的“辛几何”的反映。值得强调的是，刘维尔定理与系统的哈密顿量

是否显含有时间没有关系。实际上，对于任意力学量 G (t, ξ) 所生成的正则变换，刘

维尔定理都成立。

9刘维尔定理虽然通常以刘维尔的名字命名，但其实是吉布斯在 1903 年首次提出的，因此也被称作吉布斯-刘维尔
定理。
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图 15.10: 刘维尔定理—---相空间体元不变。

例 15.9 刘维尔定理

考虑哈密顿量 H = qp，其运动方程为 q̇ = [q,H] = q 和 ṗ = [p,H] = −p。这意味着
随着时间的演化，坐标 q 指数增长，而动量 p 指数衰减（以同样的速率）。给定能量 E，系

统的相流（等 E 线）qp = E 为双曲线，如图15.11所示。图中展示了“等 E 线”与“等 p

线”（右半阴影区域）以及“等 E 线”与“等 q 线”（左半阴影区域）所围成的区域随时间

的演化。可见，区域的形状在 q 方向被拉长、而在 p 方向被压缩。这样“一增一减”互相

抵消的结果，正好保证了区域的面积始终不变。

图 15.11: 哈密顿量 H = qp 的相流与相空间区域随时间的演化。

15.5.2 相空间密度

相空间的体元更多的是数学概念，可以考虑更物理一点的对象。给定相空间上

函数 G，即沿着哈密顿矢量场 XG 生成正则变换的“相流”。相空间中处处分布着

大量的相点，这些相点就沿着相流从一点“流到”另一点，“流速”则是 XG。如

图15.12所示（可以与图13.6对照），图中每一个小箭头代表该处的哈密顿矢量场 XG。

对于相空间中任意固定区域（如图15.12中阴影区域），如果单位时间内“流入”的
点多于“流出”的点，则区域内相点的密度在增加；反之，如果“流入”的点少于

“流出”的点，则相点的密度在减少。数学上，对这种“或聚或散”的定量描述即矢

量场的“散度”（divergence）。例如，3 维空间矢量场 v = {v1, v2, v3} 的散度即
∇ · v ≡ ∂vi

∂xi = ∂v1

∂x1 + ∂v2

∂x2 + ∂v3

∂x3。对于哈密顿矢量场 XG，由 (15.75)，其在相空间中
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的散度为

∇ ·XG ≡ ∂Xα
G

∂ξα
=

∂

∂ξα

(
ωαβ

∂G

∂ξβ

)
= ωαβ︸︷︷︸
反对称

∂2G

∂ξα∂ξβ︸ ︷︷ ︸
对称

≡ 0, (15.97)

即哈密顿矢量场的散度恒为零。这意味着，相空间任意给定区域内的相点，既不会越

聚越多，也不会越散越少，而是一直保持不变。哈密顿矢量场源自函数 G的梯度（一

般散度非零），但是经过辛矩阵的作用，成了散度为零的矢量场。这也再次反映了相

空间中辛矩阵所起到的关键作用。

图 15.12: 刘维尔定理—---相流像是不可压缩的流体。

形象地说，相空间的相点在哈密顿矢量场—---对应单参数正则变换—---的作用下
形成“相流”。而相流像是不可压缩的流体—---密度均匀，且始终不变。这也是刘维
尔定理的另一等价表述。如果“追踪”相空间中大量相点的“流动”，相点所占据的区

域形状可能改变，但因为相流的密度不变，因此总体积保持不变。如图15.13所示10，

初始时刻相点均匀分布于矩形区域内，随着时间演化，相点所占的区域发生了拉伸和

扭曲，但是所占的体积（平面上即面积）却保持不变。图15.13也非常直观地展示了
正则变换的“流动”性质。

图 15.13: 相空间中相点的演化。(a) t = 0 时刻相点均匀分布于矩形局域。(b) t = 1

时刻。(c) t = 8 时刻。

有时候无法确知系统处于某个相点（某个确定状态），而只知道系统处于某相点

10这里的哈密顿量为 H (q, p) = 1
2
p2 + 1

2
q2 + sin (q + 2p) + sin (q − 2p) + sin (2q + p) + sin (2q − p)。
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附近的概率 dP = ρ (t, ξ) dV，其中 dV 即相空间体元，ρ (t, ξ)即相点 {ξ}处的概率密
度。如图15.14所示，在演化过程中，{ξ}附近的体元 dV 变成

{
ξ̃
}
附近的体元 d̃V，区

域内相点数目不变，因此系统处于该区域的概率也是不变的。即 d̃P = ρ
(
t̃, ξ̃
)

d̃V =

dP = ρ (t, ξ) dV。而因为体元本身不变 d̃V = dV，这意味着概率密度在演化过程中
也是不变的，ρ

(
t̃, ξ̃
)
= ρ (t, ξ)，即有

dρ
dt =

∂ρ

∂t
+ [ρ,H] = 0 . (15.98)

上式称为刘维尔方程（Liouville’s equation）。这实际上就是“相流像是不可压缩流
体”、或者说刘维尔定理的又一种等价表述。相空间中每一个相点代表系统某个可能

状态，大量相点的集合被称作“系综”（ensemble）11。对于系综和相空间概率密度的

研究将带领我们进入统计力学的广阔天地。作为统计力学的基本定理，刘维尔定理只

在相空间才成立，这也是统计力学以相空间和哈密顿力学为出发点的原因之一。

图 15.14: 刘维尔定理—---相空间概率密度不变。

15.6 三种空间：对比与总结

作为哈密顿力学到目前为止的一个小结，将欧氏、闵氏和相空间中的相关概念和

结论做一对比和总结。

11系综的概念是吉布斯于 1878 年引入的。
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欧氏空间 闵氏时空 相空间

基本结构 δij

欧氏度规

ηµν

闵氏度规

ωαβ

辛矩阵

标准坐标 {xi}
直角坐标

{xµ} = {ct, xi}
直角坐标

{ξα} = {qa, pa}
正则坐标

内积括号 〈f, g〉 = δij ∂f
∂xi

∂g
∂xj 〈f, g〉 = ηµν ∂f

∂xµ

∂g
∂xν [f, g] = ωαβ ∂f

∂ξα
∂g
∂ξβ

泊松括号

坐标变换 xi → Xi(t,x) xµ → Xµ(x) ξα → Ξα(t, ξ)

变换矩阵 Rij =
∂Xi

∂xj Λµν =
∂Xµ

∂xν Mα
β = ∂Ξα

∂ξβ

不变结构 保欧氏度规 保闵氏度规 保辛矩阵

变换条件 δklR
k
iR

l
j = δij

转动变换

ηρσΛ
ρ
µΛ

σ
ν = ηµν

洛伦兹变换

ωρσM
ρ
αM

σ
β = ωαβ

正则变换

矩阵形式 RT1R = 1

正交矩阵

ΛTηΛ = η

不定正交矩阵

MTωM = ω

辛矩阵

括号形式 〈Xi, Xj〉 = δij 〈Xµ, Xν〉 = ηµν
[
Ξα,Ξβ

]
= ωαβ

基本泊松括号

不变体元 |detR| = 1

d̃V = dV
|detΛ| = 1

d̃V = dV
|detM | = 1

d̃V = dV
刘维尔定理

习题

15.1 一维谐振子的哈密顿量为 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2，考虑相空间坐标变换 q = aQ + bP，

p = cQ+ dP，其中 a, b, c, d 都是常数。（1）求 Q 和 P 满足的运动方程，（2）根据 (13.29)，证明
Q 和 P 的方程一般不是哈密顿正则方程，（3）若要求 Q 和 P 的方程为哈密顿正则方程（即变换

是正则变换），求 a, b, c, d 满足的条件。

15.2 接习题15.1，（1）若变换是正则变换，求其第 1 型生成函数；（2）求 a, b, c, d 进一步满

足什么条件时，变换后的哈密顿量具有 K = λQP 的形式，并求常数 λ；（3）根据（2）的结果求
解 Q,P，并根据逆变换求 q, p 的解，以验证其正是谐振动。

15.3 证明 ωρσ ∂ξ
α

∂Ξρ
∂ξβ

∂Ξσ = ωαβ（(15.14) 第二式）等价于 ωρσ
∂Ξρ

∂ξα
∂Ξσ

∂ξβ
= ωαβ。（提示：证明

矩阵 Λαβ = ωρσ
∂Ξρ

∂ξα
∂Ξσ

∂ξβ
是矩阵 Παβ = ωρσ ∂ξ

α

∂Ξρ
∂ξβ

∂Ξσ 的逆）

15.4 考虑变换 q = f (P ) sinQ 和 p = mωf (P ) cosQ，利用隐函数关系，求 [Q,P ]{q,p}，并

验证变换是正则变换的条件 (15.24)。
15.5 利用正则变换保泊松括号的定义，证明若 {q, p} → {Q,P} 是正则变换，{Q,P} →

{Q′, P ′} 是正则变换，则 {q, p} → {Q′, P ′} 也是正则变换。
15.6 若矩阵M1 和M2 都是辛矩阵（即满足 (15.17)），证明其乘积M1M2 也是辛矩阵。

15.7 定义 {f, g}ξ = ωρσ
∂ξρ

∂f
∂ξσ

∂g
，称作 f 和 g 的拉格朗日括号。证明拉格朗日括号在正则

变换下也是不变的。
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第十五章 正则变换 15.6 三种空间：对比与总结

15.8 （1）对于单自由度系统，证明变换 Q = arctan λq
p
和 P = λq2

2

(
1 + p2

λ2q2

)
是正则变换，

其中 λ 是任意常数；（2）对于 2 自由度系统，证明变换 Q1 = q1q2，Q2 = q1+ q2，P1 = p1−p2
q2−q1 +1

和 P2 = q2p2−q1p1
q2−q1 − q1 − q2 是正则变换。

15.9 给定函数 F1 = F1 (t, q,Q)，根据隐函数求导，证明按照第 1 型生成函数的偏导数关系
(15.49) 是正则变换，即新坐标满足基本泊松括号

[
Qa, Qb

]
= 0，[Pa, Pb] = 0 和 [Qa, Pb] = δab。

15.10 对于 s自由度系统，考虑第 2型生成函数 F2 = qaPa+f (t, q)和 F2 = qaPa+g (t,P )，

分别求其正则变换关系，并指出其物理意义。

15.11 对于单自由度系统的变换（已证其为正则变换）Q = ln
(

sin p
q

)
，P = q cot p，求其第

3 型生成函数 F3 (p,Q)。

15.12 对于单自由度系统，考虑第 1 型生成函数 F1 (t, q,Q) = m(q−Q)2

2t
。（1）求正则变换的

具体形式；（2）求自由粒子哈密顿量 H = p2

2m
在此变换后的形式 K (t, Q, P )，（3）根据（2）的结

果，求解 Q,P；（4）根据（3）的解及逆变换，求 q, p 的解，并验证其正是匀速直线运动。

15.13 考虑 2 自由度系统，已知 Q1 和 Q2 的变换为 Q1 =
(
q1
)2
和 Q2 = q1 + q2。（1）

为了使整个变换是正则变换，求 P1 和 P2 变换的一般形式；（2）若系统的哈密顿量为 H =(
p1−p2
2q1

)2
+ p2 +

(
q1 + q2

)2
，利用（1）的结果，选择合适的 P1 和 P2 的变换形式，使得变换后的

哈密顿量具有 K = (P1)
2 + P2 的简单形式；（3）利用（2）的结果，求解 Q1, Q2, P1, P2 的演化，

并最终给出 q1, q2, p1, p2 的通解。

15.14 对于 2自由度系统，考虑变换Q1 =
(
q1
)2
，Q2 = q2 sec p2，P1 = p1

2q1
− q2

q1
sec p2和 P2 =

sin p2 − 2q1。（1）证明其是正则变换；（2）证明其可由生成函数 F =
(
q1
)2
P1 +2q1Q2 −Q2 sin p2

生成。（提示：此生成函数为混合型）

15.15 考虑无穷小变换 qa → ϵua 和 pa → pa + ϵva，利用正则变换保泊松括号不变的定义，

证明这一变换在无穷小参数 ϵ 的线性阶是正则变换的条件是 (15.73)。
15.16 证明变换 (15.78) 在 ϵ 的线性阶是正则变换。

15.17 利用无穷小正则变换，可以给出泊松括号的雅可比恒等式的简洁证明。（1）证明泊松
括号的变换满足莱布尼茨规则，即 δ [f, g] = [δf, g] + [f, δg]。（2）若无穷小变换由函数 h 生成，利

用 (15.87) 和（1）的结果，证明泊松括号的雅可比恒等式。
15.18 利用泰勒展开，证明 (15.89)。（提示：证明 df

dλ 与 [f,G] 的等价性）

15.19 考虑平面上点粒子的角动量为 J = xpy − ypx。（1）求 J 所生成的无穷小变换 δx 和

δy；（2）证明角动量 J 所生成的无穷小正则变换即平面上的无穷小转动。

15.20 考虑单自由度系统，哈密顿量为H = 1
2

(
1
q2

+ p2q4
)
，（1）求 q, p的运动方程；（2）猜

想并确定合适的正则变换，使得变换后的哈密顿量具有一维简谐振子的形式，即K = 1
2

(
Q2 + P 2

)
；（3）

求（2）中所求的正则变换的第一类生成函数 F1 (q,Q)；（4）验证变换后 Q,P 的运动方程等价于

变换前 q, p 的运动方程，即可以互相导出。

15.21 考虑 2 维相空间上的函数 G (q, p) = qp。（1）求其哈密顿矢量场；（2）求其生成的无
穷小正则变换；（3）求该正则变换对应的第 2 型生成函数。

15.22 考虑自由粒子，对于 t = 0 时刻相平面上矩形区域，（1）求演化至 t 时刻的区域形状，

并定性在相图上画出来；（2）证明任意时刻区域面积不变。
15.23 考虑哈密顿量 H = qp，对于 t = 0 时刻相平面上的矩形区域，（1）求演化至 t 时刻

的区域形状，并定性在相图上画出来；（2）证明任意时刻区域面积不变。
15.24 证明刘维尔方程 (15.98)可以写成“连续性方程”∂ρ

∂t
+∇·J = 0的形式，其中 J = ρXH

为概率流密度矢量，XH 为哈密顿矢量场，∇ · J ≡ ∂Jα

∂ξα
为相空间散度。

15.25 在第14.6节中讨论过南部力学，其中力学量 f 的无穷小变换由 2 个函数 g, h 生成
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15.6 三种空间：对比与总结 第十五章 正则变换

δf = ϵ [f, g, h]，其中 [f, g, h] 为南部括号。仿照习题15.17的推导，证明南部括号的雅可比恒等式
(14.103)。

15.26 考虑一组 3 个变量的变换 {q, p, r} → {Q,P,R}，雅可比矩阵满足
∣∣∣ ∂(Q,P,R)
∂(q,p,r)

∣∣∣ = 1。证

明南部括号在这个变换下不变，即 [f, g, h]{q,p,r} = [f, g, h]{Q,P,R}。
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第十六章 哈密顿-雅可比理论

“时间演化即是正则变换”这一事实，为具体求解系统的演化提供了全新的思路。

一方面，给定系统的初始状态（相空间坐标），经过正则变换即可得到其在任意时刻

的状态。反过来，系统在任意时刻的状态，必定可以通过正则变换（逆变换）变回到

其初始状态，即一组常数。因此，求解演化即归结为寻找一个正则变换，将系统的状

态和一组常数联系起来。如何得到这个正则变换的具体形式？特别是，时间演化作为

正则变换的“生成函数”是什么？这正是哈密顿-雅可比理论所要回答的问题。

16.1 哈密顿-雅可比方程

16.1.1 寻找最简单的正则变换

从运动方程的角度，拉格朗日方程是位形空间中 s个 2阶微分方程，哈密顿正则
方程是相空间中 2s 个 1 阶微分方程。对于前者，并没有通用的求解方法。对于后者，
因为相空间中存在正则变换这一强大工具，使得系统且通用的求解方法成为可能。哈

密顿-雅可比理论最初正是为了求解哈密顿正则方程而提出的。
我们说“求解方程”是什么意思？首先，有 2s 个初始条件，即 s 个初始坐标和

s 个初始动量 {q̄, p̄} ≡ {q̄1, q̄2, · · · , q̄s, p̄1, p̄2, · · · , p̄s}，这里 q̄, p̄ 上的一横代表初始时

刻的值，都是常数。当我们说方程被完全解出，即是说用这 2s 个初始条件，即 2s 个

常数表达出了任意时刻的 2s 个广义坐标和广义动量，即

qa (t) = qa (t, q̄, p̄) , pa (t) = pa (t, q̄, p̄) , a = 1, · · · , s. (16.1)

而既然演化就是一种正则变换，那么这组“解”所给出的其实就是 2s个常数 {q̄, p̄}—
---初始时刻的相空间坐标，到 {q (t) ,p (t)}—---任意 t 时刻相空间坐标的正则变换：

{q̄, p̄} 正则变换
========⇒ {q (t) ,p (t)} . (16.2)

反过来，既然正则变换是可逆的，就可以通过逆变换，把任意时刻的 {q (t) ,p (t)} 变
回到初始值 {q̄, p̄}，而后者是 2s 个常数，即

{q (t) ,p (t)} 正则变换
========⇒ {q̄, p̄} . (16.3)
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16.1 哈密顿-雅可比方程 第十六章 哈密顿-雅可比理论

于是，求解哈密顿正则方程就归结为寻找一个正则变换，把全部的相空间坐标变成常

数。

怎么才能把全部的相空间坐标变成常数？正则变换把 {q,p} 变到 {Q,P }，新的
哈密顿量 K 满足

K = H +
∂F

∂t
, (16.4)

这里其中 F 为正则变换的生成函数。如果变换后 2s 个相空间坐标 {Q,P } 都是常
数，即意味着新相空间坐标的哈密顿正则方程为

Q̇a =
∂K

∂Pa
≡ 0, Ṗa =

∂K

∂Qa
≡ 0, a = 1, · · · , s, ⇒ K = K(t), (16.5)

即变换后的哈密顿量与新的相空间坐标无关。因为 K (t) 可以任意选取，最简单的当

然就是令 K (t) = 0，于是 (16.4) 成为

H +
∂F

∂t
= 0, (16.6)

这就是正则变换的生成函数 F 满足的微分方程。到这里，问题已经完全清楚：求解

哈密顿正则方程，相当于寻找一个正则变换，把哈密顿量变为零。这就是哈密顿-雅可
比理论的核心思想。看上去一个恒为零的哈密顿量丢掉了所有信息，但是不要忘了，

这个“空无一物”的哈密顿量 K 是由一个“有内涵”的哈密顿量 H 通过正则变换变

化而来。所有并没有任何信息的丢失，所有演化的信息都包含在正则变换中了。

哈密顿-雅可比理论具有非常直观的几何图像。如图16.1(a) 所示，相空间中每一
条流线代表系统的某个可能的演化轨迹。而因为相空间中的流线是永不相交的，因此

每一条流线其实都可以用其上任意一点来代表。哈密顿-雅可比理论所要寻找的正则
变换，所给出的正是每条流线的“代表点”，即将每一条流线在新的相空间中变换成、

或者说对应为一个点。在新的相空间中，新的哈密顿量为零，相点都是“静止”不动

的1。

图 16.1: 哈密顿-雅可比理论的几何图像：把相流变成点。

如果加上时间轴，将 2s 维相空间和 1 维时间轴合在一起构成 2s + 1 维的空间，

相空间演化的“时间轨迹”可以视为这个 2s+1 维空间中的曲线，如图16.2所示。哈
1这意味着在变换后的相空间中，某自由度可以有非零的广义动量（常数），但是广义坐标却不变—---保持“静止”。

有动量却“不动”，乍一看很奇怪。但这其实正反映了，在相空间中“广义动量”已经丧失了衡量运动快慢的直观意义。

特别是，其与广义坐标的变化率—---广义速度，并没有直接的联系。
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第十六章 哈密顿-雅可比理论 16.1 哈密顿-雅可比方程

密顿-雅可比理论即相当于找一个正则变换，使得变换后的“时间轨迹”被拉成直线。
这个“拉直”的操作即对应哈密顿-雅可比理论的正则变换2。需要强调的是，这种“拉

直”一般无法整体做到，而是不同时刻需要作不同的“拉伸”和“扭曲”，所以相应

的正则变换必然是含时的。

图 16.2: 哈密顿-雅可比理论的几何图像：将时间轨迹拉直。

16.1.2 哈密顿-雅可比方程

到这里，我们还没有规定生成函数 F 是谁的函数，或者说是第几种基本类型。因

为演化作为正则变换必然包括恒等变换，而由例15.4知，恒等变换对应第 2 型生成函
数，因此通常取第 2型生成函数 F → F2 (t, q,P )3。根据我们的目的，做正则变换后，

新的广义坐标和广义动量都是常数，即要求

{Q,P } ≡ {β,α} =
{
β1, · · · , βs, α1, · · · , αs

}
=常数 . (16.7)

注意，这里的 2s 个常数 {β,α} 不一定就是 2s 个初始条件 {q̄, p̄} 本身，而可以是其
2s 个独立组合（这种组合当然必然是正则变换）。于是生成函数可以写成

F2 (t, q,P ) = S (t, q,α) . (16.8)

这里 S (t, q,α) 被称作哈密顿主函数（Hamilton’s principal function），其是 t 和广

义坐标 {q}的函数，同时包含着 s个常数 {α1 · · · , αs}作为参数。因为哈密顿主函数
就是正则变换的生成函数，所以哈密顿主函数的量纲就是作用量的量纲。简洁起见，

有时也省略哈密顿主函数中的参数 {α}，记为 S (t, q)。

由第 2 型生成函数的正则变换关系 (15.53)，得到

pa =
∂S (t, q,α)

∂qa
, a = 1, · · · , s, (16.9)

又 Qa ≡ βα，因此

βα =
∂S (t, q,α)

∂αa
≡常数, a = 1, · · · , s, (16.10)

2形象点说，就像用梳子把一头卷发梳成直发。这个“梳子”就是正则变换的生成函数（哈密顿主函数）。
3当然，实际上取第 1 型生成函数 F → F1 (t, q,Q) 也是可以的。取第 3、4 型生成函数也可以得到类似的方程。
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16.1 哈密顿-雅可比方程 第十六章 哈密顿-雅可比理论

变换后的哈密顿量为

K = H (t, q,p) +
∂S (t, q,α)

∂t
≡ 0. (16.11)

利用 (16.9)，将 (16.11) 的哈密顿量 H 中广义动量 pa 换成 ∂S
∂qa
，即得到

H

(
t, q1, · · · , qs, ∂S

∂q1
, · · · , ∂S

∂qs

)
+
∂S

∂t
= 0 . (16.12)

这就是著名的哈密顿-雅可比方程（Hamilton–Jacobi equation）4，其是关于哈密顿

主函数 S (t, q) 的一阶非线性偏微分方程。

在哈密顿-雅可比理论的框架下，核心任务就是求解哈密顿-雅可比方程 (16.12)。
哈密顿主函数有 s + 1 个变量，即时间参量 t 和广义坐标 {q1, · · · , qs}。相应地，哈
密顿-雅可比方程 (16.12) 的通解包含 s + 1 个积分常数。注意到哈密顿主函数 S 本

身没有出现在哈密顿-雅可比方程中，只有其偏导数出现。因此若 S 是 (16.12) 的一
个解，则其加上任意常数也必然是一个解，所以哈密顿主函数的通解必然包括一个任

意可加常数 S0，即 S = S (t, q,α) + S0。除了这个任意可加常数之外，另外有 s 个

不可加的积分常数 {α1, · · · , αs}。注意，哈密顿-雅可比方程本身没有规定 S 对变换

后的广义动量 {P } 的依赖关系，因此通常即取这 s 个不可加常数 {α1, · · · , αs} 为变
换后的广义动量 Pa ≡ αa。可加常数 S0 对正则变换没有贡献，所以以下默认忽略。

哈密顿-雅可比方程是 S (t, q) 的非线性方程，通解往往难以求得。但实际上并

不需要求哈密顿-雅可比方程的“通解”，而只需要求出其“特解”。假设已经求得满
足 (16.12)、包含 s 个常数 {α1, · · · , αs} 的某个特解 S (t, q,α)。由隐函数定理，能从

(16.10) 中反解出全部 s 个广义坐标

qa = qa (t,β,α) , a = 1, · · · , s, (16.13)

的前提是 (16.10) 对于 {q1, · · · , qs} 是 s 个独立的方程，这即要求

det
(
∂2S (t, q,α)

∂qaαb

)
6= 0 . (16.14)

这实际就是第15.3节讨论的、要求正则变换可逆，生成函数的黑塞矩阵非退化条件。
满足这一条件的特解 S (t, q,α) 也被称为哈密顿-雅可比方程的完全积分（complete
integral）。此时 (16.13) 即给出了旧广义坐标 {q} 随时间的演化。再将 (16.13) 代入
(16.9)，得到

pa = pa (t,β,α) =
∂S (t, q,α)

∂qa

∣∣∣∣
qa=qa(t,β,α)

, a = 1, · · · , s, (16.15)

4哈密顿-雅可比理论是哈密顿和雅可比在 1834-1837 年间发展起来的。
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即给出旧广义动量 {p} 随时间的演化。可见，只要找到满足非退化条件 (16.14) 的哈
密顿-雅可比方程的“某个”完全积分 S (t, q,α)，则因为 (16.13) 和 (16.15) 含有 2s

个独立常数 {β,α}，原则上即包含了所有可能的初始条件，即可以给出哈密顿正则
方程的“通解”。到这里，从求解演化的角度，问题就已经完全解决。

可以总结一下利用哈密顿-雅可比方程求解问题的具体步骤：

1. 根据系统的哈密顿量，将其中的广义动量 pa 替换为 ∂S
∂qa
，按照 (16.12) 写出哈

密顿-雅可比方程；

2. 求哈密顿-雅可比方程的完全积分 S (t, q,α)，其中包含 s个非可加的常数 {α1, · · · , αs}，
并满足非退化条件 (16.14)；

3. 将常数 {α1, · · · , αs} 作为变换后的广义动量，根据正则变换关系 (16.10)，求得
s 个广义坐标 (16.13)；

4. 根据正则变换关系 (16.9)，并代入 (16.13)，求得 s 个广义动量 (16.15)。

16.2 分离变量

哈密顿-雅可比理论的强大之处在于，我们并不需要求哈密顿-雅可比方程的通解，
而只需要求其特解—---完全积分。任何一个哈密顿-雅可比方程的完全积分，都足以
给出系统运动的“通解”。这就为实际求解哈密顿-雅可比方程提供了很多简化的思路。
对于偏微分方程，最常用的求特解方法即分离变量（separation of variables）法。典
型的可分离变量系统包括含有循环坐标和哈密顿量不含时的情形。

若 s 自由度系统的哈密顿量含有一个循环坐标，记为 qs，则其共轭动量为运动

常数，由 (16.10) 即

ps =
∂S

∂qs
=常数 ≡ αs. (16.16)

对 qs 积分，即得到具有分离变量形式的哈密顿主函数

S (t, q) = S̄
(
t, q1, · · · , qs−1

)
+ αsq

s, (16.17)

其中 S̄ 是 s− 1 个非循环坐标以及时间 t 的函数。代入 (16.12)，得到

H

(
t, q1, · · · , qs−1,

∂S̄

∂q1
, · · · , ∂S̄

∂qs−1
, αs

)
+
∂S̄

∂t
= 0, (16.18)

其中包含常数 αs 作为参数。于是问题就简化为求解关于 s 个变量 {t, q1, · · · , qs−1}
的函数 S̄ (t, q1, · · · , qs−1) 所满足的哈密顿-雅可比方程。(16.17)的形式并不完全是数
学技巧。实际上，哈密顿-雅可比理论的思想即通过正则变换将广义坐标、广义动量
都变为常数，而既然 ps 已经是运动常数，那么对于共轭变量对 {qs, ps}，我们首先只
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需要做恒等变换即可。恒等变换的第 2 型生成函数为 F2 = qsPs = qsps = qsαs（见

例15.4），正是 (16.17) 中的最后一项5。推广到 s − k 个循环坐标情形，记循环坐标

为
{
qk+1, · · · , qs

}
，共轭动量为 {pk+1, · · · , ps} ≡ {αk+1, · · · , αs}，则 (16.17) 推广为

S (t, q) = S̄
(
t, q1, · · · , qk

)︸ ︷︷ ︸
非循环坐标

+αk+1q
k+1 + · · ·+ αsq

s︸ ︷︷ ︸
循环坐标

, (16.19)

其中 S̄
(
t, q1, · · · , qk

)
满足约化的哈密顿-雅可比方程

H
(
t, q1, · · · , qk, ∂S̄

∂q1
, · · · , ∂S̄

∂qk︸ ︷︷ ︸
非循环坐标

, αk+1, · · · , αs︸ ︷︷ ︸
s−k个常数

)
+
∂S̄

∂t
= 0. (16.20)

对于哈密顿量不显含时间的情形，假设哈密顿主函数具有分离变量形式

S (t, q) ≡W (q) + V (t) , (16.21)

代入 (16.12)，利用 ∂S
∂qa

= ∂W
∂qa
，得到

H

(
q,
∂W (q)

∂q

)
= −V ′ (t) . (16.22)

上式左边只和广义坐标 {q} 有关，右边只和 t 有关，要等式成立，唯一的可能是两

边等于共同的常数，即

H

(
q,
∂W (q)

∂q

)
= −V ′ (t) =常数 ≡ E. (16.23)

这个结果是显然的，因为我们已经知道哈密顿量不含时间，则哈密顿量是运动常数，

因此自然把这个常数记为 E。对 V ′ (t) = −E 积分得到 V = −Et，这里省略了可加
常数。因此哈密顿主函数成为

S (t, q) ≡W (q)− Et , (16.24)

这里的 W = W (q) 也被称为哈密顿特征函数（Hamilton’s characteristic function），
满足不含时的哈密顿-雅可比方程

H

(
q1, · · · , qs, ∂W

∂q1
, · · · , ∂W

∂qs

)
= E =常数 . (16.25)

与哈密顿-雅可比方程的情形一样，哈密顿特征函数只需要是 (16.25) 的完全积分。哈
密顿特征函数 W (q) 含有 s 个变量 {q1, · · · , qs}，且 W 本身不出现在方程中，因此

给定常数 E，其特解包含 s 个积分常数，其中一个为可加常数，另外 s− 1 个为不可

5加上 S̄
(
t, q1, · · · , qs−1

)
后，仍然有 ps = Ps = αs。但因为因为 S̄ 依赖参数 αs，因此新广义坐标 Qs 发生

变化（从而也被变为常数）。

高显 308 经典力学
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加的常数，记为 {α2, · · · , αs}。再加上 E（可视为 α1 ≡ E），哈密顿特征函数总共含

有 s 个不可加积分常数，即 W = W (q, E, α2, · · · , αs)。虽然完整的哈密顿主函数由
(16.24) 给出，但是因为哈密顿特征函数 W 已经包含了 s 个不可加常数，因此本身

也可以作为正则变换的第 2 型生成函数，并给出系统运动的通解。此时变换后的哈
密顿量（注意 W 不含时间）即

K = H = α1 ≡ E, (16.26)

换句话说，变换后的新哈密顿量本身即第一个不可加常数。

值得一提的是，哈密顿-雅可比方程的完全积分必须满足非退化条件 (16.14)。而
通过分量变量所求得的解 S (t, q,α) 并不能自动保证这一点。

例 16.1 哈密顿-雅可比方程求解非相对论性自由粒子

非相对论性自由粒子的哈密顿量为 H = p2

2m
。哈密顿量不含时，可以直接利用 (16.25)，

即有
(W ′ (q))

2

2m
=常数 = E, (16.27)

从中解出 W ′ (q) =
√
2mE（这里正负号无关紧要，因为我们只需要求哈密顿-雅可比方程

的“特解”），积分得到 W (q) =
√
2mEq，这里省略了可加的积分常数。由 (16.24)，哈密

顿主函数为

S (t, q, E) =
√
2mEq − Et. (16.28)

现在的问题是，(16.28) 中什么对应变换后的新广义动量 P ≡ α？根据哈密顿-雅可比理论，
新广义动量 P 是哈密顿主函数中的积分常数。(16.28) 除了 t 和 q，还包含常数 E。实际上，

E 的任意函数（当然是常数）都可作为新广义动量。最简单的选择是直接取 E 本身作为新

广义动量 α = E，于是根据 (16.10)，新广义坐标为

β =
∂S

∂E
=

√
m

2E
q − t =常数. (16.29)

β 具有“时间”的量纲，所以不妨记为 β ≡ −t0（负号只是约定），于是得到

q (t) =

√
2E

m
(t− t0) , (16.30)

对应 t0 时刻的初始条件 q (t0) = 0。(16.9) 则给出

p (t) =
∂S (t, q, E)

∂q
=

√
2mE ≡ p0, (16.31)

这里 p0 具有动量的量纲，正对应初始动量。解 (16.31) 和 (16.30) 本身令人乏味，其无非
是表明自由粒子在做匀速直线运动。但是，在哈密顿-雅可比理论中，解 (16.31) 和 (16.30)
的形式被赋予了新的意义—---即常数 {β, α} ≡ {−t0, E} 和 {q (t) , p (t)} 之间的单参数正
则变换，其中变换参数即时间 t。可以验证，

[q (t) , p (t)]{−t0,E} =

[√
2E

m
(t− t0) ,

√
2mE

]
= 2

√
E
∂
√
E

∂E
[−t0, E]︸ ︷︷ ︸

=1

= 1,
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即若 [−t0, E] = 1，则 [q (t) , p (t)] = 1，也满足基本泊松括号，可见 (16.31) 和 (16.30) 确
实是正则变换。反过来，由 (16.31) 和 (16.30) 解得 −t0 =

√
m
2E
q− t ≡ m q

p
− t 和 E = p2

2m
，

于是

[−t0, E]{q,p} =

[
m
q

p
− t,

p2

2m

]
=

1

2p

[
q, p2

]
= [q, p]︸︷︷︸

=1

= 1.

可见若 [q, p] = 1，则 [−t0, E] = 1，也满足基本泊松括号。通过这个例子，也再次印证了

“时间”与“能量”互为共轭正则变量。从量纲角度，也可以选择新广义动量为

α =
√
2mE ≡ p0 =常数,

于是 (16.28) 可写成

S (t, q, p0) = p0q −
p20
2m

t.

根据 (16.10)，新广义坐标即为

β =
∂S (t, q, p0)

∂p0
= q − p0

m
t =常数.

这里常数 β 具有“坐标”的量纲，于是不妨取为 β ≡ q0。于是得到

q (t) = q0 +
p0
m
t. (16.32)

而 (16.9) 则给出

p (t) =
∂S (t, q, p0)

∂q
= p0. (16.33)

同样，在哈密顿-雅可比理论中，解 (16.32) 和 (16.33) 的意义是常数 {β, α} ≡ {q0, p0} 和
{q (t) , p (t)} 之间的正则变换。可以验证（过程略），

[q (t) , p (t)]{q0,p0} = 1, ⇔ [q0, p0]{q,p} = 1.

例 16.2 哈密顿雅可比方程求解一维谐振子

一维谐振子的哈密顿量为 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2，哈密顿量不含时，可以直接利用 (16.25)，

得到
1

2m

(
W ′ (q)

)2
+

1

2
mω2q2 = E =常数. (16.34)

从中解得 (W ′ (q))
2
= 2m

(
E − 1

2
mω2q2

)
，于是一维谐振子的哈密顿主函数即

S (t, q, E) =

ˆ
dq
√

2mE −m2ω2q2 − Et, (16.35)

其中包含常数 E。直接取常数 E 为新广义动量 α = E，由 (16.10)，对应的新广义坐标即

β =
∂S (t, q, E)

∂E
=

ˆ
dq m√

2mE −m2ω2q2
− t =

1

ω
arcsin

(√
m

2E
ωq

)
− t =常数.

常数 β 具有时间的量纲，不妨记作 α = −t0（负号只是约定）。从中解得 q 为

q(t) =

√
2E

mω2
sin (ω (t− t0)) , (16.36)
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对应初始条件为 q (t0) = 0。另一方面，(16.9) 则给出

p =
∂S (t, q, E)

∂q
=
√

2mE −m2ω2q2,

将 (16.36) 代入，化简得到

p (t) =
√
2mE cos (ω (t− t0)) . (16.37)

到这里，问题就完全解决。解 (16.36) 和 (16.37) 正是熟知的谐振动。在哈密顿-雅可比理论
下，解 (16.36) 和 (16.37) 的意义是常数 {β, α} = {−t0, E} 和 {q (t) , p (t)} 之间的正则变
换，变换参数即时间 t。可以验证，

[q (t) , p (t)]{−t0,E} =
∂q (t)

∂ (−t0)
∂p (t)

∂E
− ∂q (t)

∂E

∂p (t)

∂ (−t0)

=

√
2E

m
cos (ω (t− t0)) ·

√
m

2E
cos (ω (t− t0))

+
sin (ω (t− t0))

ω
√
2mE

· ω
√
2mE sin (ω (t− t0)) = 1,

即满足基本泊松括号。反过来，从 (16.36) 和 (16.37) 中反解出 −t0 和 E 作为 q, p 的函数，

−t0 =
1

ω
arcsin

(
mωq√

p2 +m2ω2q2

)
− t, E =

p2

2m
+

1

2
mω2q2,

同样有

[−t0, E]{q,p} =
∂ (−t0)
∂q

∂E

∂p
− ∂ (−t0)

∂p

∂E

∂q
=

mp

p2 +m2q2ω2
· p
m

+
mq

p2 +m2q2ω2
·mqω2 = 1.

和例16.1一样，也可以取 α =
√
2mE = p0 为新广义动量，则哈密顿主函数 (16.35) 可以写

成

S (t, q, p0) =

ˆ
dq
√
p20 −m2ω2q2 − p20

2m
t.

由 (16.10)，对应新广义坐标即

β =
∂S (t, q, p0)

∂p0
=

ˆ
dq p0√

p20 −m2ω2q2
− p0
m
t =

p0
mω

arcsin
(
mω

p0
q

)
− p0
m
t =常数.

常数 β 有坐标的量纲，于是不妨令 β = q0，从中解出 q 为

q (t) =
p0
mω

sin
(
ωt+mω

q0
p0

)
. (16.38)

(16.9) 则给出

p (t) =
∂S (t, q, p0)

∂q
=
√
p20 −m2ω2q2,

将 (16.38) 代入，化简得到

p (t) = p0 cos
(
ωt+mω

q0
p0

)
. (16.39)

同样，在哈密顿-雅可比理论框架下，解 (16.38) 和 (16.39) 的意义是常数 {β, α} ≡ {q0, p0}
和 {q (t) , p (t)} 之间的正则变换。可以验证（过程略）

[q, p]{q0,p0} = 1, ⇔ [q0, p0]{q,p} = 1.
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例 16.3 哈密顿-雅可比方程求解单摆

单摆的哈密顿量为 H (θ, pθ) =
p2θ

2ml2
−mgl cos θ。哈密顿量不含时，利用 (16.25) 得到

1

2ml2
(
W ′ (θ)

)2 −mgl cos θ = E =常数. (16.40)

即 W ′ (θ) =
√

2ml2 (E +mgl cos θ)，从中解出 W (θ) =
´

dθ
√

2ml2 (E +mgl cos θ)，所
以单摆的哈密顿主函数即

S (t, θ, E) =

ˆ
dθ
√

2ml2 (E +mgl cos θ)− Et. (16.41)

取新广义动量为 P ≡ α = E，其对应的广义坐标为

β =
∂S (t, θ, E)

∂E
=

ˆ
dθ
√
ml2

2

1√
E +mgl cos θ

− t =常数. (16.42)

积分原则上即给出 θ = θ (t)。另一方面，由 (16.9)，

pθ =
∂S (t, θ, E)

∂θ
=
√

2ml2 (E +mgl cos θ). (16.43)

代入 θ = θ (t)的解，即得到 pθ = pθ (t)。在哈密顿-雅可比理论中，这个解意义是常数 {β, α}
和 {θ, pθ} 之间的正则变换。

例 16.4 哈密顿-雅可比方程求解中心势场问题

在球坐标下，中心势场中非相对论性粒子的哈密顿量为（见 (13.27)）H =

1
2m

(
p2r +

p2θ
r2

+
p2ϕ

r2 sin2 θ

)
+ V (r)。因为哈密顿量不显含时间，且 ϕ 为循环坐标，因此 pϕ

为常数，哈密顿主函数具有分离变量形式 S = W (r, θ) + pϕϕ − Et。进一步假设 W (r, θ)

也可以分离变量

W (r, θ) =Wr (r) +Wθ (θ) ,

代入 (16.25) 得到

1

2m

[(
W ′
r (r)

)2
+

1

r2
(
W ′
θ (θ)

)
+

p2ϕ
r2 sin2 θ

]
+ V (r) = E =常数.

上式两边同乘以 r2，并将含有 r 和含有 θ 的项分列等式两边（注意 pϕ 是常数），得到

r2
[
E − V (r)− 1

2m

(
W ′
r (r)

)2]
=

1

2m

(
W ′
θ (θ) +

p2ϕ
sin2 θ

)
,

上式等号左边只与 r 有关，右边只与 θ 有关，因此上式成立的唯一可能是两边等于共同的

常数，根据量纲可记为 J2/2m，其中 J 具有角动量量纲。这意味着 Wr (r) 和 Wθ (θ) 分别

满足方程

W ′
r (r) =

√
2m (E − V (r))− J2

r2
, (16.44)

W ′
θ (θ) =

√
J2 −

p2ϕ
sin2 θ

. (16.45)
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于是哈密顿主函数可写成积分形式

S (t, r, θ, ϕ, E, J, pϕ) =

ˆ
dr
√

2m (E − V (r))− J2

r2
+

ˆ
dθ

√
J2 −

p2ϕ
sin2 θ

+ pϕϕ− Et,

(16.46)
其中含有 3 个积分常数 {α1, α2, α3} ≡ {E, J, pϕ}，可以作为变换后的广义动量。由正则变
换关系 (16.10)，变换后的广义坐标（常数）为

βE =
∂S

∂E
=

ˆ
dr m√

2m (E − V (r))− J2/r2
− t =常数, (16.47)

βJ =
∂S

∂J
= −

ˆ
dr J

r2
√

2m (E − V (r))− J2/r2
+

ˆ
dθ J√

J2 − p2ϕ/ sin2 θ
=常数,(16.48)

βϕ =
∂S

∂pϕ
= −

ˆ
dθ pϕ

sin2 θ
√
J2 − p2ϕ/ sin2 θ

+ ϕ =常数. (16.49)

应用哈密顿-雅可比方程，中心势场运动方程的求解转化为求 (16.47)-(16.49) 的积分问题。
从 (16.47) 中原则上可以解出 r = r (t)，代入 (16.48) 即给出 θ (t)，再代入 (16.49) 即给出
ϕ (t)。如果只关心轨道的形状，则可由 (16.48)和 (16.49)给出参数方程 r = r (θ)，ϕ = ϕ (θ)

或 θ = θ (ϕ)，r = r (ϕ)。另一半的正则变换关系由 (16.9) 给出

pr =
∂S

∂r
=

√
2m (E − V (r))− J2

r2
, pθ =

∂S

∂θ
=

√
J2 −

p2ϕ
sin2 θ

, pϕ =
∂S

∂ϕ
= pϕ,

这无非就是再次得到了 (16.44) 和 (16.45)、以及 pϕ 为常数的事实。原则上，给定势函数

V (r) 的具体形式，上述积分可以具体积出。值得再次强调，在哈密顿-雅可比理论中，上面
的解被视为 6 个常数 {βE , βJ , βϕ, E, J, pϕ} 和 {r, θ, ϕ, pr, pθ, pϕ} 之间的正则变换，变换参
数为时间 t。

16.3 经典作用量

哈密顿-雅可比理论的核心即“时间演化是正则变换”这一事实。哈密顿主函数
则是正则变换的生成函数，其将任意时刻的系统状态，变回其初值。实际上，还有

一个量同样可以做到这一点。对于无穷小时间演化，qa → qa + dqa = qa + ∂H
∂pa

dt，
pa → pa + dpa = pa − ∂H

∂qa
dt，可以验证（见习题16.10）

paδq
a − (pa + dpa) δ (qa + dqa) = δ (−Ldt) , (16.50)

对比 (15.42)，这意味着“无穷小”时间演化的生成函数是 −Ldt（无穷小的函数），其
中 L 为拉格朗日量。因此“有限”时间演化的生成函数就应该是对参数 dt 的累积，
即积分 −S = −

´
Ldt，其中的 S 是作用量。这个结论意味着，−S 作为生成函数，所

生成的正则变换将系统由初始 t0 时刻演化至任意 t 时刻。反过来，作用量 S 作为生

成函数，生成逆变换—---逆时间演化，将系统在任意时刻的状态变回其初值。可见，
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16.3 经典作用量 第十六章 哈密顿-雅可比理论

同为正则变换的生成函数，作用量与哈密顿主函数起到了相同的效果。两者到底是什

么关系？特别是，作为路径泛函的作用量，又是什么的函数？为此，我们需要先仔细

考察作为“逆”时间演化生成函数的作用量 S 具体指的是什么。

16.3.1 经典作用量

回顾最小作用量原理，如果系统在 t0 时刻的位形为 {q (t0)}，在 t1 时刻的位形

为 {q (t1)}，原则上系统可以沿着各种不同的路径，从 {t0, q (t0)} 演化到 {t1, q (t1)}。
对于每一条路径，都可以计算泛函、即作用量 S[q] =

´ t1
t0

dtL (t, q, q̇) 的数值。而系

统的真实演化是沿着使泛函 S 取极值的那条路径发生的。这条使得作用量取极值的

路径又被称作经典路径（classical path），记为 qcl (t)，如图16.3中实线所示。这里
的“经典”是说这是系统做经典演化所发生的真实路径，即满足欧拉-拉格朗日方程
d
dt

∂L
∂q̇acl

− ∂L
∂qacl

= 0, a = 1, · · · , s6。

图 16.3: 最小作用量原理与经典路径。

给定初始 t0 时刻的位形 {q (t0)} 和之后 t 时刻的位形 {q (t)}，假定两者之间有
唯一的一条经典路径，如图16.4所示（可以对比第4.1节图4.1）。

图 16.4: 经典作用量作为路径端点的函数。
6当考虑量子力学时，所有路径（如图16.3中的虚线）都可能发生。
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第十六章 哈密顿-雅可比理论 16.3 经典作用量

这条唯一的经典路径所对应的作用量，即被称作经典作用量（classical action）7：

Scl :=

ˆ t

t0

dt′L (t′, qcl (t
′) , q̇cl (t

′)) . (16.51)

这里 Scl 的下标“cl”表示积分沿着经典路径，即真实演化的路径。唯一性意味着，
经典作用量的数值 Scl 必然由终点时刻 t 及其位形 {q (t)} 所唯一决定。路径端点
{t, q (t)} 不同，经典作用量的数值也不同。这就意味着，经典作用量 Scl 是终点时刻

t 及位形 {q (t)} 的函数，

Scl = Scl (t, q (t)) ≡ S (t0, q0; t, q (t)) , (16.52)

其中隐含着初始时刻 t0 及位形 {q0} 作为参数。这是个有趣的结论，即端点固定、路
径可变的作用量 S [q]是路径的泛函，而路径固定、端点可变的“经典作用量”Scl (t, q)

是端点的函数。可以将位形空间与时间轴合在一起视为 s+ 1 维的空间，经典作用量

便是这个 s+1维空间中的函数。起点固定，给定这个 s+1维空间中的一点（终点），

便给定经典作用量的值8。

当然，以上讨论都假定起点固定，终点变化。当然也可以假设起点也变化，即路

径的两个端点都可变。这时，经典作用量就是两个端点的函数

Scl = Scl (t1, q (t1) ; t2, q (t2)) , (16.53)

这里 t1 和 t2 分别代表起点和终点时刻。

16.3.2 哈密顿主函数即经典作用量

现在的问题是，作为端点函数的经典作用量 Scl (t, q) 对端点的函数关系是什么？

由 S =
´
Ldt 的形式启发，有 dS = Ldt = (paq̇

a −H) dt = padq −Hdt。但是这一
“形式化”的推导需要严格证明。为此，考察函数的“输出”随着“输入”的变化，即

固定起点 {t0, q0}，考察终点的变化 {t, q} → {t+ dt, q + dq} 所带来 Scl 的变化，如

图16.5所示。终点 {t, q} 对应的经典路径为 qcl (t)，终点 {t+ dt, q + dq} 对应的经典
路径 q̃cl (t) 自然与 qcl (t) 不同，记为 q̃cl (t) = qcl (t) + δq (t)。注意，dq 是端点的变
化，δq (t) 是路径的变化。

7严格来说，这里“唯一”性只在两个端点时间间隔很短、即 |t− t0| 足够小的情况下才成立。当时间间隔很大时，
因为位形空间随时间的演化轨迹可以相交，因此两个端点之间可能存在多条经典路径连接。这意味着，经典作用量只

能“局域”地、即在某点附近定义。等价地，哈密顿-雅可比方程的完全积分只能局域地求解。只有对一类所谓“可积
系统“才能对任意有限时间间隔、“整体”地构造经典作用量。

8读者应该刚学过热力学，对此是否有一种“态函数”的感觉？

经典力学 315 高显



16.3 经典作用量 第十六章 哈密顿-雅可比理论

图 16.5: 经典作用量对端点的函数关系。

类似第5.5节中作用量的对称变换，经典作用量的变化为

δScl (t, q) = Scl (t+ dt, q + dq)− Scl (t, q)

=

ˆ t+dt

t0

dt′L
(
t′, q̃cl (t

′) , ˙̃qcl (t
′)
)
−
ˆ t

t0

dt′L (t′, qcl (t
′) , q̇cl (t

′))

=

ˆ t+dt

t0

dt′L (t′, qcl (t
′) + δq (t′) , q̇cl (t

′) + δq̇ (t′))

−
ˆ t

t0

dt′L (t′, qcl (t
′) , q̇cl (t

′)) ,

将上式展开并保留到一阶小量，得到

δScl = Ldt+
ˆ t

t0

dt′
(
∂L

∂qacl
δqa +

∂L

∂q̇acl
δq̇a
)

= Ldt+
(
∂L

∂q̇acl
δqa
)∣∣∣∣t

t0

+

ˆ t

t0

dt′
(
∂L

∂qacl
δqa − d

dt
∂L

∂q̇acl

)
︸ ︷︷ ︸

=0

δqa.

因为经典路径满足欧拉-拉格朗日方程，因此上式最后一项恒为零。同时因为起点固
定，δqa (t0) ≡ 0。又因为9

dqa ≡ q̃acl (t+ dt)− qacl (t) = q̃acl (t) + ˙̃qcldt− qacl (t) ≈ q̇acldt+ δq (t) , (16.54)

即 δq = dqa − q̇acldt。于是得到（略去 qa, pa 的下标“cl”）

δScl = Ldt+ ∂L

∂q̇a︸︷︷︸
=pa

δqa = Ldt+ pa (dqa − q̇adt) = padqa − (paq̇
a − L)︸ ︷︷ ︸
=H

dt, (16.55)

9这里 (16.54) 与第5.5.2节 (5.60) 形式一致，将 (5.60) 中做替换 ∆qa → dqa，δsq
a → δq，δst → dt 即得到

(16.54)。
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第十六章 哈密顿-雅可比理论 16.3 经典作用量

最终得到10

dScl = padqa −Hdt ≡ Ldt . (16.56)

(16.56) 正表明经典作用量 Scl 是终点时刻 t 和位形 {q (t)} 的函数。
(16.56) 也给出偏导数关系：

∂Scl (t, q)

∂t
= −H, ∂Scl (t, q)

∂qa
= pa, a = 1, . . . , s. (16.57)

(16.57) 的第一式和哈密顿-雅可比方程 (16.12) 的形式完全一致。(16.57) 的第二式与
正则变换关系 (16.9) 也相同。利用其将 H 中的 pa 换成

∂Scl
∂qa
，则 (16.57) 的第一式就

完全成为哈密顿-雅可比方程。这意味着经典作用量 Scl (t, q) 也满足哈密顿-雅可比方
程11，其与哈密顿主函数 S (t, q) 只差一个无关紧要的常数。从这个意义上，哈密顿

主函数就是经典作用量，我们也不再区分这两个概念。这同时也解释了为什么从一开

始我们就用字母 S 来表示哈密顿主函数。

回到本节开头对 Ldt 的积分所得到作用量 S =
´
Ldt，现在知道，其并不是最小

作用量原理中、作为任意路径泛函的作用量 S [q]，而是沿着真实路径、作为端点函

数的经典作用量 Scl (t, q)。系统从某一时刻出发，沿着经典路径演化到另一状态，得

到经典作用量的某个值。而经典作用量的作用，就是通过正则变换把这一时刻的状态

变回其初值。

例 16.5 非相对论性自由粒子的经典作用量

一维非相对论性自由粒子的拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2，其经典路径—---即欧拉-拉格朗

日方程的解—---为匀速直线运动，满足起点 {t0, q0} 和终点 {t, q} 的解为

qcl (τ) =
q − q0
t− t0

τ +
q0t− qt0
t− t0

, (16.58)

这里 τ 为时间参数（可以验证 qcl (t0) = q0，qcl (t) = q）。于是经典作用量为

Scl (t, q) =

ˆ t

t0

dτ 1
2
m
(
q′cl (τ)

)2
=

1

2
m

(q − q0)
2

t− t0
. (16.59)

自由粒子的经典作用量 (16.59) 只和初、末时间差 t − t0 和位置差 q − q0 有关，这反映

了时间、空间的均匀性。既然说哈密顿主函数就是经典作用量，便可以比较求解哈密顿-雅
可比方程得到的哈密顿主函数，和沿着经典路径积分得到的经典作用量。乍一看，经典作

用量 (16.59) 与例16.1中求得的自由粒子哈密顿主函数 (16.28) 形式很不一样。但是，利用
E = m

2

(
q−q0
t−t0

)2
，得到两者的差（假设 q > q0, t > t0）

S (t, q)− Scl (t, q) =
√
2mEq − Et− 1

2
m

(q − q0)
2

t− t0
=

√
2mEq0 − Et0 =常数.

10这里 (16.56) 可以与第5.5.3节中作用量的变换 (5.66) 比较。(5.66) 可以写成 ∆S =´ t2
t1

dt
[

δS
δqa

δsq
a + d

dt
(pa∆q

a − hδst)
]
，当运动方程满足时 δS

δqa
= 0，即有 ∆S = pa∆q

a − hδst，与

(16.56) 形式一致（∆qa → dqa，h → H，δst → dt）。
11这一事实是哈密顿第一个注意到的。不过哈密顿随后陷入了循环论证，即为了求出哈密顿主函数，需要先求解系统

的运动。后来是雅可比首次指出，任何哈密顿-雅可比方程的完全积分，都可以给出哈密顿正则方程的通解。
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可见经典作用量 (16.59) 与哈密顿主函数 (16.28) 只是形式不同，两者的“数值”相差常数。
也可以直接验证，经典作用量 (16.59) 确实满足一维非相对论性自由粒子的哈密顿-雅可比
方程 1

2m

(
∂Scl
∂q

)2
+ ∂Scl

∂t
= 0。

例 16.6 一维谐振子的经典作用量

一维谐振子的拉格朗日量为 L = 1
2
mq̇2 − 1

2
mω2q2，其满足起点 {t0, q0} 和终点 {t, q}

的解为

qcl(τ) =
1

sin (ω (t− t0))
[q sin (ω (τ − t0))− q0 sin (ω (τ − t))] , (16.60)

这里 τ 为时间参数（可以验证 qcl (t0) = q0，qcl (t) = q）。于是一维谐振子的经典作用量为

Scl (t, q) =

ˆ t

t0

dτ
[
1

2
m
(
q′cl (τ)

)2 − 1

2
mω2 (qcl (τ))

2

]
=

mω

2 sin (ω (t− t0))

[(
q2 + q20

)
cos (ω (t− t0))− 2qq0

]
. (16.61)

经典作用量 (16.61) 只和初、末时间差 t− t0 有关，这反映了时间的均匀性。另外，经典作

用量对于初、末位形 q0 和 q 是对称的。可以验证，(16.61) 给出的经典作用量 Scl (t, q) 满

足一维谐振子的哈密顿-雅可比方程 1
2m

(
∂Scl
∂q

)2
+ 1

2
mω2q2 + ∂Scl

∂t
= 0。

由 (16.56)，经典作用量可以分为两部分之和：

Scl =

ˆ t

t0

padqa −
ˆ t

t0

Hdt′. (16.62)

对于不含时哈密顿量，真实路径满足 H = E 为常数，因此经典作用量成为 Scl =´ t
t0
padqa − E (t− t0)。对比不含时系统分离变量形式的哈密顿主函数 (16.24)，两者

具有相同的形式，特别是第一项的积分
´ t
t0
padqa 正对应哈密顿特征函数。记起点和

终点时刻分别为 t1 和 t2，定义

W =

ˆ t2

t1

padqa =
ˆ t2

t1

paq̇
adt , (16.63)

称为简约作用量（abbreviated action），并用与哈密顿特征函数相同的字母 W 表示。

可见，对于哈密顿量不含时的系统，积分沿着经典路径、作为端点函数的简约作用量

就是哈密顿特征函数。

基于简约作用量，可以得到另一形式的变分原理。我们仅限于比较具有相同哈密

顿量的那些路径，即沿着每条路径、哈密顿量始终保持常数，且所有路径哈密顿量都

相等。可以证明，在所有初、末位形固定（初、末时刻任意）且哈密顿量为共同常数

H = E 的路径中，真实路径使得简约作用量取极值（证明见习题16.12）。这也被称
为莫佩尔蒂原理（Principle of Maupertuis）12，如图16.6所示。

12莫佩尔蒂原理是法国数学家、天文学家和哲学家莫佩尔蒂（Pierre-Louis Moreau de Maupertuis，1698-1759）于
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图 16.6: 莫佩尔蒂原理。

16.4 从经典力学到量子力学

哈密顿力学框架下，对于演化有三种等价的描述：哈密顿正则方程、泊松括号和

哈密顿-雅可比方程。哈密顿力学之所以如此重要，一个原因是其—---特别是后两种
表述—---在量子力学的发展中起到了重要作用。

16.4.1 泊松括号与正则量子化

在量子力学中，系统的状态 |ψ〉 成为希尔伯特空间（Hilbert space）—---定义了
内积的、完备的、无穷维线性空间—---中的矢量，力学量则变成了希尔伯特空间中的
厄密算符（即线性映射），例如 q → q̂，p→ p̂，H → Ĥ，f → f̂，等等。希尔伯特空间

的“基”又被称作表象（representation）。在所谓位置表象（position representation）
中，算符的具体形式为

q̂ = q, p̂ = −ih̄ ∂
∂q
, Ĥ = ih̄

∂

∂t
. (16.64)

经过这种“简单”的替换，哈密顿力学和量子力学便建立起直接的对应。例如，第14.5.1节
中的无穷小的时间演化算符 Ĥcl(14.80)、无穷小空间平移算符 p̂cl(14.90)，和 (16.64)
中的 Ĥ 和 p̂ 即有异曲同工之妙。

对于任何两个力学量，都可以定义量子力学的对易子[
f̂ , ĝ
]

QM
:= f̂ ĝ − ĝf̂ , (16.65)

这里下标“QM”表示量子力学的对易子，以区别于经典的泊松括号。对易子满足泊
松括号的所有性质（反对称、双线性、莱布尼茨规则、雅可比恒等式等）。实际上，哈

1744 年提出的，也是历史上的第一个力学变分原理。其来自对光学中费马的最小时间原理（principle of least time）
的模仿。最小时间原理可以简单写成

´
dsn，其中 n 是光线轨迹中某点的折射率，对这一泛函的变分可以导出 Snel 定

律。今天“最小作用量原理”几乎总是指哈密顿原理，因此莫佩尔蒂原理中的作用量便被称为“简约作用量”了。
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密顿力学中所有用泊松括号表示的式子，在量子力学中都有完全一样的对应，唯一的

区别是泊松括号被换成了对易子13：

[•, •] ⇒ − i

h̄
[•̂, •̂]QM (16.66)

这种操作被称作正则量子化（canonical quantization）。基本泊松括号 [q, p] = 1 的量

子力学对应即所谓作正则对易关系（canonical commutation relation）

[q̂, p̂]QM := q̂p̂− p̂q̂ = ih̄ , (16.67)

也称作正则对易子（canonical commutator）。这里 i 是虚数单位，h̄ 是普朗克常数。

(16.67) 是个算符等式，只能在算符的意义上理解，即从其作用在“态”|ψ〉 所产生的
效果上理解。(16.67) 作用于 |ψ〉 即有 [q̂, p̂] |ψ〉 = ih̄ |ψ〉。同样，角动量的泊松括号
(14.60) 则对应量子力学中角动量的对易子14[

Ĵi, Ĵj

]
QM

= ih̄ ϵ k
ij Ĵk. (16.68)

经典力学中时间演化的“主动/被动”观点在量子力学中也得到继承。主动观点
对应所谓“薛定谔绘景”（Schrödinger picture），即认为态 |ψ (t)〉 随时间变化、而力
学量 Ô 不变。被动观点对应所谓“海森堡绘景”（Heisenberg picture），即认为力学
量 Ô (t) 随时间演化、而态 |ψ〉 不变。经典力学中用泊松括号表达的 (15.85) 在量子
力学中对应力学量 Ô (t) 的演化方程

dÔ
dt =

∂Ô
∂t

− i

h̄

[
Ô, Ĥ

]
QM

. (16.69)

因此对应海森堡绘景。不同的绘景当然是等价的，会给出同样的观测结果（例如物理

量的期望值）。仿照第14.5.1节的推导，对于不显含时间的力学量，(16.69) 的解可以
也可以写成级数形式（见习题16.14）

Ô (t) = Ô (t0)−
i

h̄
∆t
[
Ô, Ĥ

]
QM

(t0) +
1

2!

(−i)2

h̄2
(∆t)

2

[[
Ô, Ĥ

]
QM

, Ĥ

]
QM

(t0) + · · ·

= e
i
h̄∆tĤÔ (t0) e

− i
h̄∆tĤ , (16.70)

其中 ∆t = t − t0。上式中 Û (∆t) ≡ e−
i
h̄∆tĤ 即量子力学的时间演化算符（time

evolution operator），其正是将经典时间演化算符 (14.84) 中 Ĥcl → − i
h̄
Ĥ 所得。

正则对易子 (16.67) 表明在量子力学中无法同时精确测量坐标和动量。这一结论
即著名的海森堡不确定原理（Heinsberg’s Uncertainty Principle）。具体而言，如果

13量子力学中的力学量之间的对易关系与经典力学中的泊松括号之间的相似性是狄拉克首先提出的。
14量子力学中认为物理量都是“厄密”的（Hermitian）。对与矩阵而言，厄密性即要求 M† ≡

(
MT)∗

= M。

第11.3节所讨论的生成元满足 (Ja)
† = −Ja，被称为反厄密的。将一个反厄密矩阵变成厄密矩阵只需要将其乘以一个

纯虚数。例如定义 Ĵa = iJa，则 (11.38) 变成
[
Ĵi, Ĵj

]
=

∑3
k=1 iϵ

k
ij Ĵk，就和量子力学中角动量对易关系完全一

样了。
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坐标的不确定度 ∆q 很小，则动量的不确定度 ∆p 就很大，反之亦然，而两者不确定

度的“乘积”∆q∆p ≥ h̄
2
却有个下限。形象地说，在量子力学中，相空间的面元也被

“量子化”了，其中最小的面元面积即为 h̄
2
。和经典力学中可以粒子可以“精确地”处

于相空间中某个“相点”不同，量子力学中粒子在相空间中的位置只能精确到某个最

小面元（高维即最小体元）。最小面元的存在，以及不确定关系中坐标和动量不确定

度“此消彼长”的关系，与经典力学中刘维尔定理、即相流的不可压缩性有异曲同工

之妙。

例 16.7 一维谐振子的量子描述

一维简谐振子的哈密顿量为 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2，引入新变量

a ≡
√
mω

2c
q + i

1√
2cmω

p, a∗ =

√
mω

2c
q − i

1√
2cmω

p. (16.71)

其中 c为常数，a∗ 为 a的复共轭。从中解得 q = (a+ a∗)
√

c
2mω

和 p = −i (a− a∗)
√

cmω
2
。

代入哈密顿量中，得到

H = cωa∗a. (16.72)

可以验证泊松括号

[a, a∗] =

[√
mω

2c
q + i

1√
2cmω

p,

√
mω

2c
q − i

1√
2cmω

p

]
= − i

c
[q, p] = − i

c
.

在量子力学中，取 c→ h̄，并做替换 q, p, a, a∗ → q̂, p̂, â, a†，利用 (16.66)，泊松括号 [a, a∗] =

− i
h̄
对应 [

a, a†
]

QM
≡ aa† − a†a = 1, (16.73)

这即是著名的量子力学中“产生”和“湮灭”算符 a, a† 的正则对易子。此时，量子化的哈

密顿量成为

Ĥ =
p̂2

2m
+

1

2
mω2q̂2 =

1

2m

(
−i
(
a− a†

))2 h̄mω
2

+
1

2
mω2

(
a+ a†

)2 h̄

2mω

=
1

2
h̄ω
(
aa† + a†a

)
= h̄ω

(
a†a+

1

2

)
.

相对于经典的 (16.72)，形式上多了一项 1
2
h̄ω，此即所谓量子谐振子的零点能。

16.4.2 哈密顿-雅可比方程与薛定谔方程

哈密顿-雅可比方程在薛定谔建立其波动力学的过程中起到了重要作用，而这又
可以追溯至哈密顿所发现的经典力学与几何光学之间的相似性15。简单起见，考虑

单个非相对论性粒子在势场 V = V (x) 中的运动。在直角坐标下，由正则变换关系

(16.9)，粒子的空间动量 pi 与经典作用量（即哈密顿主函数）S 的关系为 pi =
∂S
∂xi。

15实际上，哈密顿正是在对光学的研究中发现哈密顿-雅可比方程的，其发表于 1828 年的论文的名字也是《射线系
统的理论》。
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这里的关键在于，若将经典作用量 S (t,x) 视为随空间分布的某种“场”，那么偏导

数 ∂S
∂xi 即经典作用量的空间梯度 ∇S。因此动量与经典作用量的关系即

p = ∇S. (16.74)

对于非相对论性点粒子，空间动量即 p = mv，因此粒子沿着经典作用量的梯度方

向运动。这意味着粒子的“空间”轨迹垂直于空间中“S = C = 常数”的曲面，如

图16.7所示。

图 16.7: 等 S 面与粒子的空间轨迹。

给定常数 C，不同时刻的“等 S 面”处于空间中的不同位置。随着时间演化，粒

子就被“等 S 面”携带着在空间中运动，且轨迹始终保持垂直于“等 S 面”。这与几何

光学中光线垂直于等相位面、即“波前”传播非常类似。这里经典作用量 S 就扮演了

光学中相位的角色，“等 S 面”则相当于光学中的“波前”。如图16.7所示，t和 t+dt时
刻两个等相位面之间的线元 ds 即粒子所经过的空间轨迹。粒子的经典作用量具有分
离变量形式 S (t,x) =W (x)−Et，其中哈密顿特征函数满足 (∇W )

2
= 2m (E − V )。

在运动的过程中，始终有 S = C =常数，因此

0 = dS = dW − Edt = |∇W | ds− Edt =
√
2m (E − V )ds− Edt, (16.75)

因此粒子的速度、即 S 作为相位的相速度即

u =
ds
dt =

E√
2m (E − V )

. (16.76)

正如几何光学是波动光学在短波下的近似，经典力学与几何光学的这一相似性

暗示着经典力学可能也是某种“波动光学”的近似。受此启发，薛定谔假设存在某种

波函数（wave function）Ψ(t,x)，而经典作用量 S 则是波函数的相位：

Ψ(t,x) = e
i
h̄S(t,x) = e

i
h̄ [W (x)−Et]. (16.77)

Ψ 满足波动方程
∂2Ψ

∂t2
− u2∇2Ψ = 0, (16.78)
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其中 u 即相速度 (16.76)。代入 (16.76)，并利用 ∂Ψ
∂t

= e
i
h̄S i

h̄
∂S
∂t

= − i
h̄
e

i
h̄SE = − i

h̄
EΨ，

∂2Ψ
∂t2

= − 1
h̄2E2Ψ，整理得到

− h̄2

2m
∇2Ψ+ VΨ = EΨ.

再将 EΨ 换成 ih̄∂Ψ
∂t
，便得到

− h̄2

2m
∇2Ψ+ VΨ = ih̄

∂Ψ

∂t
. (16.79)

这便是著名的薛定谔方程（Schrödinger equation）16。有趣的是，薛定谔方程 (16.79)
也可以将 HΨ =

(
p2

2m
+ V

)
Ψ 中的 H 和 p 换成 (16.64) 中的算符 Ĥ 和 p̂ 得到。

需要强调的是，上面的推导并不是薛定谔方程的“证明”。实际上，薛定谔方程

(16.79) 本身是量子力学的基本假设。从薛定谔方程 (16.79) 出发，利用 Ψ = e
i
h̄S，可

以证明相位 S 满足方程（见习题16.15）

1

2m
(∇S)2 + V +

∂S

∂t
− ih̄

2m
∇2S = 0. (16.80)

上式中除了最后一项，与 S 所满足的非相对性粒子的哈密顿-雅可比方程完全一致。
(16.80) 中最后一项正比于普朗克常数 h̄，因此在 h̄→ 0 即经典极限（classical limit）
下17，(16.80) 就成为 S 所满足的哈密顿-雅可比方程。从这个意义上，在经典极限下，
波函数的相位就成为经典作用量。正如几何光学中的“光线”是波动光学在波长很短

时的近似描述，经典力学可视为波动力学在经典极限下的近似，即“波”变成了“粒

子”，可以由“轨迹”来描述。

总之，海森堡绘景下的量子力学（矩阵力学），在经典极限下即泊松括号形式的

经典力学。薛定谔绘景下的量子力学（波动力学），在经典极限下即哈密顿-雅可比理
论。

习题

16.1 若 S (t, q,α)是哈密顿-雅可比方程的完全积分，利用隐函数求导，证明 (16.9)和 (16.10)
所给出的 {qa, pa} 满足哈密顿正则方程。

16.2 考虑不含时哈密顿量 H (q,p)，W (q, E, α2, · · · , αs) 为其哈密顿特征函数。将 W 作为

正则变换的第 2 型生成函数，常数 {E,α2, · · · , αs} 作为变换后的广义动量。（1）求变换后的哈密
顿量 K 及其哈密顿正则方程；（2）利用隐函数求导，证明正则变换所给出的 {q,p} 满足原哈密顿
量 H 的哈密顿正则方程，并且是其含有 2s 个积分常数的通解。

16薛定谔（Erwin Schrödinger，1887-1961）是奥地利物理学家，在 1926 年题为《本征值问题的量子化》的论文中
正式提出了薛定谔方程，创立了波动力学，也因此与量子力学的另一创始人狄拉克（Paul Dirac，1902-1984，英国物
理学家）共享了 1933 年诺贝尔物理学奖。

17对于 (16.80)，经典极限可视为 h̄
∣∣∇2S

∣∣ ≪ (∇S)2，也被称作所谓 WKB（Wenzel-Kramers-Brillouin）近似条
件。
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16.3 设粒子的势能在球坐标 {r, θ, ϕ} 下为 V (r, θ) = a (r) + b(θ)

r2
，其中 a (r) 和 b (θ) 是任

意函数。（1）用分离变量法求解哈密顿-雅可比方程；（2）给出 r, θ, ϕ, pr, pθ, pϕ 的通解，用积分表

达。

16.4 某单自由度系统的势能是时间 t和广义坐标 q的线性函数，哈密顿量为H = p2

2m
−matq，

其中 m, a 是常数。用哈密顿-雅可比方程求解该系统的运动。
16.5 某 2 自由度系统哈密顿量为 H = p1p2 cos (ωt) + 1

2

(
p21 − p22

)
sin (ωt)，其中 ω 是常数。

用哈密顿-雅可比方程求解该系统的运动。
16.6 质量为 m、带电荷 e 的粒子在 z 方向均匀磁场中运动。已知粒子的哈密顿量为 H =

1
2m

(
p− e

c
A
)2
，其中 c 为光速，取直角坐标 {x, y, z}，矢势可以取为 A = {0, Bx, 0}。（1）验证

B ≡ ∇×A = Bez；（2）写出粒子的哈密顿量；（3）用分离变量法求解哈密顿-雅可比方程；（3）
给出粒子运动的通解，并讨论其意义。

16.7 同习题16.6，矢势依赖于规范，因此也可取 Ã = A− B
2
∇ (xy)。（1）求矢势 Ã，并验

证同样有 B ≡ ∇× Ã = Bez；（2）写出粒子的哈密顿量在柱坐标 {r, ϕ, z} 中的形式；（3）用分离
变量法求解哈密顿-雅可比方程。

16.8 一维阻尼谐振子的有效拉格朗日量可以取为 L = e2λt
(
1
2
mq̇2 − 1

2
mω2q2

)
，其中 λ,m, ω

都是正的常数，假设 λ < ω。（1）求系统的哈密顿量 H；（2）考虑第 2 型生成函数 F2 (t, q, P ) =

eλtqP，求变换后的哈密顿量 K (t, Q, P )；（3）利用分离变量法求解 K (t, Q, P ) 的哈密顿-雅可比
方程；（4）求 q, p 的通解。

16.9 某质量为 m 的非相对论性粒子处于两个大质量天体的引力场中，假设粒子初始动量

处于三者的共同平面内，因此一直在此平面内运动。如图16.8所示，设两个天体的直角坐标分别为
{±a, 0}，粒子的拉格朗日量为 L = 1

2m

(
ẋ2 + ẏ2

)
+ α1

r1
+ α2

r2
，其中 r1 和 r2 分别是粒子到两个天

体的距离。处理这类问题更方便的是选取椭圆坐标 {u, v}，与直角坐标关系为 x = a coshu cos v，
y = a sinhu sin v。（1）求哈密顿量在 {u, v} 坐标中的形式；（2）用分离变量法求解哈密顿-雅可比
方程，表达为积分形式。

图 16.8:

16.10 已知函数 G 作为生成元所生成的无穷小正则变换由 (15.78) 给出。（1）证明在无穷小
参数的线性阶，padqa − (pa + δpa) d (qa + δqa) = dF，即是全微分形式，并求 F 的表达式；（2）
若取 G = H 为哈密顿量，无穷小参数为 dt，证明 F = −Ldt，其中 L 为拉格朗日量。

16.11 质量为 m 的粒子在重力场中运动，取直角坐标为 {x, y, z}。（1）用分离变量法求解
哈密顿-雅可比方程；（2）求粒子的经典作用量 Scl (t, x, y, z)，并验证其是哈密顿-雅可比方程的
解；（3）证明哈密顿主函数与经典作用量相差常数。

16.12 若哈密顿量不含时间，考虑所有端点相同、哈密顿量为共同常数 H = E 的路径。（1）
证明简约作用量 W =

´ t2
t1
paq̇

adt 可以写成 W =
´ t2
t1
Ldt+E (t2 − t1)；（2）利用（1）的形式，证

明真实路径使得简约作用量 W 取极值。

16.13 对于非相对论性定常系统，拉格朗日量具有形式 L = T −V，其中 T = 1
2
Gab (q) q̇

aq̇b，

V = V (q)。证明莫佩尔蒂原理可以写成如下等价形式：（1）积分
´ t
t0
Tdt 取极值；（2）积分
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´ t
t0

√
E − V (q)ds 取极值，其中 ds ≡

√
Gab (q) dqadqb 为位形空间中以 Gab (q) 为有效度规的线

元长度，这一结论也称作雅可比原理（Jacobi’s principle）。
16.14 由量子力学中力学量的演化方程 (16.69)，（1）将 Ô (t) 的泰勒展开 Ô (t) = Ô (t0) +

∆tÔ′ (t0) +
1
2
(∆t)2 Ô′′ (t0) + · · · 写成量子对易子形式；（2）将 e

i
h̄
Ĥ∆tÔ (t0) e

− i
h̄
Ĥ∆t 展开至 ∆t

的 3 阶，验证其正是（1）中用对易子表示的级数的前 3 阶；（3）对 Ô (t) = e
i
h̄
Ĥ∆tÔ (t0) e

− i
h̄
Ĥ∆t

求时间导数，证明其满足方程 (16.69)。
16.15 若波函数 Ψ = e

i
h̄
S 满足薛定谔方程 (16.79)，证明相位 S 满足方程 (16.80)。

16.16 非相对论性粒子的哈密顿量为 H = p2

2m
+V (x)，若波函数 Ψ = e

i
h̄
S 的相位 S 满足其

哈密顿-雅可比方程，（1）证明 Ψ满足方程 h̄2

2m
(∇Ψ)2+(V − E)Ψ2 = 0，其中 E 为粒子的能量；（2）

若将（1）中方程的左边作为拉格朗日密度，对作用量 S =
˝

dxdydz
[
h̄2

2m
(∇Ψ)2 + (V − E)Ψ2

]
变分并保持积分边界处不变，证明 Ψ 的运动方程为 − h̄2

2m
∇2Ψ+ VΨ = EΨ，这即不含时系统的定

态薛定谔方程。
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第十七章 可积系统

17.1 寻找最简单的正则变量

17.1.1 将相流“拉直”

从正则变换和哈密顿-雅可比理论的讨论，我们已经看到选择合适的正则变量（即
相空间坐标）的重要性。哈密顿-雅可比理论的核心思想是寻找一个正则变换，将哈
密顿量变成零。几何上，其将相空间和时间轴构成的 2s + 1 维空间中演化轨迹拉直

（如图16.2），或者说将 2s 维相空间中的相流“压缩”成一点（对应初始条件）。不

足之处是演化信息全部体现在生成函数（哈密顿主函数）中，而新正则坐标本身全

部保持静止。那么能否找到既能体现演化，又足够简单的正则坐标？这个问题相当于

问：最简单的运动是什么？当然就是匀速直线运动。因此问题就是，能否找一个正则

变换，把相流变成“匀速流动的水平直线”？具体而言，是否可以找到一组新的正则

变量，使得在这组新相空间坐标中，相流被“拉直”，成为平行于“坐标”的直线？如

图17.1所示。
我们只考虑哈密顿量不含时的系统。我们先来看如果“将相流拉直”是可能的，

则意味着新坐标 {Q,P}需要满足什么性质。首先，在新坐标下相流变成直线，每条直
线对应不同的 P，即新的动量 P 是常数。其次，每条相流对应不同的能量 H =常数，

从而有 H = H (P )，即在新坐标下哈密顿量只是动量 P 的函数。换句话说，新的坐

标 Q 是循环坐标。而这与新的动量 P 是常数也是自洽的。最后，由哈密顿正则方程

Q̇ = ∂H(P )
∂P

=常数，因此新的坐标 Q 随时间匀速变化。

采用具有上述性质的新的正则变量 {Q,P} 后，系统的演化变得异常简单。这样

图 17.1: 作用-角变量—---将相流“拉直”。
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第十七章 可积系统 17.1 寻找最简单的正则变量

的一对正则变量即被称作作用-角变量（action-angle variables），通常记作 {ϕ, J}。具
体而言，新广义动量 J 被称作作用变量（action variable），新广义坐标 ϕ 被称作角

变量（angle variable）。可见作用-角变量的核心思想是选择合适的正则变量，使得变
换后“坐标”成为循环坐标，相应的“动量”也就成为运动常数。其几何意义更是非

常直观，即“将相流拉直”。从这个意义上，作用-角变量可以说是最简单的正则变量，
因为其将系统的演化变成了“匀速直线运动”。

例 17.1 一维谐振子的作用-角变量

我们在例15.3讨论过一维谐振子的正则变换 (15.26)。将其中 Q→ ϕ，P → J，正则变

换 (15.26) 即

q =

√
2J

mω
sinϕ, p =

√
2Jmω cosϕ, (17.1)

这里 {ϕ, J} 即新的正则坐标。哈密顿量 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2 变换为（即 (15.27)）

H ≡ E = ωJ, → J (E) =
E

ω
. (17.2)

可见在新的正则坐标 {ϕ, J} 下，ϕ 成了循环坐标，因此 ϕ 即角变量。相应的广义动量 J 为

运动常数，即作用变量。由 ϕ̇ = ∂H
∂J

= ω，即 ϕ = ωt+ϕ0，这里 ω 正是谐振子的角频率。原

始 {q, p} 平面上的相流如图17.2(a) 所示，为椭圆。变换到 {ϕ, J} 平面上，相流如图17.2(b)
所示，为平行于 ϕ 轴的直线。因为 ϕ 具有 2π 的周期性，因此可将 ϕ = 0 和 ϕ = 2π 的两

条竖线“等价”起来，这样就形成一个半无限长（因为 J ≥ 0）的圆柱面，如图17.2(c) 所
示，对于给定能量（给定 J），其相流即一维圆周。

图 17.2: 一维谐振子的作用-角变量。

17.1.2 可积系统

作用-角变量的想法—---将相流拉直—---直观且简单，在上面一维谐振子的例子
中，也确实很容易做到这一点。问题是，对于任意系统是否都可以做到？很不幸，答

案是否定的。实际上，能够通过选择合适的新变量，将相流拉直的系统是很少见的。

只有对一类被称作可积系统（integrable systems）的系统，才可以做到。这也是为什
么谐振子模型如此重要—---可以说是 20 世纪物理学的核心模型，因为谐振子是少有
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17.1 寻找最简单的正则变量 第十七章 可积系统

的几个完全可积系统之一1。

“可积”这一概念最初就是指可以得到运动方程解的具体形式，包括积分形式的

解。考虑自由度 s 的不含时哈密顿系统，我们希望选择新变量 {q,p} → {ϕ,J}，使
得新的哈密顿量具有形式

K = K (J1, · · · , Js) , (17.3)

即只是新广义动量 {J1, · · · , Js} 的函数，而新广义坐标 {ϕ1, · · · , ϕs} 都成为循环坐
标。循环坐标的共轭动量是运动常数，因此必然有

Ja =常数, a = 1, · · · , s. (17.4)

而新广义坐标满足

ϕ̇a =
∂K (J)

∂Ja
=常数 ≡ ωa, ⇒ ϕa = ωat+ ϕa (0) , a = 1, · · · , s, (17.5)

其中 ϕa (0)是常数。当能够找到这样一种正则变换时，系统即被称作可积（integrable）
系统，相应的变量 {ϕ,J} 即被作用-角变量。此

注意，作用-角变量 {ϕ,J} 作为正则变量意味着其满足基本泊松括号：[
ϕa, ϕb

]
= 0, [Ja, Jb] = 0, [ϕa, Jb] = δab , a, b = 1, · · · , s. (17.6)

亦即，作用变量 {J1, · · · , Js} 是系统的 s 个互相泊松对易的运动常数。反过来，如果

我们能找到 s 个独立的运动常数 {C1, · · · , Cs}，且互相泊松对易，即有

Ca = Ca (q,p) =常数, 且满足 [Ca, Cb] = 0, a, b = 1, · · · , s, (17.7)

则可以证明系统必然是可积的。这个结论被称作可积系统的刘维尔定理（Liouville’s
theorem on integrable systems）。此时，自然的选择是令这 s 个运动常数为新广义

动量 Ja ≡ Ca。进一步可以证明，在相应的正则变换下，新哈密顿量只是广义动量的

函数 K = K (J1, · · · , Js)，即新广义坐标 {ϕ1, · · · , ϕs} 成为循环坐标。因此，新变量
{ϕ,J} 正是作用-角变量。

例 17.2 可积系统

中心势场中的粒子有 3 个自由度，我们已经知道其运动积分包括哈密顿量 H、角动量

矢量 J 以及 LRL 矢量 A（有 5 个是独立的）。由第14.4节的讨论，角动量和 LRL 矢量的
分量 J i 和 Ai 互相之间都不是泊松对易的。但是因为

[
J3,J

2
]
= 0，因此

{
H, J3,J

2
}
是 3

个互相独立且泊松对易的运动常数。这也说明中心势场中粒子的运动是可积系统。又例如，

对称刚体的定点转动有 3 个自由度，由第12.6节的讨论，{H, pϕ, pψ} 是 3 个互相独立且泊
松对易的运动常数，因此也是可积系统。

1教材上的例子或习题往往可以精确求解，这给人一种错觉，似乎“可积”的系统很常见。但是事实上可积系统是非

常罕见的，一般的力学系统既不可积，也不满足遍历假设。
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一般说来，哈密顿-雅可比能否通过分离变量求解，取决于具体的物理问题以及
所选择的坐标。对于可积系统，总能选择合适的坐标使得哈密顿-雅可比方程分离变
量。反之，更多的物理系统原则上也是无法分离变量的，被称作不可积系统。著名的

“三体问题”即是不可积系统的典型代表。不幸的是，时至今日我们仍然没有判断一个

系统是否可积（可分离变量）的完整判据。需要强调的是，作用-角变量的存在—---系
统是否可积—---是对相空间“整体”而言的。即在于能否做正则变换，将相空间所有
的轨迹都拉直。如果只关心相空间的“局域”部分，则总是可以选择合适的坐标将轨

迹拉直。

在作用-角变量描述的相空间中，完全可积系统的轨迹是其中“Ja (q,p) =常数”
的超曲面。在例17.1中看到，一维谐振子的相流是一维圆周。由拓扑学的知识，对
于自由度为 s 的完全可积系统，如果运动是“有界”的，这个超曲面的形状必然是

S1 × S1 × · · · × S1，被称作不变环面（invariant tori）。

17.1.3 周期运动

作用-角变量是处理周期运动的一种有效方法。从单摆的摆动、刚体的转动，到
天体的运行、晶体的振荡，周期运动（periodic motion）在物理系统中无处不在，是
一类非常重要的运动形式。对于周期运动，往往更关心的是运动的周期、或者频率。

当然，如果能完全求解系统的运动方程，周期也自然可以得知。但严格往往求解十分

困难，能否有更简洁方法，直接得到系统的频率？作用-角变量正是基于哈密顿-雅可
比理论，可以在不需要具体求解系统的运动方程（包括哈密顿-雅可比方程本身）的
情况下，得到系统运动的关键信息，特别是做周期运动的频率。

周期运动可以分为两类。以单自由度为例，若经过一个周期，坐标 q 和动量 p 都

回到初值，即系统回到初始状态。表现在相图上，相流为闭合的曲线，如图17.1.3(a)
所示。此时坐标 q 在有限的区间 [qmin, qmax] 内做往复运动。这类周期运动被称作摆

动（libration）2。例如，谐振子的振动即摆动。若坐标 q 本身不做往复运动，而是随

时间单调变化，但动量 p 是坐标 q 的周期函数，如图17.1.3(b) 所示。这类周期运动
被称作转动（rotation）。此时坐标 q 通常即角坐标。例如，刚体的定轴转动即转动。

摆动和转动可以出现在同一系统中。在例13.10中曾讨论过单摆的相图，由图13.10所
示，若能量较低，则表现为往复运动的振动，即摆动；而如果能量较高足以越过圆周

的最高点，则表现为绕圆周一圈一圈的转动。

对于多自由度系统，情况则较为复杂。对于不含时哈密顿系统，若存在一组广义

坐标 {q1, · · · , qs}，使得哈密顿特征函数具有分离变量形式的完全积分：

W
(
q1, · · · , qs, α1, · · · , αs

)
=W1

(
q1, α1, · · · , αs

)
+ · · ·+Ws (q

s, α1, · · · , αs) , (17.8)
2术语“libration”借用自天文学，也被称作“天平动”或“秤动”，原指观测到的月球非常轻微而缓慢的振荡行为。

英文“libration”一词源自拉丁文“libra”，意为“尺度”。实际上，利用作用-角变量方法计算系统振动周期最初即应
用在天文学中。
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图 17.3: 周期运动的相图。(a) 摆动。(b) 转动。

其中 {α1, · · · , αs} 为 s 个不可加常数，即每个广义坐标 qa 有其自身的哈密顿特征函

数 Wa，其中只包含 qa，则称为系统为可分离变量（separable）系统。此时，

pa =
∂S

∂qa
=
Wa (q

a,α)

∂qa
, a = 1, · · · , s, (17.9)

注意其中指标 a 不求和。(17.9) 是 s 个方程 pa = pa (q
a,α)，其中每一个方程都只涉

及一对共轭变量 {qa, pa}，这相当于给出在 {qa, pa} 的 2 维平面上的一条轨迹。这实
际上是在 2s 维相空间中的相流在 {qa, pa} 的 2 维子空间上的投影。例如图17.1.3所
示即一对共轭变量的 2 维子空间中做周期运动的轨迹。

对于可分离变量系统，若每个自由度—---即每一对共轭变量 {qa, pa}都做周期运
动，则称系统做多周期（multiply periodic）运动。但是，每个自由度都做周期运动，
系统整体未必做周期运动。当且仅当所有自由度做周期运动的周期、或频率之比都是

有理数时—---也被称作公度（commensurate），系统整体才做周期运动。例如，对于
2 自由度情形，若频率之比 ω1/ω2 = m/n，则系统在 {q1, p1} 自由度完成 m 个周期、

{q2, p2} 自由度完成 n 个周期后，回到原始状态，即整体完成一个周期。

例 17.3 二维谐振子的周期运动

考虑 2 维谐振子，哈密顿量为 H = 1
2m

(
p21 + p22

)
+ 1

2
mω2

1

(
q1
)2

+ 1
2
mω2

2

(
q2
)2
，其哈

密顿特征函数可以完全分离变量，W
(
q1, q2

)
=W1

(
q1
)
+W2

(
q2
)
，满足

1

2m

(
W ′

1

(
q1
))2

+
1

2
mω2

1

(
q1
)2

= α1,
1

2m

(
W ′

2

(
q2
))2

+
1

2
mω2

2

(
q2
)2

= α2. (17.10)

有 p1 = W ′
1

(
q1
)
，p2 = W ′

2

(
q2
)
，因此 (17.10) 分别对应

{
q1, p1

}
和
{
q2, p2

}
平面上的椭

圆。这意味着这 2 个自由度分别在做周期运动（转动），各自的频率分别为 ω1 和 ω2。只有

当 ω1/ω2 为有理数时，2 维谐振子整体才做周期运动，如图17.4(a) 和 (b) 所示。图17.4(c)
则对应非公度的情形。
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图 17.4: 2 维谐振子在 {q1, q2} 平面上的相图。其中频率比值 ω1/ω2 分别为：

(a) 2/5，(b) 5/12，(c) 1/
√
5。

17.2 作用-角变量

17.2.1 单自由度

以上我们引入了作用-角变量的概念。现在的问题是，如何具体求得作用-角变量？
这个问题相当于问，如何寻找正则变换，使得变换后的相流是“水平直线”？首先考

虑单自由度情形，并假设系统做周期运动，如图17.5所示。

图 17.5: 单自由度系统周期运动的作用-角变量。(a) 摆动情形，(b) 转动情形，(c) 作
用-角变量。

为了得到 {q, p} 和作用-角变量 {ϕ, J} 的关系，我们利用正则变换保相空间体积
不变的性质。在单自由度情形，即保相平面上的面积不变。在 {q, p} 坐标下，给定能
量 H (q, p) = E，相流为 p = p (q, E)。如果周期运动是摆动，如图17.5(a)，相流为闭
合曲线，经过一个周期，相流所围成的面积即图中阴影部分

A (E) =

˛
p (q, E) dq. (17.11)

如果周期运动是转动，如图17.5(b)，经过一个周期，相流与 q 轴包围的面积（或者说

相流扫过的面积）为

A (E) =

ˆ q0

0

p (q, E) dq. (17.12)
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我们的目的是经过正则变换，在 {ϕ, J} 平面上相流为水平直线，如图17.5(c) 所示。
设周期运动对应 ϕ 的周期为 2π。因此，无论是摆动还是转动，正则变换把 {q, p} 平
面上的一个周期“围成”或“扫过”的区域（图17.5(a)、(b)中阴影区域）变成 {ϕ, J}
平面上的矩形区域（图17.5(c) 中阴影区域）。矩形区域宽为 2π，高为 J，因此面积

为 A = 2πJ。因为正则变换保面积不变，因此必然有

J = J (E) :=
A (E)

2π
=

1

2π

˛
pdq . (17.13)

这里简单起见，我们不区分摆动或转动，统一用符号“
¸
”代表对一个周期做积分。

(17.13) 即给出作用变量 J 与能量 H = E 的关系，也可视为其定义。可见作用变量

有着非常直观的几何意义，正是一个周期中相流所围成（对于摆动）或者扫过（对于

转动）的相平面面积。给定系统的相流是固定的，因此这个面积是常数，所以作用变

量也必然是运动常数。这也符合我们构造的初衷。

(17.13) 还可以如下得到。取正则变换的第 1 型生成函数 F1 (q, ϕ)，定义为（见

(15.41)）

dF1 = pdq − Jdϕ, (17.14)

其中 ϕ 为新广义坐标。对一个周期做积分3，

0 ≡
˛

dF1 =

˛
pdq −

˛
Jdϕ =

˛
pdq − 2πJ, (17.15)

正是 (17.13)。作用变量的定义 (17.13) 与具体的系统无关，是通用的。由 (17.13) 的
形式，作用变量 J 的量纲为 [J ] = [q] · [p] = [S]，即作用量的量纲。这也是将其称为

作用变量的原因之一。

作用变量的共轭变量、即角变量 ϕ 则是无量纲的。由 (17.13) 得到 J (E)，原则

上可从中反解出能量 E 作为作用变量 J 的函数，通常记作 H (J)。于是由哈密顿正

则方程

ϕ̇ =
∂H (J)

∂J
=常数 ≡ ω (J) , (17.16)

即角变量 ϕ 以“匀速”ω 做周期运动。因为 ϕ 以 2π 为周期，这里的 ω 即系统做周

期运动的角频率，也被称作基本频率（fundamental frequency）。
对于哈密顿量为 H = p2

2m
+ V (q) 的非相对论性粒子，假设势能 V (q) 有底，当

能量 E 给定，粒子被限制在 qmin ≤ q ≤ qmax 中做往复的摆动，其中 qmin 和 qmax 满

足

V (qmin) = V (qmax) = E. (17.17)

3可见生成函数类似热力学中态函数，在一个循环后回到原点。
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由 H = p2

2m
+ V (q) = E 可解出 p = ±

√
2m (E − V (q))，其中正号对应由 qmin 到

qmax，负号对应由 qmax 回到 qmin。因此根据 (17.13)

J (E) =
1

2π

˛
dq
√
2m (E − V (q)) =

1

π

ˆ qmax

qmin

dq
√
2m (E − V (q)). (17.18)

例 17.4 一维势阱中粒子的作用-角变量

考虑在势场 V (q) = V0 tan2
(
π
2
q
q0

)
中做一维运动的非相对论性粒子，其中 V0 和 q0

都是正的常数。如图17.6(a) 上图所示，势能 V (q) 有左右对称的两条渐进线 q = ±q0。

图 17.6: 一维势阱中粒子的作用-角变量。(a) 势能 V (q) 及相流。(b) V0 � E

时的 V (q) 及相流。

给定能量 E ≥ 0，粒子被束缚在−q∗和 q∗之间做往复的摆动，其中 q∗满足 V0 tan2
(
π
2
q∗
q0

)
=

E，相流如图 (a) 下图所示。由 (17.18)，作用变量为

J (E) =
1

π

ˆ q∗

−q∗
dq

√
2m

(
E − V0 tan2

(
π

2

q

q0

))
.

这个积分可以解析积出，得到

J (E) =
2

π
q0
√
2m
(√

E + V0 −
√
V0

)
. (17.19)

从中反解出 E 作为 J 的函数，即有

E =
π2J2

8mq20
+
πJ

√
V0√

2mq0
≡ H (J) ,

于是粒子做周期运动的角频率为

ω ≡ ϕ̇ =
∂H (J)

∂J
=

π2J

4mq20
+

π
√
V0√

2mq0
=
π
√
E + V0√
2mq0

. (17.20)
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考虑两个极限情形。若 V0 ≫ E，即粒子能量很低。这时 (17.19) 可展开为

J (E) =
2

π
q0
√
2mV0

(√
1 +

E

V0
− 1

)
=

1

π
q0

√
2m

V0
E + · · · ,

即在最低阶近似下，作用变量 J 与能量 E 成正比，正具有一维谐振子的作用变量 (17.2) 的
形式。这也意味着，粒子近似在势能底部附近做一维谐振动，角频率为 ω ≈ π

q0

√
V0
2m
。这当

然与将势能在最低点展开 V = V0
π2

4q20
q2 + · · · 得到的振动频率一致。若 V0 ≪ E，即粒子能

量很高。此时在粒子看来势能变得陡峭，或者说成了“无限深方势阱”，如图17.6(b) 所示。
此时 (17.19) 可展开为

J (E) =
2

π
q0
√
2mE

(√
1 +

V0

E
−
√
V0

E

)
=

2

π
q0
√
2mE + · · · .

此时除了在边界 q = ±q0 处，粒子几乎感受不到势能的存在。由 E = 1
2
mv2，粒子像以匀

速 v =
√

2E/m 在两个相距 2q0 的完全弹性壁之间来回反弹。角频率为 ω = 2π × v
4q0

=

π
q0

√
E
2m
，正是 (17.20) 在 V0 ≪ E 时的极限。

作用变量由 (17.13) 给出，接下来的问题是，如何求其共轭的角变量？为此，需
要求由 {q, p} 变换至作用-角变量 {ϕ, J} 的正则变换生成函数。我们再次利用正则变
换保面积不变的性质。

图 17.7: 作用-角变量的生成函数。

如图17.7所示，考虑两条相近相流之间的面积。在 {q, p} 平面上，给定能量 E =

E (q, p)，即得到 p = p (q, E)，因此

δA =

ˆ q

0

(p+ δp) dq −
ˆ q

0

pdq =
ˆ q

0

δpdq. (17.21)

因为能量 E 只是作用变量 J 的函数 E = E (J)，于是

δp = δp (q, E (J)) ≡ δp (q, J) =
∂p (q, J)

∂J
δJ, (17.22)

代入 (17.21) 得到

δA =

ˆ q

0

∂p (q′, J)

∂J
δJdq′ = δJ

∂

∂J

ˆ q

0

p (q′, J) dq′. (17.23)
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另一方面，在 {ϕ, J} 平面上，因为 J 是常数，于是两条相流之间的面积为

δA =

ˆ ϕ

0

δJdϕ = ϕδJ. (17.24)

比较 (17.23) 和 (17.24) 得到

ϕ = ϕ (q, J) =
∂

∂J

ˆ q

0

p (q′, J) dq′. (17.25)

另一方面
∂

∂q

ˆ q

0

p (q′, J) dq′ ≡ p. (17.26)

(17.25) 和 (17.26) 正是第 2 型生成函数的正则变换关系（见 (15.53)）。因此变换
{q, p} → {ϕ, J} 的第 2 型生成函数即

F2 (q, J) :=

ˆ q

0

p (q′, J) dq′ ≡W (q, J) , (17.27)

正是沿经典路径（即沿给定相流）的简约作用量。由 (17.27)，利用勒让德变换（见
(15.52)），还可以得到第 1 型生成函数

F1 (q, ϕ) =W (q, J)− ϕJ =

ˆ q

0

p (q′, J) dq′ − ϕJ . (17.28)

经过一个周期，由 (17.27)，第 2 型生成函数 F2 ≡W 的变化不是别的，正是作

用变量

∆F2 = ∆W =

˛
p (q′, J) dq′ ≡ 2πJ. (17.29)

由 (17.28)，对于第 1 型生成函数，经过一个周期 ϕ 增加 2π，而 J 是常数，于是

∆F1 = 2πJ − 2πJ = 0. (17.30)

这意味着作用-角变量的第 1 型生成函数 F1 经过一个周期回到初值，因此是 ϕ 以 2π

为周期的周期函数，即满足 F1 (q, ϕ) = F1 (q, ϕ+ 2π)。

根据以上讨论，可以对哈密顿-雅可比理论和作用-角变量方法做一总结和对比4：

哈密顿-雅可比理论 作用-角变量方法
正则变换的效果 将相流压成一点 将相流拉直

生成函数 经典作用量 简约作用量

变换后的哈密顿量 K = 0 H = H (J)

从技术上来说，哈密顿-雅可比理论中哈密顿主函数的求解涉及不定积分的计算，
而作用-角变量则涉及定积分的计算。经常的情况是，一个不定积分难以求得，但是
定积分却可以通过各种方法得到。这也是作用-角变量方法的优势之一。

4类似哈密顿-雅可比理论中，形象地说在相空间中将相流压成一点、或者将相点随时间演化曲线拉直的“梳子”是
经典作用量，那么对于作用-角变量，在相空间上将相流“拉直”的“梳子”则是简约作用量。
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例 17.5 一维谐振子作用-角变量的生成函数

一维谐振子势能为 V (q) = 1
2
mω2q2，根据 (17.18)，作用变量为

J =
1

π

ˆ q∗

−q∗
dq
√

2mE −m2ω2q2,

这里 q∗ 满足 1
2
mω2q2∗ = E，即 q∗ =

√
2E
mω2。这个积分可以解析积出（做变量代换 q =√

2E
mω2 sin θ 或利用围道积分）得到

J (E) =
E

ω
, ⇒ E ≡ H (J) = ωJ, (17.31)

这无非是再次得到例17.1中 (17.2)。对于谐振子的简单情形，也可根据作用变量 J 的几何意

义，由相流所围成椭圆 p2

2m
+ 1

2
mω2q2 = E 的面积 2πJ ≡ A = π ·

√
2mE ·

√
2E
mω2 = 2πE

ω

直接得到 (17.31)。系统周期运动的频率即 ∂H/∂J = ω。为了得到一维谐振子作用-角变量
的正则变换生成函数，首先由哈密顿量 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2 = ωJ 解出

p (q, J) = ±
√

2mωJ −m2ω2q2.

根据 (17.27)，正则变换的第 2 型生成函数即为（p 取正号）

F2 (q, J) ≡W (q, J) =

ˆ q

0

dq′
√

2mωJ −m2ω2q′2

=
1

2
q
√

2mωJ −m2ω2q2 + J arcsin
(
q

√
mω

2J

)
. (17.32)

根据第 2 型生成函数的变换关系，角变量即为

ϕ =
∂W (q, J)

∂J
= arcsin

(
q

√
mω

2J

)
, ⇒ q =

√
2J

mω
sinϕ. (17.33)

代入动量的表达式，得到

p =
∂W (q, J)

∂q
=
√

2mωJ −m2ω2q2 =
√
2mωJ cosϕ. (17.34)

(17.33) 和 (17.34) 正是例17.1中的正则变换 (17.1)。还可以验证，第 1 型生成函数为

F1 (q, ϕ) =W (q, J)− ϕJ =
1

2
q
√

2mωJ −m2ω2q2 =
1

2
mωq2 cotϕ, (17.35)

正是例15.8中得到的 (15.69)（Q→ ϕ）。

例 17.6 单摆的作用-角变量

单摆的哈密顿量为 H =
p2θ

2ml2
−mgl cos θ。给定能量 E，pθ = 2ml2 (E +mgl cos θ)。根

据能量的高低，单摆可以做摆动和转动两种周期运动。对于摆动情形（−mgl < E < mgl），

由 (17.13)，单摆的作用变量为

J (E) =
1

π

ˆ θ∗

−θ∗
dθ
√

2ml2 (E +mgl cos θ),
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其中 θ∗ 满足 E +mgl cos θ∗ = 0。上述积分可以表达为第二类椭圆积分 E (φ|m)，

J (E) =
4

π
l
√

2m (E +mgl)E

(
1

2
arccos

(
− E

mgl

)
| 2mgl

E +mgl

)
. (17.36)

对于转动情形（E > mgl），

J (E) =
1

2π

ˆ 2π

0

dθ
√

2ml2 (E +mgl cos θ),

该积分同样可以用椭圆积分 E (m) 表达

J (E) =
2

π
l
√

2m (E +mgl)E

(
2mgl

E +mgl

)
. (17.37)

单摆周期运动的频率为 ω = ∂E
∂J

=
(
∂J
∂E

)−1
= ω (E)，其随能量的变化如图17.8所示。

图 17.8: 单摆的频率随能量的变化，其中 ω0 ≡
√

g
l
。

若摆角很小，对应 E
mgl

→ −1的极限。此时 (17.36)成为 J (E) →
√

l
g
(E +mgl)。于是 ω =

∂E
∂J

=
(
∂J
∂E

)−1
=
√

g
l
，正是熟知的单摆做小振动的频率。反过来，若单摆做高速转动，对应

E
mgl

→ ∞的极限。此时 (17.37)成为 J (E) → l
√
2mE，于是 ω = ∂E

∂J
=
(
∂J
∂E

)−1
= 1

l

√
2E
m
。

因为此时 E ≈ p2θ
2ml2
，所以 ω ≈ 1

l
pθ
ml
，正是以速度 pθ/ml 沿着圆周转一圈的角频率。(17.36)

或 (17.37) 确定隐函数 E = E (J)，从而给出 pθ (θ, J) =
√

2ml2 (E (J) +mgl cos θ)，于是
正则变换的第 2 型生成函数为

W (θ, J) =

ˆ θ

0

dθ′pθ
(
θ′, J

)
=

ˆ θ

0

dθ′
√

2ml2 (E (J) +mgl cos θ′).

角变量为

ϕ =
∂W (θ, J)

∂J
=

∂

∂J

ˆ θ

0

dθ′
√

2ml2 (E (J) +mgl cos θ′).

17.2.2 多自由度

对于多自由度系统，一般情况下并不可积，也不存在作用-角变量。因此我们仅
限于讨论“多周期系统”，即哈密顿-雅可比方程可以被完全分离变量，且每个自由度
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都做周期运动。对于多周期系统，每个自由度都可以定义如 (17.13) 的作用变量，

Ja :=
1

2π

˛
padqa, a = 1, · · · , s, (17.38)

注意，其中“a”指标不求和（下同）。代入 (17.9)，即有

Ja ≡
1

2π

˛
∂Wa (q

a, α1, · · · , αs)
∂qa

dqa, a = 1, · · · , s. (17.39)

其中生成函数 W (q,α) =
∑s

a=1Wa (q
a,α) 即哈密顿特征函数，即沿着经典路径的

简约作用量。和单自由度情形一样，对于每一个自由度，Ja 的几何意义即 {qa, pa}
平面上相流所围成或扫过的面积，其数值依赖于 s 个常数 {α1, · · · , αs}，即有 Ja =

Ja (α1, · · · , αs)。从中原则上可以将 αa反解为 {J1, · · · , Js}的函数，即 αa = αa (J1, · · · , Js)。
因此哈密顿特征函数 W (q,α) 可视为 {q,J} 的函数 W = W (q,J)。因此，作为第

2 型生成函数，这里作用变量 {J1, · · · , Js} 就成为变换后的新广义动量。变换后的哈
密顿量即

K = H = α1 ≡ H (J1, · · · , Js) =常数, (17.40)

即只是 s 个作用变量 {J1, · · · , Js}—---作为新广义动量—---的函数。
由第 2 型生成函数的正则变换关系，角坐标—---作用变量的共轭坐标—---为

ϕa =
∂W (q,J)

∂Ja
= ϕa (q,J) , a = 1, · · · , s, (17.41)

都是循环坐标，且满足运动方程

ϕ̇a =
∂K

∂Ja
=
∂H

∂Ja
=常数 ≡ ωa, ⇒ ϕa (t) = ωat+ϕa (0) , a = 1, · · · , s. (17.42)

这里 ωa = ωa (J) 只依赖于作用变量，因此都是常数。

为了进一步理解常数 ωa 的意义，假设系统整体做周期运动，设周期为 τ。这意

味着，在经过周期 τ 后，每个自由度自身也都经历了“整数”个循环。设第 a 个自由

度在周期 τ 内经历了 na 个循环，即自身的周期为 τa =
τ
na
。对于第 a 个自由度，因

为 ϕa = ϕa (q,J)，而 Ja 都是常数，因此经过周期 τ，角变量 ϕa 的变化为（明确起

见，这里写出了对 qb 的求和号）

∆ϕa =

˛ s∑
b=1

∂ϕa

∂qb
dqb =

˛ s∑
b=1

∂2W

∂Ja∂qb
dqb = ∂

∂Ja

˛ s∑
b=1

∂W

∂qb
dqb, a = 1, · · · , s.

(17.43)
由 (17.9)，pa = ∂W

∂qa
= ∂Wa

∂qa
，因此

∆ϕa =
∂

∂Ja

˛ s∑
b=1

∂Wb

∂qb︸ ︷︷ ︸
=pb

dqb = ∂

∂Ja

s∑
b=1

˛
pbdqb, a = 1, · · · , s. (17.44)
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假设第 a个自由度在周期 τ 经历了 na 个循环，由作用变量的定义 (17.38)，即有（指
标 b 不求和） ˛

pbdqb = nb · 2πJb, b = 1, · · · , s. (17.45)

因此

∆ϕa =
∂

∂Ja

s∑
b=1

(nb2πJb) = 2πna, a = 1, · · · , s, (17.46)

即角变量 ϕa 增加了 2π 的 na 倍，这与其经历 na 个循环的假设也自洽。由 (17.42)
和 (17.46)，经过一个周期 τ = naτa，

∆ϕa = ωanaτa = 2πna, ⇒ ωa =
2π

τa
, a = 1, · · · , s, (17.47)

可见常数 ωa 正是第 a 个自由度（即共轭变量对 {qa, pa}）周期运动的角频率。这一
组常数 {ω1, · · · , ωs} 也被称作系统的基本频率。

例 17.7 二维谐振子的作用-角变量

考虑例17.3中的二维谐振子。以
{
q1, p1

}
为例，由 (17.10) 解出

p1 =W ′
1

(
q1
)
= ±

√
2mα1 −m2ω2

1 (q
1)2,

这里 p1 的符号取决于运动方向。p1
(
q1
)
= 0 有两个零点 q1± = ±

√
2α1

mω2
1
，对应 q1 运动的

端点。在一个周期运动中，q1 从 q1− 到 q1+，因为 q1 的值增加，因此 p1 取正号；再从 q1+

回到 q1−，p1 取负号。因此和一维谐振子情形一样，

J1 =
1

2π

˛
p1dq1 =

1

π

ˆ q1+

q1−

√
2mα1 −m2ω2

1 (q
1)2dq1 =

α1

ω1
.

当然，这一结果也可以根据
{
q1, p1

}
平面上相流围成的椭圆面积直接得到。类似地，有

J2 = α2
ω2
。因此哈密顿量为

K = H = α1 + α2 = ω1J1 + ω2J2. (17.48)

根据基本频率的定义，ω1 = ∂H
∂J1
和 ω2 = ∂H

∂J2
正是二维谐振子两个自由度的做周期运动的

角频率。

例 17.8 开普勒问题的作用-角变量

开普勒问题是最简单的 3 维可积系统之一。库伦势中带电粒子的作用-角变量问题在量
子力学的发展过程中曾起了重要作用。虽然我们已经知道中心势场中的运动可以约化为 2
维问题，但是为了更完整地理解运动的性质（包括可以约化为 2 维平面运动这件事本身），
我们从 3 维的哈密顿量（见 (13.27)）H =

p2r
2m

+
p2θ

2mr2
+

p2ϕ
2mr2 sin2 θ

− α
r
出发，这里 α > 0。

在例16.4中已经知道，开普勒问题是可以完全分离变量、且是多周期的。开普勒问题作用-角
变量的正则变换生成函数—---即哈密顿特征函数 W (r, θ, ϕ)—---由 (16.46) 给出。于是作用
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变量分别为

Jr =
1

2π

˛
prdr =

1

2π

˛
∂W

∂r
dr = 1

2π

˛
dr
√

2mE + 2m
α

r
− J2

r2
, (17.49)

Jθ =
1

2π

˛
pθdθ =

1

2π

˛
∂W

∂θ
dθ =

1

2π

˛
dθ

√
J2 −

p2ϕ
sin2 θ

, (17.50)

Jϕ =
1

2π

˛
pϕdϕ =

1

2π

˛
∂W

∂ϕ
dϕ = pϕ

1

2π

ˆ 2π

0

dϕ ≡ pϕ. (17.51)

我们考虑给定能量 H = E < 0 的情形，此时系统做有界运动。在作用变量的计算中，

经常会遇到类似 (17.49) 和 (17.50) 的积分回路在被积函数零点（经常是支点）之间往返
的积分。相较于定积分方法，更为简洁的方法是利用留数定理。对于 Jr，注意 pr (r) =√

2mE + 2mα
r
− J2

r2
可以写成 pr(r) =

√
2m |E| 1

r

√
(r+ − r) (r − r−)，其中设 r+ > r−，

满足 r++r− = α
|E|，r+r− = J2

2m|E|。因此径向运动的两个端点对应 pr(r)的零点即 r = r±，

为此构造积分围道如图17.9所示。

图 17.9: 开普勒问题作用变量 Jr 的积分围道。

积分
¸
prdr 中从 r− → r+，pr 取正号；从 r+ → r−，pr 取负号（运动反向）。而这在复平

面上也体现得更加自然，只需要注意到 r− ∼ r+ 为割线并规定在其上方 pr > 0 即可。因此¸
prdr 即对应图17.9中沿围道 C∗ 的积分，即有 Jr =

1
2π

¸
C∗
。这里围道 C∗ 的具体形状无关

紧要，只要其包括两个零点 r± 即可，其只在 r− → r+ 和 r+ → r− 两段有贡献，其他部分

全部抵消，因此自动给出一个循环的积分。这也是围道积分特别适合计算作用变量的原因。

除了 r = 0,∞ 以及割线，函数 pr(r) 在复平面（即图17.9中 3 个围道的外部区域）解析，
因此

¸
C∗

−
¸
C0

−
¸
C∞

= 0，即
¸
C∗

=
¸
C0

+
¸
C∞
。由于 r− ∼ r+ 割线的存在，选择在割线

上方 pr (r) 取正值，即辐角为 0。当 r → 0，相当于绕 r− 逆时针转 π 角，因此 pr (r → 0)

辐角为 ei
π
2；当 r → ∞，相当于绕 r+ 顺时针转 π 角，因此 pr (r → ∞) 辐角为 e−i

π
2。由

留数定理， ˛
C0

= 2πiRes [pr (r = 0)] = 2πi ·
√

2m |E|ei
π
2
√
r+r− = −2πJ.

对于积分
¸
C∞
，令 r = 1

z
，有

¸
C∞

=
¸
Cz=0

dz f (z)，这里 f (z) =

−e−i
π
2

√
2m |E| 1

z2

√
(1− r−z) (1− r+z)。于是

˛
C∞

=

˛
Cz=0

= 2πiRes [f (z = 0)] = 2πi ·
√

2m |E|e−i
π
2
r+ + r−

2
= 2πα

√
m

2 |E| .

最终得到

Jr =
1

2π

˛
C∗

=
1

2π

(˛
C0

+

˛
C∞

)
= α

√
m

2 |E| − J. (17.52)
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第十七章 可积系统 17.2 作用-角变量

对于积分 (17.50)，由 J2 − p2ϕ
sin2 θ

≥ 0，因此 θ0 ≤ θ ≤ π − θ0，其中 sin θ0 =
pϕ
J

≡ a。积分

中 θ 从 θ0 → π − θ0，pθ 取正号；从 π − θ0 → θ0，pθ 取负号。令 x = sin θ，积分 (17.50)
相当于 x 从 a ∼ 1 和 −1 ∼ −a 之间往返积分，因此也可以转化为复平面上的围道积分，

Jθ =
1

2π

(˛
C∗

dxg (x) +
˛
C′
∗

dxg (x)
)
, g (x) =

1

x
J

√
x2 − a2

1− x2
,

围道如图17.10所示。其中 a ∼ 1和 −1 ∼ −a为割线，并规定在 a ∼ 1割线的上方 g (x) > 0。

图 17.10: 开普勒问题作用变量 Jθ 的积分围道。

除了奇点 x = 0,±1,∞ 以及割线，g(x) 在复平面（即图17.10中 4 个围道外部区域）处处
解析，因此

¸
C∗

+
¸
C′
∗
−
¸
C0

−
¸
C∞

= 0，即
¸
C∗

+
¸
C′
∗
=
¸
C0

+
¸
C∞
。当 x→ 0 时 g (x) 辐角

为 ei
π
2（相当于绕 x = a 逆时针转 π 角），由留数定理，

˛
C0

= 2πiRes [g (x = 0)] = 2πi ei
π
2 Ja = −2πpϕ.

另一方面，令 x = 1
u
，
¸
C∞

=
¸
Cu=0

duh (u)，其中 h (u) = −J
u

√
1−a2u2

u2−1
。当 x → ∞ 即

u→ 0 时 g (x) 辐角为 e−i
π
2（相当于绕 x = 1 顺时针转 π 角），因此

˛
C∞

=

˛
Cu=0

= 2πiRes [h (u = 0)] = 2πi
(
e−i

π
2 J
)
= 2πJ.

最终得到

Jθ =
1

2π

(˛
C∗

+

˛
C′
∗

)
=

1

2π

(˛
C0

+

˛
C∞

)
= J − pϕ. (17.53)

从 (17.52) 和 (17.53) 中解出能量（注意到 pϕ = Jϕ）

E = − mα2

2 (Jr + Jθ + Jϕ)
2 . (17.54)

由之可见能量 E 只依赖于 3 个作用变量的组合 Jr + Jθ + Jϕ。同时，角频率

ωr = ωθ = ωϕ =
∂E

∂Jr
=

mα2

(Jr + Jθ + Jϕ)
3 ≡ (2 |E|)3/2

α
√
m

. (17.55)

即 3 个自由度的角频率相等，自然是公度的。因此当 E < 0 时，开普勒问题具有整体的周

期性，轨道也是闭合的。这种情况也被称作“完全简并”。
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17.3 绝热不变量 第十七章 可积系统

17.3 绝热不变量

17.3.1 绝热不变量

对于不含时系统的周期运动，作用-角变量方法可以在不具体求解运动方程的情
况下，直接得到周期运动的频率及其与能量的关系。但当系统受外界影响，导致其哈

密顿量显含时间，这时一般来说，并不存在严格的作用-角变量。但是如果这种对时
间的依赖性非常“微弱”，亦即哈密顿量随时间的变化非常“缓慢”，此时作用-角变
量仍然是对系统有效的近似和最佳的描述。

这里的“缓慢”有两方面的意义。首先，哈密顿量随时间变化非常缓慢，意味着

其对时间的依赖是小的修正，因此系统演化对严格保守情形的偏离非常微小，这保证

了系统仍然做近似的周期运动。其次，在每个（近似）周期内，系统哈密顿量的变化

非常微小，或者说近似不变。换句话说，在每一个周期内，系统几乎感受不到哈密顿

量的变化。这种缓慢的变化被称作绝热（adiabatic）5。绝热变化在自然界十分常见。

例如，频率缓慢变化的谐振子（见例17.9），臂长缓慢变化的单摆（见例17.10），电子
表中石英晶体的振荡，带电粒子在缓变磁场中的运动，以及恒星质量变化下的行星运

动，等等。

具体而言，考虑系统依赖于某个参数 λ (t)，其数值因外部原因“缓慢”变化。此

时，系统有“一快一慢”两个特征运动，因此有两个特征的时间尺度。一个是系统做

高速周期运动的周期 T，另一个是在外界影响下系统参数的缓慢变化的特征时间 τ，

定义为 1
τ
:=
∣∣∣ λ̇λ ∣∣∣。特征时间所衡量的即 λ 发生单位变化所需的时间，即 dt =

∣∣dλ
λ

∣∣ τ。
绝热条件（adiabatic condition）在定量上即要求经过一个周期 T，λ 相对于自身的

变化非常微小，即 T |λ̇| � |λ|，等价地

T

∣∣∣∣ λ̇λ
∣∣∣∣� 1 . (17.56)

这意味着 τ � T，即参数“缓慢”变化的特征时间远远长于系统“快速”周期运动的

周期。反过来说，若要参数 λ产生明显的变化，系统需要经历非常多个周期。若 λ为

常数，则对应特征时间 τ → ∞，系统即回到不含时情形。对于绝热变化的系统，精
确“追踪”系统在每时每刻的演化不仅十分困难，而且并不必要。更值得关注的是系

统在高频周期运动下的“平均”行为。

5在热力学中也有“绝热”一词，通常指的热传导相对于外界影响非常缓慢，因此热量来不及传递。另一方面，其也

指的是外界影响相对于系统趋于平衡态的弛豫过程非常缓慢，因此系统可认为每时每刻都处于近似平衡态。在这一点

上，其与力学中的绝热的含义近似，都强调外界变化非常缓慢。力学系统中“绝热”一词是由埃伦费斯特引入的。绝热

不变量的一般理论也是埃伦费斯特等人发展起来的。
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第十七章 可积系统 17.3 绝热不变量

例 17.9 频率缓变的谐振子

一维谐振子的哈密顿量为 H = p2

2m
+ 1

2
mω2q2，现在假设角频率 ω (t) 不再是常数，而

是在外界的影响下、随时间缓慢变化。在例17.5中已经讨论了 ω 为常数时一维谐振子的作

用-角变量及其生成函数，其中第 1 型生成函数由 (17.35) 给出。我们将其在“形式上”推
广至含时的情形，

F1 (t, q, ϕ) =
1

2
mω (t) q2 cotϕ. (17.57)

由正则变换关系，H 本身仍然变为 ωJ，因此利用 (17.33)，变换后的哈密顿量为

K (t, ϕ, J) = H +
∂F1

∂t
= ω (t) J +

1

2
mω̇ (t) q2 cotϕ = ω (t) J +

ω̇ (t)

2ω (t)
J sin (2ϕ) , (17.58)

由于 ω̇ ̸= 0，新哈密顿量 K 显含 ϕ，角变量 ϕ 不再是循环坐标。角变量 ϕ 和作用变量 J

的运动方程为

ϕ̇ =
∂K

∂J
= ω (t) +

ω̇ (t)

2ω (t)
sin (2ϕ) , J̇ = −∂K

∂ϕ
= − ω̇ (t)

ω (t)
J cos(2ϕ). (17.59)

同样，由于 ω̇ ̸= 0，作用变量 J 也不再是严格的常数。若角频率 ω (t) = ω̄ 是常数，方程

(17.59) 将变得极为简单，这也是作用-角变量之所以被称作最简单的正则变量的原因。但是
现在角频率 ω (t) 是时间的函数，方程 (17.59) 一般无法解析求解。虽然如此，只要 ω (t)

随时间缓慢—---即绝热—---变化，作用-角变量仍然是对这样系统的最佳描述。在定量分析
前，我们先通过数值方法对谐振子的行为做定性描述。简单起见，假设频率的变化是线性

的，即 ω (t) = ω̄ + ϵt，这里 ω̄ 为常数，ϵ > 0 为小参数，当 ϵ = 0 就回到 ω 为常数的情

形。绝热条件 (17.56) 意味着 T
∣∣ ω̇
ω

∣∣ ≃ 2π
ω

∣∣ ω̇
ω

∣∣ ≪ 1，即 |ϵ| ≪ ω̄2。变量 {q, p} 随时间的演
化如图17.11(a) 和 (b) 所示。可见，当 ω (t) 缓慢增加，谐振子的振幅随时间缓慢减少，动

量的振幅则缓慢增加，且振动频率也随时间缓慢增加。如图17.11(c)，相流不再是闭合的椭
圆，而是在“缓慢形变”（p 方向压缩、q 方向拉伸）。每一个近似周期，相流仍然近似为椭

圆（虽然不闭合）。关键在于，每一个近似周期，相流围成的面积近似不变。图17.11(d) 展
示了 3 个典型的近似周期的相流，这 3 段相流所围成的面积近似相等。

图 17.11: 频率缓变谐振子 {q, p} 的演化（参数取 m = ω̄ = 1，ϵ = 0.1，下同）。
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谐振子的角频率 ω 和能量 E ≡ p2

2m
+ 1

2
mω2q2 的演化见图17.12(a)和 (b)。可见谐振子的能

量随时间增加，且增加的趋势“整体”上和角频率 ω 保持一致，这就导致两者的比值 E/ω

近似不变。换句话说，当谐振子的频率做绝热变化时，其能量和频率近似成正比 E ∝ ω。再

进一步，由图17.12(b)，能量明显可视为两种“成分”的叠加 E = ⟨E⟩+ δE：其中 ⟨E⟩ 对
应整体平滑的部分、即随时间增加的“背景”（虚线），δE 为围绕 ⟨E⟩ 快速振荡的微小波
动。这里“背景”⟨E⟩ 实际指的就是对时间、或者说对周期的“平均”。由图17.12(c)，能量
和频率的比值 E/ω 也可分为两种成分的叠加，随时间近似不变的 ⟨E⟩ /ω（水平虚线），及
其上叠加的快速振荡。关键在于，快速振荡的成分的平均值 ⟨δE⟩ = 0，因此 E 整体随时间

的变化—---平均能量 ⟨E⟩—---与角频率 ω 随时间的变化完全一致。换句话说 ⟨E⟩ ∝ ω，即

⟨E⟩ /ω 为常数。

图 17.12: 频率缓变谐振子的角频率 ω 与能量 E 的演化。

作用-角变量 {ϕ, J} 的演化如图17.13所示。同样，由图17.13(b) 和 (c)，作用变量“整体”
随时间“近似”不变。或者说，其也可分为两部分，随时间近似不变的 ⟨J⟩（水平虚线），及
其上叠加的快速振荡。由作用变量的几何意义，其近似不变正是图17.11(c) 和 (d) 中，每个
近似周期相流所围面积近似不变的反映。

图 17.13: 频率缓变谐振子的作用-角变量 {ϕ, J} 的演化。

我们将在例17.11中对作用变量 J 的近似不变性做定量考察。

在绝热变化过程中近似不变的量被称作绝热不变量（adiabatic invariant）。在上
面的例子中，我们看到，若系统的变化是绝热的，周期运动的振幅、频率、能量等都

可能发生可观的变化，相流也会发生形变。但关键在于，相流在一个周期所围成的面

积近似不变。而这个面积正对应作用变量。因此周期运动的系统做绝热变化时，作用
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变量 J 是绝热不变量。

在例17.9中，我们直接将不含时系统的生成函数 (17.35)“形式上”推广至含时的
情形 (17.57)。从正则变换本身来说，这样做当然没有问题（(17.57) 总是一个合法的
生成函数）。微妙的地方在于，由于系统含时，这样得到的角变量 ϕ 不再是循环坐标，

作用变量 J 也不再是严格的运动常数6。与此同时，严格的周期性也被打破，所以所

得到的作用变量 J 只能是经过一个“近似”的周期，相流所围成/扫过的面积。但是
绝热不变量的精髓就在于，只要系统变化得足够缓慢，这个近似就足够精确。这也是

作用-角变量仍然是绝热演化的最佳描述的原因。

例 17.10 摆长缓慢变化的单摆

在 1911 年的第一届索尔维会议上，洛伦兹问了一个经典的问题：如果单摆的摆长缓慢
变化，其动能将如何变化？这就是著名的“索尔维单摆”问题。如图17.14所示，假设单摆上
方穿过小孔，在外界牵引下缓慢拉升。

图 17.14: 摆长缓慢变化的单摆（索尔维单摆）。

单摆的哈密顿量为 H =
p2θ

2ml2(t)
−mgl (t) cos θ。不同于摆长固定的情形，现在摆长 l (t) 随

时间变化，单摆的运动方程为

θ̇ =
pθ

ml2 (t)
, ṗθ = −mgl (t) sin θ, (17.60)

l (t) 的函数形式由外部条件决定。我们先对单摆的行为做定性考察，假设摆长随时间线性变

化 l = l0 − vt，其中 l0, v 为常数。如图17.15(a) 所示，若摆长的变化非常缓慢，单摆仍然近
似做周期运动，此时单摆做绝热变化。此时振幅 θ 和频率都随时间缓慢增加，而共轭动量

pθ = ml2θ̇ 则缓慢减少。单摆的相流如图17.15(b) 所示，与例17.9的情形一样，虽然相流相
对于闭合轨迹（不含时情形）在做非常缓慢的变形，但每一近似周期相流所围成的面积保持

近似不变。

6所以严格来说，这样得到的变量 ϕ 和 J 并不是最初意义上—---即分别作为循环坐标和运动常数—---的作用-角变
量。实际上，一般的含时系统并不存在严格的作用-角变量。
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图 17.15: 索尔维单摆的演化。参数取 m = 1，g = 10，l0 = 1，v = 0.016，初

始条件为 θ (0) = 0.1，pθ (0) = 0。

现在的问题是，单摆的频率和能量在摆长缓慢变换下，如何变化？注意由于我们选取单摆顶

端为势能零点，因此单摆的能量中包含 −mgl的重力势能，“纯振动”能量则为 E+mgl ≡ Ẽ，

其随时间的变化率为（注意哈密顿量中只有 l (t) 显含时间）

dẼ
dt =

∂E

∂t
+mgl̇ = − l̇

l

(
p2θ
ml2

−mgl (1− cos θ)
)

≡ − l̇
l

(
2T − Ṽ

)
, (17.61)

其中 Ṽ ≡ −mgl (1− cos θ) 为纯振动对应的势能。因为 ˙̃E ∝ l̇，因此若摆长不变 l̇ = 0，就

回到能量守恒的情形。若摆角很小，单摆的行为近似为一维谐振子，频率为 ω =
√

g
l
，因此

dω
dt = −1

2

√
g

l

l̇

l
= − l̇

2l
ω. (17.62)

在摆角很小时候，利用谐振子 ⟨T ⟩ =
〈
Ṽ
〉

= 1
2

〈
Ẽ
〉
，(17.61) 意味着 d⟨Ẽ⟩

dt ≡
〈

dẼ
dt

〉
=

− l̇
l

(
2 ⟨T ⟩ −

〈
Ṽ
〉)

= − l̇
2l

〈
Ẽ
〉
，可见平均能量

〈
Ẽ
〉
随时间的变化方程和角频率 ω 随时间

的变化方程 (17.62) 形式上完全一样。这就导致
〈
Ẽ
〉
∝ ω，或者说两者的比值

〈
Ẽ
〉
/ω 近

似为常数。在摆角很小时，单摆近似为谐振子，这就意味着作用变量 J = Ẽ/ω 近似是常数。

当摆角很大，单摆不再做谐振动，相图如图17.16(a) 所示。由图17.16(b)，此时 Ẽ/ω（其中

ω = 1/J ′ (E)）很明显不再是近似不变的。但是只要摆长变化足够缓慢，单摆的作用变量 J

（由 (17.36) 给出）仍然是绝热不变量，如图17.16(c) 所示。

图 17.16: 索尔维单摆在摆角很大时的演化。参数取 m = 1，g = 10，l0 = 1，

v = 0.01，初始条件为 θ (0) = 2，pθ (0) = 0。
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绝热不变量在量子力学的早期发展中起到了重要作用。对于“索尔维单摆”，从

量子化的角度，洛伦兹的问题相当于问如果能量是量子化的，即是某个基本能量的整

数倍，那么当谐振子频率缓变变化时，量子化的能量看上去和连续变化的频率相矛

盾。爱因斯坦对此的回答是，只要频率 ω 的变化足够缓慢，能量和频率之比 E/ω 就

是不变的。话句话说，量子化的其实是绝热不变量 J，即7

Ja =
1

2π

˛
padqa = nah̄, na = 1, 2, 3, · · · . (17.63)

“不变量”在物理学中具有更重要的地位，因此是绝热不变量 J、而不是可变的能量

E 被量子化也是这一观念的体现。而这从量纲上也是匹配的，因为作用变量 J 和约

化普朗克常数 h̄ 具有相同的量纲。对于谐振子，有 E = Jω，因此即得到 E = nh̄ω，

即量子化的能量。对于氢原子，量子化条件即 Jr = nrh̄，Jθ = nθh̄ 和 Jϕ = nϕh̄，代

入 (17.54)，并令 α = e2，得到

En = − me4

2h̄2n2
, n = 1, 2, 3, · · · , (17.64)

这里 n = nr + nθ + nϕ，这正是玻尔在 1913 年所得到的氢原子能级公式8。

17.3.2 绝热不变量的一般证明

上节的例子表明，只要系统在做高频的周期运动，同时系统参数随时间的变化非

常缓慢，那么作用变量 J 就近似是常数。这一结果并不是偶然的。

我们限于讨论单自由度系统，哈密顿量为 H = H (q, p, λ)，其中参数 λ由外界条

件决定。如果 λ 是常数，系统不含时，假设系统此时做周期运动。对于每个给定的 λ

的值，都有相应的作用-角变量 {ϕ, J}。相应的正则变换第 2型生成函数为 W (q, J, λ)

（或者第 1 型生成函数 F1 (q, ϕ, λ) = W (q, J, λ) − ϕJ），也依赖于参数 λ。变换后

的哈密顿量为 K ≡ H (J, λ) ≡ H (q, p, λ)。现在假设参数 λ = λ(t) 在外界的影响

下随时间变化。此时 W (q, J, λ) 形式上即成为 W (q, J, λ (t))，我们总可以将含时的

W (q, J, λ (t)) 作为第 2 型生成函数，根据正则变换关系

p =
∂W (q, J, λ (t))

∂q
, ϕ =

∂W (q, J, λ (t))

∂J
, (17.65)

得到相应的新变量 {ϕ, J}，从中可以解出 ϕ = ϕ (q, p, λ (t)) 和 J = J (q, p, λ (t))。变

换后的新哈密顿量为

K (ϕ, J, t) = H (J, λ (t)) +
∂W (q, J, λ (t))

∂t
= H (J, λ (t)) +

∂W (q, J, λ (t))

∂λ (t)
λ̇ (t)

≡ H (J, λ (t)) + Λ (ϕ, J, λ (t)) λ̇(t). (17.66)
7(17.63) 被称为 Wilson-Sommerfeld 或 Bohr-Sommerfeld 量子化规则。
8玻尔（Niels Bohr，1885-1962）是丹麦物理学家，提出了原子结构的玻尔模型，并引入量子化条件来解释氢原子

光谱，并因此获得 1922 年诺贝尔物理学奖。玻尔是哥本哈根学派的创始人，对二十世纪物理学的发展有着深远的影
响。
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注意 (17.66) 中第一项 H (J, λ(t)) 与 λ 为常数时的 H(J, λ) 形式完全一致，因此也与

ϕ 无关。含有 ϕ 的是第二项，方便起见定义

Λ (ϕ, J, λ) :=
∂W (q, J, λ)

∂λ

∣∣∣∣
q=q(ϕ,J,λ)

≡ ∂F1 (q, ϕ, λ)

∂λ

∣∣∣∣
q=q(ϕ,J,λ)

, (17.67)

注意在 (17.67) 中是先将生成函数对 λ 求偏导数，之后再将 q 换成 q (ϕ, J, λ)。于是

作用变量 J 的运动方程为

J̇ = −∂K (ϕ, J, t)

∂ϕ
= −λ̇∂Λ (ϕ, J, λ)

∂ϕ
. (17.68)

由 (17.68) 再次看出，若参数 λ 是常数，即 λ̇ = 0，则 J̇ = 0，即 J 是运动常数。若

λ̇ 6= 0，则 J̇ 6= 0，此时作用变量 J 不再是严格的运动常数。

绝热不变性的关键在于，虽然 J 本身不是运动常数，但是只要参数 λ 做绝热变

化，则 J 的平均值 〈J〉 近似不变。定义物理量 Q 在一个周期 T 内的平均值为

〈Q〉 := 1

T

ˆ T

0

dtQ =
1

2π

ˆ 2π

0

dϕQ. (17.69)

而绝热条件 (17.56) 意味着在一个周期内，λ 近似不变，因此 λ̇ 也近似为常数，于是

(17.68) 意味着

〈
J̇
〉
= −

〈
λ̇
∂Λ (ϕ, J, λ)

∂ϕ

〉
≈ −λ̇

〈
∂Λ (ϕ, J, λ)

∂ϕ

〉
. (17.70)

从而有

〈
J̇
〉
≈ − λ̇

2π

ˆ 2π

0

dϕ∂Λ (ϕ, J, λ)

∂ϕ
= − λ̇

2π

(
Λ|ϕ=2π − Λ|ϕ=0

)
= 0, (17.71)

这里我们用到了 (17.30)，即作用-角变量的第 1 型生成函数是 ϕ 的以 2π 为周期的周

期函数，因此 Λ = ∂F1

∂λ
也是 ϕ 的以 2π 为周期的周期函数，这一点在绝热条件下也

是近似成立的。可见在一个周期内，作用变量 J 的平均变化率为 0，即在一个周期内
J 是近似不变的。

由以上的证明可知，作用变量 J 的近似不变性指的并不是 J̇ ≈ 0，而是
〈
J̇
〉
≈ 0，

即“整体”或者说随时间“平均”的不变性。此外，由 (17.71)，作用变量的绝热不变
性并不仅仅是因为 |λ̇| 本身很小（否则可以直接由 (17.68) 得到 J̇ ≈ 0），而是 λ 做

“缓慢”的绝热变化（从而 λ̇ 近似常数）和系统做“快速”的周期运动（从而在一个

周期内
〈
∂Λ
∂ϕ

〉
= 0）共同作用的结果。最后，和对称性导致的不变性不同，绝热不变

性并不是严格的，而只是一种“近似”的不变性。关键在于，只要系统变化足够缓慢，

这种近似性就足够好。
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例 17.11 谐振子作用变量的绝热不变性

在例17.9中我们给出了作用-角变量的运动方程 (17.59)。在 ω = ω̄ + ϵt 的情形，

ϕ̇ = ω̄ + ϵt+
ϵ

2 (ω̄ + ϵt)
sin (2ϕ) ≈ ω̄ + ϵt+

ϵ

2ω̄
sin (2ϕ) ,

J̇ = − ϵ

ω̄ + ϵt
J cos (2ϕ) ≈ − ϵ

ω̄
J cos (2ϕ) .

这里的关键在于，J̇ ∝ cos (2ϕ)。经过一个周期，无论是 sin (2ϕ) 还是 cos (2ϕ)，平均值都是
0。因此必然有

〈
J̇
〉
≈ 0，即 ⟨J⟩ 为绝热不变量。谐振子的能量为 E = ω(t)J = (ω̄ + ϵt) J，

于是在一个周期内，

⟨E⟩ = ⟨(ω̄ + ϵt) J⟩ ≈ (ω̄ + ϵt) ⟨J⟩ ,

可见平均能量随时间增加，且趋势与频率相同。更一般地，谐振子能量的变化率为 dE
dt ≡

dH
dt = ∂H

∂t
= mωω̇q2，因为 ω(t)缓慢变化，在一个周期内的“平均”为

〈
p2

2m

〉
=
〈
1
2
mω2q2

〉
=

1
2
⟨E⟩，因此

d ⟨E⟩
dt =

〈
dE
dt

〉
=
〈
mωω̇q2

〉
≈ mωω̇

〈
q2
〉
= mωω̇

⟨E⟩
mω2

=
dω
dt

⟨E⟩
ω
,

即 d⟨E⟩
⟨E⟩ ≈ dω

ω
，从而作用变量 ⟨J⟩ ≡ ⟨E⟩

ω
为近似常数，即为绝热不变量。

以上的讨论限于单自由度系统。绝热不变量对于多自由度系统的推广并不那么

简单。例如，此时可能存在参数共振，使得某些自由度的作用变量不再是近似不变的。

我们就不再展开了。

17.3.3 哈内角

到目前为止，我们关注的重点是作用变量在绝热变化下的不变性。一个自然的问

题是，角变量在绝热变换下如何变化9？

由 (17.66)，角变量的运动方程为

ϕ̇ =
∂K

∂J
= ω (J, λ) +

∂Λ (ϕ, J, λ)

∂J
λ̇, (17.72)

其中 ω (J, λ) ≡ ∂H(J,λ)
∂J
。如果 Λ 与 ϕ 无关，即 Λ = Λ (J, λ)，则方程 (17.72) 可以直

接积分（例如例17.12）。但一般情况下，Λ (ϕ, J, λ)y 与 ϕ 有关，因此 (17.72) 的右边
也出现了 ϕ，这使得方程难以直接求解。与作用变量一样，解决的方法同样是考虑角

变量的“平均”变化。对系统的周期运动做平均，定义

A (J, λ) =

〈
∂Λ (ϕ, J, λ)

∂J

〉
≡ 1

2π

ˆ 2π

0

∂Λ (ϕ, J, λ)

∂J
dϕ, (17.73)

又因为作用变量 J 是绝热不变量，在一个周期内可视为常数，于是角变量的平均变

9这个问题看上去如此自然而直接，但是实际上直到 1984 年贝里（Michael Victor Berry）发现量子力学中的几何
相位（也被称作贝里相位）后，才由哈内（John Hannay）认真考虑。
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化率即 〈
ϕ̇
〉
= ω (J, λ) +A (J, λ) λ̇, (17.74)

此时方程的右边自然不再含有 ϕ。

现在考虑参数 λ 的变化经历某个“循环”，即经过某段时间 τ，参数回到初值

λ (τ) = λ (0)。经过参数 λ 的这一循环，角变量的平均变化为

〈∆ϕ〉 =
ˆ τ

0

ω (J, λ) dt+
˛
Cλ

A (J, λ) dλ. (17.75)

其中 Cλ 表示参数 λ 的循环。可见 〈∆ϕ〉 来自两方面的贡献。(17.75) 中第一项来自
直接的时间演化，其在参数 λ 为常数时也存在，被称作动力学变化。第二项

∆Hϕ =

˛
Cλ

A (J, λ) dλ (17.76)

来自参数 λ 本身的变化，即所谓哈内角（Hannay angle）。因为哈内角只直接依赖于
参数本身的变化，而与参数具体如何随时间变化没有直接关系，是一种纯几何的效

应，因此也被称作几何相位（geometric phase）。哈内角作为量子力学中几何相位的
经典对应，可谓是量子力学“反哺”经典力学的案例。

在 Λ (ϕ, J, λ) 的定义 (17.67) 中，是先对参数 λ 求偏导数，然后再将变量换

成 {ϕ, J}。另一方面，如果从一开始就将生成函数 W 的变量换成 {ϕ, J}，定义
W̃ (ϕ, J, λ) ≡W (q (ϕ, J, λ) , J, λ)，则有

∂W̃ (ϕ, J, λ)

∂λ
=
∂W (q, J, λ)

∂q︸ ︷︷ ︸
≡p

∂q (ϕ, J, λ)

∂λ
+
∂W (q, J, λ)

∂λ︸ ︷︷ ︸
≡Λ

, (17.77)

于是 Λ = ∂W̃
∂λ

− p ∂q
∂λ
。代入 (17.76)，并利用 (17.73)，

∆Hϕ =

˛
Cλ

〈
∂Λ

∂J

〉
dλ =

∂

∂J

˛
Cλ

〈Λ〉 dλ =
∂

∂J

〈˛
Cλ

∂W̃

∂λ
dλ−

˛
Cλ

p
∂q

∂λ
dλ
〉
, (17.78)

沿着积分路径 Cλ 有 ∂W̃
∂λ

dλ = dW̃，因此经历一个循环为 0。又因为 ∂q
∂λ

dλ = dq，于
是哈内角还可以表示为

∆Hϕ = − ∂

∂J

˛
Cλ

〈pdq (ϕ, J, λ)〉 . (17.79)

角变量 ϕ 与 {q, p} 的关系 ϕ = ϕ (q, p, λ) 从形式上总可以视为相空间 {q, p} 中
的函数，并依赖于参数 λ，因此

ϕ̇ = [ϕ,H ]{q,p} +
∂ϕ (q, p, λ)

∂t
≡ [ϕ,H ]{q,p} +

∂ϕ (q, p, λ)

∂λ
λ̇. (17.80)
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泊松括号 [ϕ,H ]{q,p} 与 λ 是否是常数无关，因此形式上与 λ 为常数时的结果一致，

即有 [ϕ,H ]{q,p} = ω (J, λ) ≡ ∂H(J,λ)
∂J
。比较上式与 (17.72)，即有 ∂Λ(ϕ,J,λ)

∂J
= ∂ϕ(q,p,λ)

∂λ
，

代入 (17.76)，哈内角还可以表示为

∆Hϕ =

˛
Cλ

〈
∂ϕ (q, p, λ)

∂λ

〉
dλ. (17.81)

以上的推导可以推广至多个参数 {λi} ≡
{
λ1, · · · , λN

}
的情形，若这些参数经历整体

的循环，定义

Ai (J,λ) =

〈
∂ϕ (q, p,λ)

∂λi

〉
, i = 1, · · · , N, (17.82)

可视为参数空间 {λi} 中的矢量场。哈内角即为

∆Hϕ =

˛
Cλ

Ai (J,λ) dλi ≡
˛
Cλ

A (J,λ) · dλ, (17.83)

即矢量场 A 沿着参数空间中闭合曲线 Cλ 的积分。

例 17.12 傅科摆与哈内角

哈内角的经典例子之一即傅科摆摆面的附加转动。简单起见，考虑摆角很小的情形，此

时傅科摆可以近似为 2 维水平面上的 2 维谐振子，且两个自由度角频率相等 ωx = ωy = ω，

因此问题也就成为转动参考系中 2 维各向同性谐振子的运动。设转动参考系相对于惯性系
的角速度为 Ω，且有 Ω ≪ ω，即满足绝热条件。在转动参考系中取极坐标 {r, ϕ}，系统的
拉格朗日量为（惯性系中角速度为 ϕ̇− Ω）

L =
1

2
m

(
ṙ2 + r2

(
ϕ̇− Ω

)2)
− 1

2
mω2r2

=
1

2
mṙ2 +

1

2
mr2ϕ̇2 −mr2Ωϕ̇− 1

2
m
(
ω2 − Ω2) r2. (17.84)

有趣的是，虽然系统经历绝热变化，但若转动角速度 Ω 为常数，则系统的拉格朗日量并不

显含时间。以下假设 Ω 为常数。共轭动量为 pr =
∂L
∂ṙ

= mṙ，pϕ = ∂L

∂ϕ̇
= mr2

(
ϕ̇− Ω

)
，于

是哈密顿量为

H =
p2r
2m

+
p2ϕ

2mr2
+Ωpϕ +

1

2
mω2r2. (17.85)

因为 ϕ 是循环坐标，pϕ 是常数，记为 J，于是 ϕ 对应的作用变量为 Jϕ = 1
2π

¸
pϕdϕ ≡ J。

给定能量 H = E，由 (17.85) 解出 pr，于是 r 对应的作用变量为

Jr =
1

2π

˛
prdr =

1

2π

˛
dr
r

√
−m2ω2r4 + 2m (E − ΩJ) r2 − J2. (17.86)

与例17.8中积分 (17.49) 和 (17.50) 的计算一样，积分 (17.86) 可以方便地利用留数定理求
出，围道如图17.86所示。
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图 17.17: 傅科摆作用变量 Jr 的积分围道。

pr (r) = 0 有 4 个实根 ±r1,2，设 r2 > r1 > 0。一个周期对应由 r1 → r2，pr 取正值；然

后由 r2 → r1，pr 取负值。于是
¸
prdr 对应图17.86中沿围道 C∗ 的积分。除了 r = 0,∞

以及连接 r1 ∼ r2 和 −r1 ∼ −r2 的割线，pr 在整个复平面（即图中 4 个围道外部区域）解
析，因此有

¸
C∗

+
¸
C′
∗
−
¸
C0

−
¸
C∞

= 0。注意到
¸
C∗

=
¸
C′
∗
，即有

¸
C∗

= 1
2

(¸
C0

+
¸
C∞

)
。取

割线 r1 ∼ r2 上方 pr > 0，由留数定理（和例17.8一样，pr (r → 0) 的辐角为 ei
π
2），

˛
C0

= 2πiRes [pr (r = 0)] = 2πi
(
ei

π
2 |J |

)
= −2π |J | .

令 r = 1/z， 则
¸
C∞

=
¸
Cz=0

dzf (z)， 其 中 f (z) =

− 1
z3

√
−m2ω2 + 2m (E − ΩJ) z2 − J2z4。因此（pr (r → ∞) 即 f (z → 0) 的辐角为

e−i
π
2）

˛
C∞

=

˛
Cz=0

= 2πiRes [f (z = 0)] = 2πi

(
e−i

π
2
E − ΩJ

ω

)
= 2π

E − ΩJ

ω
.

最终得到

Jr =
1

2π

˛
C∗

=
1

4π

(˛
C0

+

˛
C∞

)
=

1

2

(
E − ΩJ

ω
− |J |

)
. (17.87)

从中解出 H = E 作为作用变量的函数（注意 Jϕ ≡ J）

K ≡ H = ω (2Jr + |J |) + ΩJ. (17.88)

因为哈密顿量不含时，因此上式即正则变换后完整的哈密顿量。于是角变量满足运动方程

ϕ̇r =
∂H

∂Jr
= 2ω, ϕ̇ϕ =

∂H

∂J
= ±ω +Ω.

这里 ϕ̇ϕ 的第一项符号取决于 Jϕ ≡ J 的正负，第二项在完成一个转动周期后，贡献 ∆ϕϕ =

ΩT，正是哈内角。

习题

17.1 某 2 自由度系统哈密顿量为 H = 1
2
p21 +

1
2
p22 +

1
4

(
q1
)4

+ 1
4

(
q2
)4

+ λ
2

(
q1
)2 (

q2
)2
。验证

λ 取下列常数时，存在运动常数 f，从而系统是可积的。（1）λ = 0，f = 1
2
p21 − 1

2
p22 +

1
4

(
q1
)4 −

1
4

(
q2
)4
；（2）λ = 1，f = p1q

2 − p2q
1；（3）λ = 3，f = p1p2 +

(
q1
)3
q2 + q1

(
q2
)3
。

17.2 质量为 m 的粒子在势场 V = λ |x| 中做一维运动，其中 λ 为正的常数。（1）求粒子的
作用-角变量；（2）求粒子做周期运动的频率。
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17.3 质量为 m 的粒子在势能场 V = −λ/ |x| 中做一维运动，其中 λ 为正的常数，粒子能量

为负。（1）求粒子的作用-角变量；（2）求粒子做周期运动的频率。
17.4 粒子在中心势场 V (r) = −α

r
− β

r2
中运动，其中 α, β 是正的常数。取平面极坐标

{r, ϕ}，（1）若粒子径向做周期运动，则能量 E 和相对中心的角动量 J 需满足什么条件？（2）求
粒子的作用-角变量；（3）分别求粒子径向和角向周期运动的频率；（4）若 β 很小，粒子轨道近似

为椭圆，求近心点的进动速率，近似到 β 的一阶。

17.5 一小球在两块弹性板之间来回反弹，设左板固定，右板以匀速 v 缓慢向右移动。小球

初始速度远大于 v，小球与板的碰撞是完全弹性、且瞬间完成。（1）在相图上定性画出小球的相
流；（2）求每次碰撞前后的动量和往返距离的变化，并证明经过每个反弹周期，相流所围成的面积
近似不变。

17.6 某质量为 m 粒子在势场 V = −V0/ cosh2 (λx) 中做一维运动，其中 λ 为正的常数，

V0 > 0，粒子能量为负。若 V0 (t) 随时间缓慢变化，证明
√
V0 −

√
−E 是绝热不变量。

17.7 考虑例17.10中摆长缓慢变化的单摆。在摆角很小的近似下，求频率和振幅与摆长的关
系。

17.8 考虑习题16.7中处于均匀磁场中的带电粒子。（1）求粒子的作用-角变量；（2）求粒子
做周期运动的频率；（3）若磁感应强度 B (t) 缓慢变化，讨论粒子的运动变化。

17.9 若恒星的质量缓慢减少，分析行星运动的变化。
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附录 A 数学附录

A.1 ϵ-符号

A.1.1 ϵ-符号

所谓“ϵ-符号”即 ϵijk，定义为

ϵijk =


+1, {i, j, k} = {1, 2, 3}或 {2, 3, 1}或 {3, 1, 2} ,

−1, {i, j, k} = {1, 3, 2}或 {2, 1, 3}或 {3, 2, 1} ,

0, 其他情况.

(A.1)

ϵijk 的取值规律如图A.1所示，顺时针顺序转一圈为 +1，逆时针顺序转一圈为 −1，其

他情况为 0。

图 A.1: ϵ-符号的取值。

根据 (A.1)，ϵijk 的一个重要性质是，其任意两个指标是反对称的，即任一两个
指标对换，相差一个负号。例如

ϵijk = −ϵjik = −ϵikj , (A.2)

等等。这种性质又被称作对所有指标全反对称（completely antisymmetric）。实际上，
全反对称这一性质也可以作为 ϵijk 的定义。

涉及 ϵijk 的计算中，一个有用的关系是

ϵijmϵ
kln = δki δ

l
jδ
n
m + δliδ

n
j δ

k
m + δni δ

k
j δ
l
m − δki δ

n
j δ

l
m − δliδ

k
j δ
n
m − δni δ

l
jδ
k
m, (A.3)

其中 δij 为单位矩阵。(A.3) 可以直接代入具体指标验证。将 (A.3) 中一对指标求和，
得到另一个重要等式

ϵijmϵ
klm = δki δ

l
j − δliδ

k
j ≡ δki δ

l
j − δkj δ

l
i. (A.4)
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附录 A 数学附录 A.1 ϵ-符号

将 (A.3) 中两对指标求和，又可得到

ϵiklϵ
jkl = 2δji . (A.5)

A.1.2 叉乘

3 维空间中矢量的叉乘（cross product）是一种“二元运算”，即由两个矢量得到
另一个矢量的操作。对于基矢 {e1, e2, e3}，叉乘满足反对称和“右手规则”：

e1 × e2 = −e2 × e1 = e3, e2 × e3 = −e3 × e2 = e1, (A.6)

e3 × e1 = −e1 × e3 = e2, e1 × e1 = e2 × e2 = e3 × e3 = 0. (A.7)

这些关系可以统一用 ϵ-符号写成

ei × ej = ϵkijek, i, j = 1, 2, 3. (A.8)

这里默认指标由欧氏度规 δij 和 δij 升降，即 ϵkij ≡ δklϵlij。

由基矢的叉乘可以得到任意两个矢量的叉乘，

A×B =
(
Ajej

)
×
(
Bkek

)
= AjBkej × ek = AjBkϵijkei,

因此即有

(A×B)
i
= ϵijkA

jBk, i = 1, 2, 3. (A.9)

由 (A.9) 可以看出，矢量叉乘，是 3 维空间中才有的操作。
利用 ϵ-符号可以方便进行涉及叉乘的运算。例如，3 个矢量的“混合积”

A · (B ×C) = δijA
i (B ×C)

j
= δijA

iϵjklB
kC l,

因此

A · (B ×C) = ϵijkA
iBjCk. (A.10)

4 个矢量有

(A×B) · (C ×D) = δij (A×B)
i
(C ×D)

j
= δijϵ

i
klA

kBlϵjmnC
mDn

= (δkmδln − δknδlm)A
kBlCmDn,

因此

(A×B) · (C ×D) = (A ·C) (B ·D)− (A ·D) (B ·C) . (A.11)

作为特例，有

(A×B)
2
= A2B2 − (A ·B)

2
. (A.12)
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A.1 ϵ-符号 附录 A 数学附录

此外，

A× (B ×C) = [A× (B ×C)]
i
ei = ϵijkA

j (B ×C)
k
ei

= ϵijkA
jϵkmnB

mCnei =
(
δimδjn − δinδjm

)
AjBmCnei

= AjBiCjei −AjBjC
iei,

因此

A× (B ×C) = B (A ·C)− (A ·B)C. (A.13)

A.1.3 对偶

在 3 维，ϵ-符号的一个重要的作用是在 3× 3 的“反对称”矩阵与 3 维矢量之间
建立起一一对应，也被称作“对偶”。一个 3× 3 的反对称矩阵 X 可以写成

X ≡


X11 X12 X13

X21 X22 X23

X31 X32 X33

 =


0 −x3 x2

x3 0 −x1

−x2 x1 0

 , (A.14)

具有 3 个独立参数 x1, x2, x3，于是可以将这个 3 个参数对偶到一个 3 维矢量上，记
作列矩阵

x =


x1

x2

x3

 . (A.15)

这样得到的矢量被称作“赝矢量”。以 x1 为例，矩阵 X 中与 x1 有关的两个矩阵元

为 X23 = −x1 和 X32 = x1，可以用 ϵ-符号统一写成

Xij = −ϵijkxk. (A.16)

另一方面，x1 = − 1
2
(X23 −X32)，也可以用 ϵ-符号写成

xi = −1

2
ϵijkXjk. (A.17)

可以验证 (A.16) 和 (A.17) 也是自洽的，例如将 (A.16) 代入 (A.17)，利用 (A.5)，即
得到 xi = − 1

2
ϵijk

(
−ϵjklxl

)
= δilx

l ≡ xi.

利用这种对应关系，还可以把矢量的叉乘改写成对偶的反对称矩阵表达式。由

(A.9)，设矢量 x 和 y 对偶的反对称矩阵分别为 X 和 Y，于是叉乘 x× y 的对偶反

对称矩阵为（利用 (A.4)）

− ϵijk (x× y)
k
= −ϵijkϵklmxlym = − (δilδjm − δimδjl)x

lym = −xiyj + xjyi. (A.18)

高显 356 经典力学



附录 A 数学附录 A.2 矢量与矩阵的求导

另一方面，矩阵对易子的分量为

[X,Y ]ij = XikY
k
j − YikX

k
j = ϵikmϵ

k
jn (x

myn − ymxn)

= − (δijδmn − δinδmj) (x
myn − ymxn) = −xiyj + xjyi,

与 (A.18) 完全一致。可见矢量的叉乘 x × y 与对偶反对称矩阵的对易子 [X,Y ] 之

间也有对偶

− ϵijk (x× y)
k
= [X,Y ]ij . (A.19)

这些关系总结如下：

反对称矩阵 X Y [X,Y ]

赝矢量 x y x× y

A.2 矢量与矩阵的求导

A.2.1 矢量的求导

记 δij 为欧氏度规，A = Aiei 为矢量，则

∂Ai

∂Aj
= δij . (A.20)

上式意味着 ∂A1

∂A1 = ∂A2

∂A2 = · · · = 1，而 ∂A1

∂A2 = ∂A1

∂A3 = · · · = 0。定义 A2 = δijA
iAj，则

∂A2

∂Ai
=

∂

∂Ai
(
δklA

kAl
)
= δkl

∂Ak

∂Ai
Al + δklA

k ∂A
l

∂Ai
= δklδ

k
i A

l + δklA
kδli = 2Ai. (A.21)

欧氏空间中的梯度算符定义为 ∇ = ei ∂
∂xi，因此若记 x2 ≡ δijx

ixj，即有

∇x2 = 2eixi ≡ 2x. (A.22)

A.2.2 矩阵的求导

假设指标由欧氏度规升降，两个同阶矩阵A和B的乘积的指标形式为 (AB)ij =

AikB
k
j ≡ A k

i Bkj。由矩阵的“迹”的定义 trA = δijAij ≡ Aii ≡ A i
i ，两个矩阵乘积

的迹为

tr (AB) = δij (AB)ij = δijAikB
k
j = AijB

ji, (A.23)

从而 AijB
ij = Aij

(
BT)ji = tr

(
ABT)，依此类推。对于方阵 A 的函数 f (A)，有

δf = ∂f
∂Aij

δAij，利用上面的关系，可以写成

δf =
∂f

∂Aij
δAij = tr

(
∂f

∂A
δAT

)
= tr

(
∂f

∂AT δA

)
. (A.24)
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将 (A.23) 对矩阵 A 变分，得到 δtr (AB) = δAijB
ji，即 ∂tr(AB)

∂Aij
= Bji，注意

Bji 的指标与 Aij 指标顺序相反。写成矩阵形式即有

∂tr (AB)

∂A
= BT. (A.25)

如果 A 或 B 有（反）对称性，例如，A 是对称矩阵，则

tr (AB) ≡ 1

2
tr
(
A
(
B +BT)) , ⇒ ∂tr (AB)

∂A
= B +BT, (A.26)

因此导数也是对称矩阵。反之若 A 是反对称矩阵，则

tr (AB) ≡ 1

2
tr
(
A
(
B −BT)) , ⇒ ∂tr (AB)

∂A
= BT −B, (A.27)

也是反对称矩阵。

A.3 δ-函数作为泛函

给定一个函数 f (t)，便知道了其在某一点 t0 的值 f (t0)。也就是说，输入一个

函数，输出一个数。根据泛函的定义，这当然应该是一个泛函。于是，将函数在某一

点的值视为这个函数自身的泛函，记作

f (t0) ≡ δ (t− t0) [f ] . (A.28)

本来这个泛函并不需要什么积分，但是可以形式地定义所谓 δ-函数（δ-function），将
其写成如 (1.3) 一样积分的形式：

f (t0) =

ˆ t2

t1

dtδ (t− t0) f (t) , t0 ∈ (t1, t2) , (A.29)

这里明确起见写出了积分上下限。可见 δ-函数其实不是普通的函数，而是泛函。因为
有线性关系

δ (t− t0) [af + bg] = aδ (t− t0) [f ] + bδ (t− t0) [g] , (A.30)

δ-函数还是一种线性泛函（linear functional 或 linear form），也被称作“分布”。δ-函
数在变分法及微分方程求解中都有重要应用。例如，对 (A.29) 所定义的 δ (t− t0) [f ]

变分得到

δf (t0) =

ˆ t2

t1

dxδ [δ (t− t0) f (t)] =

ˆ t2

t1

dtδ (t− t0) δf (x) ,

于是根据一阶泛函导数的定义 δf(t0)
δf(t)

= δ (t− t0)，即函数对自身的泛函导数是 δ-函
数。

δ-函数的用处之一是表示低维对象在高维的密度分布。例如在 3 维空间，点粒子
的质量密度可以表示为 ρ (x, y, z) = mδ (x) δ (y) δ (z)，质量为 m、长 l 的细杆的质量

密度可以表示为 ρ (x, y, z) = m
l
δ (x) δ (y)（0 ≤ z ≤ l）。
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A.4 空间与流形

数学上，位形空间—---系统全部可能位形的集合—---对应的数学对象是光滑流
形，广义坐标则是位形流形的参数化。流形一般不是线性空间，所以广义坐标 qa 虽

然带有指标 a，本身并不是矢量。但是广义速度 va ≡ q̇a 却是个矢量。这是因为广义

坐标的微分 dqa（从而其导数）定义在某点的邻域，确切的说，是流形在某点附近的
“线性化”—---即所谓切空间（tangent space），是个线性空间。广义速度则是位形流
形上每一点的切空间中的矢量—---即所谓切矢量（tangent vector）。以圆周上运动的
粒子为例，粒子的位形空间就是 1 维圆周。如图A.2(a) 所示，随着时间演化，粒子从
圆周上一点 p 光滑地移动到另外一点 p′。所谓 p 点的速度，可以用沿着圆周的切线

方向的箭头代表，长度代表速度的大小。位置相同，可以有不同的速度。于是，给定

p 点所有速度的集合—---速度空间，就对应 p 点的切线，也就是这一点的“切空间”。

图 A.2: 圆周上运动粒子的切空间与切丛。

这里我们已经意识到一个关键问题，即粒子的位形空间对应圆周，但是粒子的速

度空间却对应这一点的切线。把很多个点的速度空间—---即每一点的切线—---都画
出来，即如图A.2(b) 所示。但是这样画并不好，因为切线可以无限延长，这些切线
“看起来”就会交叉在一起。但是，这种“看起来”交叉的问题，仅仅是因为我们将

圆周和切线画在同一张平面上。而圆周和每一点的切线、以及不同的切线互相之间本

来就是不同的空间（几何对象），所以，将它们画在同一个平面上并无道理。为了让

不同点的切线不互相干扰，可以把切线“竖起来”，如图A.2(c) 所示。这时，圆周就
像每一点长了一根“纤维”，每一根纤维就代表这一点的切线。这种几何结构形象地

被称作纤维丛（fiber bundle）。具体到位形空间和每一点的速度空间（切空间）的结
合—---速度相空间，即被称为切丛（tangent bundle）。对于这个具体的例子，可以想
象 1 维圆周上粒子的切丛（速度相空间）的形状就是无限长的圆柱面。
和广义速度关系紧密的另一概念是广义动量。广义速度 q̇a 和广义动量 pa 的指

标一上一下，一个是逆变矢量，一个是协变矢量。两者正好可以“收缩”得到 q̇apa，

即一个数（标量）。这种关系即被形象地称为“对偶”。因此，数学上即将广义动量

称为对偶矢量，或者余切矢量（cotangent vector）。所有广义动量的集合即动量空间，
也被称作余切空间（cotangent space）。广义坐标与广义动量所构成的相空间即所谓
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余切丛（cotangent bundle）。下面是这些概念的小结：

物理概念 数学对象 符号

位形 点 qa

位形空间 光滑流形 {qa}
广义速度 切矢量（逆变矢量） va ≡ q̇a

速度空间 切空间 {va}
速度相空间 切丛 {qa, va}
广义动量 余切矢量（协变矢量） pa =

∂L
∂q̇a

≡ ∂L
∂va

动量空间 余切空间 {pa}
相空间 余切丛 {qa, pa}

分析力学有两大形式，拉格朗日力学和哈密顿力学。其中拉格朗日力学是描述位

形空间中的演化。在位形空间中，一种重要的几何结构即度规 gab，为 2 阶对称的张
量场。数学上将配备有度规的流形称为黎曼流形（Riemannian manifild），因此位形
空间是黎曼流形。哈密顿力学描述系统在相空间中的演化。相空间也是一种流形，但

是我们没有在相空间中定义度规。相反，相空间中最重要的几何结构是反对称的辛矩

阵 ωαβ。数学上将反对称的张量场称为所谓“形式”（form），因此数学上也将 ωαβ

称作“辛形式”（symplectic form）。配备了辛形式的流形称为辛流形（symplectic
manifold），因此，相空间是辛流形。对于一般的黎曼流形，度规是坐标的函数。只
有对于欧氏空间、闵氏时空等特殊情形，才存在直角坐标使得度规具有 δab 或 ηµν 的

简单形式。但是对于辛流形，数学上可以证明（Darboux 定理），总存在合适的坐标
{ξα}，使得作为 2 阶反对称张量场的辛形式 ωαβ 具有 (14.9) 的标准、或者说“正则”
形式，相应的坐标 {ξα} 也自然被称作“正则坐标”。相关概念可以对比总结如下：

拉格朗日力学 哈密顿力学

物理空间 位形空间 相空间

数学对象 位形流形 位形流形的余切丛

流形类型 黎曼流形 辛流形

几何结构 度规（对称） 辛形式（反对称）

标准坐标 直角坐标 正则坐标

A.5 角速度矩阵与联络

正如流形在每一点附近都可以用线性化的切空间近似，时空中每一点都存在

“局部”的惯性系。在数学上，这意味着时空中每一点都可以建立正交归一基 ea =

{e0, e1, e2, · · · } ≡ {e0, ei}，其中 e0 ≡ et 代表时间方向，ei 代表空间方向。正交归

一意味着 〈ea, ea〉 = ηab，这里 ηab 即洛伦兹度规。在微分几何中，这套正交归一基被
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形象地称为“标架”（vielbein）。时空每一点的基矢可能不同，基矢随时空点移动的
变化率、即对时空坐标的协变导数（covariant derivative）定义为

∇µea = ωbaµeb, (A.31)

这里 ωbaµ 即所谓联络（connection），其作用正是将不同时空点的基“联系”起来。
对比 (11.64)，可见角速度与联络有异曲同工之妙。具体来说，空间基矢 ei 的时间导

数 ∇t 为

∇tei = ωbiteb = ωjitej + ωtitet. (A.32)

在非相对论极限下，时空发生绝对的分离，因此时空混合部分为零，ωtit → 0，而纯

空间部分 ωjit → Ωji，正对应角速度矩阵。

角速度矩阵的很多性质，联络都有非常相似的对应。例如，联络和正交归一基的

关系为 ωabµ ≡ eaν∇µe
ν
b ，这个式子可以与角速度矩阵与转动矩阵的关系 (11.67) 类

比。此外，(11.70) 中的第二项是所谓张量变换关系，但是由于第一项的存在，导致
角速度矩阵其实不是基变换下的张量（这也是为什么称其为角速度矩阵而非角速度

张量的原因）。同样联络也不是正交归一基变换、即局域洛伦兹变换下的张量。

A.6 雅可比恒等式的代数意义

泊松括号 [•, •] 有两个输入，一个输入。从这个意义上，泊松括号可以被视为一
种二元运算（binary operation）。熟悉的加法和乘法都是二元运算，且对于普通的数
a, b ∈ C，加法和乘法都是满足结合律（associative）的，即 a+ (b+ c) = (a+ b) + c

和 a (bc) = (ab) c。在二元运算的意义上，不妨将泊松括号视为一种乘法，例如写成

f × g ≡ [f, g] = − [g, f ] = −g × f.

但是，这个乘法是不满足结合律的。例如，雅可比恒等式 (14.31) 用乘法符号即 f ×
(g × h) + g × (h× f) + h× (f × g) = 0，即意味着

f × (g × h) = −g × (h× f)− h× (f × g) 6= (f × g)× h.

泊松括号并不是唯一一种不满足结合律的二元运算。可以证明，3 维矢量的叉
乘u× v、以及两个同阶方阵的对易子（commutator）[A,B] = AB−BA 同样满足

雅可比恒等式，因此它们作为二元运算都不满足结合律。泊松括号、3 维矢量的叉乘、
矩阵对易子之间的这种相似性是因为它们都构成“李代数”（见第11.3节）。所谓李代
数即定义了双线性“乘法”（二元运算）的线性空间，且这种乘法满足反对称性和雅

可比恒等式。
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