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理论力学 A
作业 29 参考答案

学期： 2025 秋
助教：于洪飞，张积翔

日期： 2026 年 1 月 8 日

第六章哈密顿力学

19. 以向下为 x 轴的正方向，讨论落体运动. 设初始时刻的位移为 x(0) = x0，动量为

p(0) = p0.

(1) 求出 x0 = x0(t, x, p), p0 = p0(t, x, p).

(2) 证明 x, p → x0, p0 是正则变换.

(3) 对此变换逐个判断四种常用生成函数是否存在；若存在，则求出各生成函数表达
式和哈密顿函数 K(t, x0, p0).

(4) 分别求出初值 x0, p0 这两个守恒量所对应的准对称变换.

解答

(1) 系统的哈密顿函数为（x 向下为正，势能 V = −mgx）：

H =
p2

2m
−mgx

正则方程为：

ẋ =
∂H

∂p
=

p

m
, ṗ = −∂H

∂x
= mg

积分得运动方程（以 x0, p0 为初值）：

p(t) = p0 +mgt

x(t) = x0 +
p0
m
t+

1

2
gt2

反解上述方程组，用 t, x, p 表示 x0, p0：由第一式得：

p0 = p−mgt

代入第二式：

x0 = x− p−mgt

m
t− 1

2
gt2 = x− p

m
t+ gt2 − 1

2
gt2 = x− p

m
t+

1

2
gt2

综上： x0 = x− p

m
t+

1

2
gt2

p0 = p−mgt
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(2) 计算雅可比矩阵（或泊松括号）：

{x0, p0}x,p =
∂x0

∂x

∂p0
∂p

− ∂x0

∂p

∂p0
∂x

各偏导数为：
∂x0

∂x
= 1,

∂x0

∂p
= − t

m

∂p0
∂x

= 0,
∂p0
∂p

= 1

代入得：

{x0, p0}x,p = 1 · 1−
(
− t

m

)
· 0 = 1

由于泊松括号为 1，故该变换是正则变换.

(3) 由于 (x0, p0) 为常数，新哈密顿函数 K 应使得

ẋ0 =
∂K

∂p0
= 0, ṗ0 = −∂K

∂x0

= 0.

故可取 K = 0. 变换关系需满足 pẋ−H = p0ẋ0 −K +
dF

dt
，即

dF = pdx− p0dx0 + (K −H)dt = pdx− p0dx0 −Hdt.

(i) 第一类生成函数 F1(t, x, x0)：需满足 p =
∂F1

∂x
, p0 = −∂F1

∂x0

. 由 (1) 中结
果：

x0 = x− p

m
t+

1

2
gt2 =⇒ p =

m(x− x0)

t
+

1

2
mgt

p0 = p−mgt =
m(x− x0)

t
− 1

2
mgt

由于可以解出 p(x, x0) 和 p0(x, x0)，且 t ̸= 0 时非奇异，存在. 积分 ∂F1

∂x
=

m(x− x0)

t
+

1

2
mgt 得：

F1 =
m(x− x0)

2

2t
+

1

2
mgtx+ f(x0, t)

利用 p0 = −∂F1

∂x0

=
m(x− x0)

t
− ∂f

∂x0

，对比 p0 表达式得
∂f

∂x0

=
1

2
mgt =⇒

f =
1

2
mgtx0 + g(t). 再由 ∂F1

∂t
+H = 0 确定 g(t)，最终可得（忽略常数项）：

F1(t, x, x0) =
m(x− x0)

2

2t
+

1

2
mgt(x+ x0)−

1

24
mg2t3
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(ii) 第二类生成函数 F2(t, x, p0)：需满足 p =
∂F2

∂x
, x0 =

∂F2

∂p0
. 由 p0 =

p −mgt =⇒ p = p0 +mgt. x0 = x − p0 +mgt

m
t +

1

2
gt2 = x − p0t

m
− 1

2
gt2.

可以表示为 (x, p0) 的函数，存在. 积分 ∂F2

∂x
= p0 + mgt =⇒ F2 = (p0 +

mgt)x+ f(p0, t). 由 x0 =
∂F2

∂p0
= x+

∂f

∂p0
，对比得

∂f

∂p0
= −p0t

m
− 1

2
gt2. 解得：

F2(t, x, p0) = (p0 +mgt)x− p20t

2m
− 1

2
gt2p0 −

1

6
mg2t3

(iii) 第三类生成函数 F3(t, p, x0)：需满足 x = −∂F3

∂p
, p0 = −∂F3

∂x0

. 由 p0 =

p−mgt，x = x0 +
p

m
t− 1

2
gt2. 可以表示为 (p, x0) 的函数，存在. 同理积分

可得：

F3(t, p, x0) = (mgt− p)x0 −
p2t

2m
+

1

2
gt2p− 1

6
mg2t3

(iv) 第四类生成函数 F4(t, p, p0)：需满足 x = −∂F4

∂p
, x0 =

∂F4

∂p0
. 这就要求能

从 p, p0 反解出 x, x0. 但由 (1) 知 p0 = p−mgt，即 p− p0 = mgt. 在固定时
刻 t，p 和 p0 不是独立的变量（或者说雅可比行列式为 0），无法反解出 x.
故 F4 不存在.

(4) 设守恒量 I 为生成元 G，变换为 δx = ϵ
∂G

∂p
, δp = −ϵ

∂G

∂x
.

(i) 对于 p0 = p−mgt：

δx = ϵ
∂p0
∂p

= ϵ, δp = −ϵ
∂p0
∂x

= 0

对应变换：空间平移 x → x+ ϵ, p → p. 验证准对称性：

δL = δ

(
1

2
mẋ2 +mgx

)
= mgδx = mgϵ =

d

dt
(mgϵt).

(ii) 对于 x0 = x− pt

m
+

1

2
gt2：

δx = ϵ
∂x0

∂p
= −ϵ

t

m
, δp = −ϵ

∂x0

∂x
= −ϵ

对应变换：一种与时间有关的参考系变换（类伽利略变换）x → x−ϵ
t

m
, p →

p− ϵ. 验证准对称性：

δL = mẋδẋ+mgδx = mẋ(− ϵ

m
) +mg(− ϵt

m
) = −ϵẋ− ϵgt

m
=

d

dt
(−ϵx− ϵgt2

2m
).
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20. 分别用第一、三、四类生成函数作为主函数，(如果可行) 推导哈密顿雅可比方程.

解答

哈密顿-雅可比方程的核心思想是寻找生成函数 S，使得新哈密顿量 K = H +
∂S

∂t
= 0，从而新坐标和新动量均为常数. 通常 S 取为第二类生成函数 S(q, P, t).

若选用其他类型：

1. 第一类生成函数 S1(q,Q, t)：关系式：p =
∂S1

∂q
, P = −∂S1

∂Q
. 方程：

H

(
q,

∂S1

∂q
, t

)
+

∂S1

∂t
= 0

这是关于 S1 的偏微分方程，可行.

2. 第三类生成函数 S3(p,Q, t)：关系式：q = −∂S3

∂p
, P = −∂S3

∂Q
. 方程：

H

(
−∂S3

∂p
, p, t

)
+

∂S3

∂t
= 0

这是关于 S3 的偏微分方程，可行.

3. 第四类生成函数 S4(p, P, t)：关系式：q = −∂S4

∂p
,Q =

∂S4

∂P
. 方程：

H

(
−∂S4

∂p
, p, t

)
+

∂S4

∂t
= 0

这是关于 S4 的偏微分方程，可行.

21. 质点在重力场中运动，取水平方向为 x轴，垂直向上为 y 轴，设初速度为 (v1, v2).
利用哈密顿-雅可比方程求轨道方程.

解答

哈密顿函数（y 向上）：

H =
1

2m
(p2x + p2y) +mgy

令 H = E = α1. H-J 方程为：

1

2m

[(
∂S

∂x

)2

+

(
∂S

∂y

)2
]
+mgy +

∂S

∂t
= 0

分离变量 S = W (x, y)− α1t.

1

2m

[(
∂W

∂x

)2

+

(
∂W

∂y

)2
]
+mgy = α1
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设 W (x, y) = Wx(x) +Wy(y)，分离常数为 αx：(
dWx

dx

)2

= α2
x =⇒ Wx = αxx

1

2m
α2
x +

1

2m

(
dWy

dy

)2

+mgy = α1 =⇒ Wy =

∫ √
2mα1 − α2

x − 2m2gy dy

主函数：

S = αxx+

∫ √
2mα1 − α2

x − 2m2gy dy − α1t

根据雅可比定理，轨道方程由
∂S

∂αx

= β 给出（β 为常数）：

∂S

∂αx

= x+

∫
−2αx

2
√

2mα1 − α2
x − 2m2gy

dy = β

x− αx

∫
dy√

C − 2m2gy
= β (C = 2mα1 − α2

x)

积分得：

x− αx
−1

m2g

√
2mα1 − α2

x − 2m2gy = β

代入初始条件确定常数：t = 0 时 x = 0, y = 0. 初动量 px0 = mv1, py0 = mv2.
αx = px = mv1. α1 = E =

1

2
m(v21 + v22). β = 0 − mv1

−1

m2g

√
2mE −m2v21 =

v1
mg

√
m2v22 =

v1v2
g

. 轨道方程为：

x− v1v2
g

= − v1
mg

√
m2v22 − 2m2gy

x− v1v2
g

= −v1
g

√
v22 − 2gy

两边平方整理： (
x− v1v2

g

)2

=
v21
g2

(v22 − 2gy)

x2 − 2v1v2
g

x+
v21v

2
2

g2
=

v21v
2
2

g2
− 2v21

g
y

x2 − 2v1v2
g

x = −2v21
g

y

解出 y：

y =
v2
v1
x− g

2v21
x2

此即抛体运动的轨迹方程.


