
理论力学作业 22 参考答案

助教：张积翔、于洪飞

以下三题选做其一：

7. 已知 A ∈ Cn×n，证明恒等式

cos2 A+ sin2 A = In×n.

Solution

矩阵指数：

eiA =
∞∑
k=0

(iA)k

k!
.

比较正余弦的泰勒展开，有矩阵欧拉公式：

eiA = cosA+ i sinA, e−iA = cosA− i sinA.

于是

cosA =
eiA + e−iA

2
, sinA =

eiA − e−iA

2i
.

[A,A] = 0，由于 Baker-Hausdorff 公式，eiAe−iA = I, eiAeiA = e2iA，故

cos2 A =
e2iA + 2I + e−2iA

4
,

sin2 A =
e2iA − 2I + e−2iA

−4
=

−e2iA + 2I − e−2iA

4
.

相加得：

cos2 A+ sin2 A =
(e2iA + 2I + e−2iA) + (−e2iA + 2I − e−2iA)

4
=

4I

4
= I.

8. 已知 2 阶方阵

M =

(
− π

12
7π
12

−5π
12

11π
12

)
,

利用 Cayley-Hamilton 定理化简矩阵函数 cosM。
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Solution

tr(M) = − π

12
+
11π

12
=

5π

6
, det(M) =

(
− π

12

)
·11π
12

−7π

12
·
(
−5π

12

)
= −11π2

144
+
35π2

144
=

π2

6
.

因此矩阵的特征多项式为

p(λ) = λ2 − 5π

6
λ+

π2

6
.

应用 Cayley-Hamilton 定理

M2 − 5π

6
M +

π2

6
I = 0 =⇒ M2 =

5π

6
M − π2

6
I.

由此，任意 Mk (k ≥ 2) 可表示为 M 与 I 的线性组合。

设 cosM = C0I + C1M

由特征方程解得特征值：

λ1,2 =

5π
6
±
√

25π2

36
− 4π2

6

2
=

5π
6
± π

6

2
.

λ1 =
π

2
, λ2 =

π

3
.

下面确定 C0, C1：

对任意矩阵函数 f(M)，若可写成 f(M) = c0I + c1M，则对每个特征值有

f(λi) = c0 + c1λi.cos π
2
= C0 + C1 · π

2

cos π
3
= C0 + C1 · π

3

=⇒

0 = C0 +
π
2
C1

1
2
= C0 +

π
3
C1

相减得：1
2
= −π

6
C1 ⇒ C1 = − 3

π
。

代入得：0 = C0 +
π
2
·
(
− 3

π

)
= C0 − 3

2
⇒ C0 =

3
2
。

cosM =
3

2
I − 3

π
M =

7
4

−7
4

5
4

−5
4



9. 写出第 4 题中的时间演化矩阵 U(t, 0) 并化简。
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Solution

由第 20 次作业知，系统的惯性矩阵为：

M = m

(
1 0

0 1

)

刚度矩阵为：

K = k

(
7/4 −

√
3/4

−
√
3/4 5/4

)
时间演化矩阵为

U(t, 0) = exp
{(

0 I

−M−1K 0

)
t

}
=

 cos(
√
M−1K t)

sin(
√
M−1K t)√
M−1K

−
√
M−1K sin(

√
M−1K t) cos(

√
M−1K t)

 ,

其中
√
M−1K 是满足 (

√
M−1K)2 = M−1K 的矩阵平方根。

化简 cos(
√
M−1K t) 部分

令 A = M−1K，则

A = ω2
0

 7
4

−
√
3
4

−
√
3
4

5
4

 .

特征多项式：

det(A− λI) = λ2 − 3ω2
0λ+ 2ω4

0 = 0

特征值：

λ1 = ω2
0, λ2 = 2ω2

0

对应的开方特征值： √
λ1 = ω0,

√
λ2 =

√
2ω0.

由 Cayley-Hamilton 定理，cos(
√
A t) 可表为 A 的线性组合：

cos(
√
A t) = c0I + c1A,

其中 c0, c1 由以下方程组确定：
cos(ω0t) = c0 + c1ω

2
0,

cos(
√
2ω0t) = c0 + 2c1ω

2
0.

解得：

c1 =
cos(

√
2ω0t)− cos(ω0t)

ω2
0

, c0 = 2 cos(ω0t)− cos(
√
2ω0t).
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代入 A 的表达式：

cos(
√
A t) =

[
2 cos(ω0t)− cos(

√
2ω0t)

]
I +

[
cos(

√
2ω0t)− cos(ω0t)

] 7
4

−
√
3
4

−
√
3
4

5
4

 .

记 C1 = cos(ω0t), C2 = cos(
√
2ω0t)，则：

cos(
√
A t) =

1

4

 C1 + 3C2

√
3(C1 − C2)

√
3(C1 − C2) 3C1 + C2

 .

下面化简
sin(

√
M−1K t)√
M−1K

部分：

设
sin(

√
A t)√
A

= d0I + d1A,

由条件：
sin(ω0t)

ω0

= d0 + d1ω
2
0,

sin(
√
2ω0t)√
2ω0

= d0 + 2d1ω
2
0.

解得：

d1 =
1

ω2
0

[
sin(

√
2ω0t)√
2ω0

− sin(ω0t)

ω0

]
, d0 =

sin(ω0t)

ω0

− d1ω
2
0.

即：

d0 =
2 sin(ω0t)

ω0

− sin(
√
2ω0t)√
2ω0

, d1 =
sin(

√
2ω0t)√
2ω3

0

− sin(ω0t)

ω3
0

.

代入 A 表达式并化简，得：

sin(
√
A t)√
A

=
1

4


3 sin(ω0t)

ω0

+
sin(

√
2ω0t)√
2ω0

√
3

ω0

[
sin(ω0t)−

sin(
√
2ω0t)√
2

]
√
3

ω0

[
sin(ω0t)−

sin(
√
2ω0t)√
2

]
sin(ω0t)

ω0

+
3 sin(

√
2ω0t)√

2ω0

 .

化简 −
√
M−1K sin(

√
M−1K t) 部分：

设 √
A sin(

√
A t) = e0I + e1A,

由条件：

ω0 sin(ω0t) = e0 + e1ω
2
0,

√
2ω0 sin(

√
2ω0t) = e0 + 2e1ω

2
0.

解得：

e1 =

√
2ω0 sin(

√
2ω0t)− ω0 sin(ω0t)

ω2
0

, e0 = ω0 sin(ω0t)− e1ω
2
0.
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代入 A 并取负号：

−
√
A sin(

√
A t) = −1

4

 3ω0 sin(ω0t) +
√
2ω0 sin(

√
2ω0t)

√
3ω0

[
sin(ω0t)−

√
2 sin(

√
2ω0t)

]
√
3ω0

[
sin(ω0t)−

√
2 sin(

√
2ω0t)

]
ω0 sin(ω0t) + 3

√
2ω0 sin(

√
2ω0t)

 .

综上：

U(t, 0) =


1

4

(
C1 + 3C2

√
3(C1 − C2)√

3(C1 − C2) 3C1 + C2

)
1

4

 3S1

ω0
+ S2√

2ω0

√
3

ω0

(
S1 − S2√

2

)
√
3

ω0

(
S1 − S2√

2

)
S1

ω0
+ 3S2√

2ω0


−1

4

(
3ω0S1 +

√
2ω0S2

√
3ω0(S1 −

√
2S2)√

3ω0(S1 −
√
2S2) ω0S1 + 3

√
2ω0S2

)
1

4

(
C1 + 3C2

√
3(C1 − C2)√

3(C1 − C2) 3C1 + C2

)


其中简记为：

C1 = cos(ω0t), C2 = cos(
√
2ω0t), S1 = sin(ω0t), S2 = sin(

√
2ω0t).

此即为第 4 题微振动系统时间演化矩阵 U(t, 0) 的化简显式。

10. 第 4 题中的粒子，开始时处于静止状态。设粒子带有电荷 e，并且受到电场

E⃗ = E cosωt
(

cos θ
sin θ

)
的驱动，求微振动解。

Solution

由第 4 题，微振动方程为
M ¨⃗η +Kη⃗ = F⃗ (t),

其中

M = mI2×2, K = k

 7
4

−
√
3
4

−
√
3
4

5
4

 , η⃗ =

(
x

y

)
,

F⃗ (t) = e

(
Ex(t)

Ey(t)

)
.

系统的模态矩阵为

A =
1

2
√
m

(
1

√
3

√
3 −1

)
.
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该矩阵列矢量满足广义特征方程：

Ka⃗1 = mω2
1 a⃗1, Ka⃗2 = mω2

2 a⃗2,

其中 a⃗ 为 A 的列矢量，自然频率为

ω1 =

√
k

m
, ω2 =

√
2k

m
.

定义简正坐标 ξ⃗ = (ξ1, ξ2)
T 满足

η⃗ = Aξ⃗.

将 η⃗ = Aξ⃗ 代入运动方程并左乘 AT：

mATA
¨⃗
ξ + ATKAξ⃗ = AT F⃗ (t).

计算：

ATA =
1

m

(
1 0

0 1

)
, ATKA =

k

m

(
1 0

0 2

)
=

(
ω2
1 0

0 ω2
2

)
.

于是

ξ̈1 + ω2
1ξ1 = (AT F⃗ )1, ξ̈2 + ω2

2ξ2 = (AT F⃗ )2.

计算广义力：

AT F⃗ =
1

2
√
m

(
1

√
3

√
3 −1

)(
eEx

eEy

)
=

1

2
√
m
eE cos(ωt)

(
cos θ +

√
3 sin θ

√
3 cos θ − sin θ

)
.

记

Q1(t) = eE
(

cos θ +
√
3 sin θ

)
cos(ωt), Q2(t) = eE

(√
3 cos θ − sin θ

)
cos(ωt).

则

ξ̈1 + ω2
1ξ1 =

Q1(t)

2
√
m

, ξ̈2 + ω2
2ξ2 =

Q2(t)

2
√
m

.

先考虑非共振情况 (ω ̸= ω1, ω2)
方程 ξ̈j + ω2

j ξj = Qj(t) 的通解为齐次解加特解：

ξj(t) = Aj cos(ωjt) + Bj sin(ωjt) + ξjp(t).

设特解形式为 ξjp(t) = Cj cos(ωt)，代入得：

(−ω2 + ω2
j )Cj cos(ωt) = eEγj

2
√
m

cos(ωt), γ1 = cos θ +
√
3 sin θ, γ2 =

√
3 cos θ − sin θ.
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解得

Cj =
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
.

因此

ξj(t) = Aj cos(ωjt) + Bj sin(ωjt) +
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
cos(ωt).

由初条件 ξj(0) = 0, ξ̇j(0) = 0：

Aj +
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
= 0 ⇒ Aj = − eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)
,

ξ̇j(0) = Bjωj = 0 ⇒ Bj = 0.

于是

ξj(t) =
eEγj

2
√
m(ω2

j − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ωjt)

]
.

考虑共振情况

若 ω = ωj，则特解形式需改为：

ξjp(t) = Cjt sin(ωjt).

代入方程：

ξ̈jp + ω2
j ξjp = 2ωjCj cos(ωjt) =

eEγj
2
√
m

cos(ωjt),

解得

Cj =
eEγj

4
√
mωj

.

通解为：

ξj(t) = Aj cos(ωjt) + Bj sin(ωjt) +
eEγj

4
√
mωj

t sin(ωjt).

由初条件 ξj(0) = 0, ξ̇j(0) = 0：

Aj = 0, Bj = 0.

故共振时

ξj(t) =
eEγj

4
√
mωj

t sin(ωjt).

可将简正坐标的表达式统一写为（注意区分共振与非共振）：

ξ1(t) =


eEγ1

2
√
m(ω2

0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ω0t)

]
, ω ̸= ω0,

eEγ1
4
√
mω0

t sin(ω0t), ω = ω0.
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ξ2(t) =


eEγ2

2
√
m(2ω2

0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(

√
2ω0t)

]
, ω ̸=

√
2ω0,

eEγ2

4
√
2mω0

t sin(
√
2ω0t), ω =

√
2ω0.

从简正坐标返回原始坐标，

由 η⃗ = Aξ⃗：

x(t) =
1

2
√
m

[
ξ1(t) +

√
3 ξ2(t)

]
, y(t) =

1

2
√
m

[√
3 ξ1(t)− ξ2(t)

]
.

代入 ξ1, ξ2 表达式，即得微振动解。下面写出非共振情形的显式结果（共振情形类似可

得）：

x(t) =
eEγ1

4m(ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ω0t)

]
+

eEγ2
√
3

4m(2ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(

√
2ω0t)

]
,

y(t) =
eEγ1

√
3

4m(ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(ω0t)

]
− eEγ2

4m(2ω2
0 − ω2)

[
cos(ωt)− cos(

√
2ω0t)

]
,

其中 γ1 = cos θ +
√
3 sin θ, γ2 =

√
3 cos θ − sin θ。

当 ω = ω0 或 ω =
√
2ω0 时，对应项需替换为共振形式，振幅随时间线性增长 (增长过

多后微振动法不适用)。

11. 一维阻尼振子的运动方程为

mη̈ + µη̇ + kη = 0.

引进相空间矢量 (η(t), η̇(t))，方程可以改写成

d

dt

(
η

η̇

)
= B

(
η

η̇

)
.

(1) 写出 2× 2 矩阵 B。

(2) 化简时间演化矩阵 exp(Bt)。

(3) 如果系统受到冲击力
Q(t) = δ(t− t′)

的作用，求格林函数 G(t, t′)。

8



Solution
1.
由于

mη̈ + µη̇ + kη = 0.

故

d

dt

(
η

η̇

)
=

 0 1

− k

m
− µ

m

(η
η̇

)
.

故

B =

 0 1

−ω2
0 −2β

 ,

其中定义

ω2
0 =

k

m
, β =

µ

2m
.

2.
需要计算矩阵指数 eBt。矩阵 B 的特征多项式为

det(B − λI) = λ2 + 2βλ+ ω2
0 = 0.

特征值为

λ1,2 = −β ±
√

β2 − ω2
0.

记

ω =
√

ω2
0 − β2 (欠阻尼情形), Γ =

√
β2 − ω2

0 (过阻尼情形).

利用 Cayley-Hamilton 定理：设

eBt = c0(t)I + c1(t)B,

其中 c0(t), c1(t) 待定。代入特征值 λ1,2 应满足：

eλjt = c0(t) + c1(t)λj, j = 1, 2.

情况 1：欠阻尼 (ω0 > β)，此时 λ1,2 = −β ± iω。联立方程：

e(−β+iω)t = c0 + c1(−β + iω),

e(−β−iω)t = c0 + c1(−β − iω).

解得

c0(t) = e−βt

(
cosωt+ β

ω
sinωt

)
,
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c1(t) =
e−βt

ω
sinωt.

情况 2：过阻尼 (β > ω0)，此时 λ1,2 = −β ± Γ。解得

c0(t) =
1

2
e−βt

[(
1 +

β

Γ

)
eΓt +

(
1− β

Γ

)
e−Γt

]
,

c1(t) =
e−βt

2Γ

(
eΓt − e−Γt

)
.

情况 3：临界阻尼 (β = ω0)，此时 λ1 = λ2 = −β。对情况二取极限，此时方程变为：

e−βt = c0 − βc1, te−βt = c1.

解得

c0(t) = e−βt(1 + βt), c1(t) = te−βt.

3.
对于方程

mη̈ + µη̇ + kη = δ(t− t′),

定义格林函数 G(t, t′) 为满足零初条件（η(t′−) = 0, η̇(t′−) = 0）的解。

我们这里采用拉普拉斯变换法

设 τ = t− t′ ≥ 0，设 G 为所求的格林函数，考虑方程

mG̈(τ) + µĠ(τ) + kG(τ) = δ(τ), τ ≥ 0,

初条件：G(0−) = 0, Ġ(0−) = 0。

对上述方程作拉普拉斯变换（记 L[G(τ)] = G̃(s)）：

L[G̈(τ)] = s2G̃(s)− sG(0−)− Ġ(0−) = s2G̃(s),

L[Ġ(τ)] = sG̃(s)−G(0−) = sG̃(s),

L[δ(τ)] = 1.

代入方程：

ms2G̃(s) + µsG̃(s) + kG̃(s) = 1.

解得

G̃(s) =
1

ms2 + µs+ k
=

1

m
· 1

s2 + 2βs+ ω2
0

,

其中 ω2
0 = k/m, β = µ/(2m)。
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分三种情况求拉普拉斯逆变换：

情况 1：欠阻尼 (ω0 > β)
令 ω =

√
ω2
0 − β2，则

G̃(s) =
1

m
· 1

(s+ β)2 + ω2
.

查拉普拉斯变换表或利用公式：

L−1

[
1

(s+ β)2 + ω2

]
=

e−βτ

ω
sin(ωτ) · h(τ).

故

G(τ) =
1

m
· e

−βτ

ω
sin(ωτ) · h(τ).

情况 2：过阻尼 (β > ω0)
令 Γ =

√
β2 − ω2

0，则

G̃(s) =
1

m
· 1

(s+ β)2 − Γ2
=

1

m
· 1

2Γ

(
1

s+ β − Γ
− 1

s+ β + Γ

)
.

逆变换：

G(τ) =
1

2mΓ

(
e−(β−Γ)τ − e−(β+Γ)τ

)
h(τ) =

e−βτ

mΓ
sinh(Γτ) · h(τ).

情况 3：临界阻尼 (β = ω0)
此时

G̃(s) =
1

m
· 1

(s+ β)2
.

逆变换：

G(τ) =
1

m
· τe−βτ · h(τ).

综上，格林函数为：

G(t, t′) = h(t− t′) ·



e−β(t−t′)

mω
sin[ω(t− t′)], ω0 > β,

e−β(t−t′)

mΓ
sinh[Γ(t− t′)], β > ω0,

1

m
(t− t′)e−β(t−t′), β = ω0,

其中 ω =
√

ω2
0 − β2, Γ =

√
β2 − ω2

0，β = µ
2m

, ω2
0 = k

m
。
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