
理论力学作业 16 参考答案

助教：张积翔、于洪飞

20.
取地表向东方向为 x 轴正向，地表向北为 y 轴，垂直地表向上为 z 轴（ENU 坐标）。地

球自转角速度沿着北极方向，在 ENU 坐标中的分量是

ω⃗ = (0, ω0 cos θ0, ω0 sin θ0)

其中 θ0 是坐标原点附近的纬度。

在重力作用下，落体运动的拉氏函数应该写成

L(t, ˙⃗x) =
1

2
m ˙⃗x2 +m ˙⃗x · (ω⃗ × x⃗)−mgz

(1) 设广义能量为 E。用等能条件求出 dt 与弧长 |dx⃗| 的关系。
(2) 用上述关系，化简哈密顿形式的莫培督原理中的约化作用量

W [x, y] =

∫ B

A

p⃗ · dx⃗ =

∫ z2

z1

Leff

(
z, x(z), y(z),

dx

dz
,
dy

dz

)
dz

其中的泛函宗量取成轨迹

x = x(z), y = y(z)

给出 Leff 的表达式。

提示：阅读讲稿中的推导过程，注意 pa = ∂L/∂q̇a，pa ̸= ∂T/∂q̇a。

(3) 讨论物体在高处静止下落的情形，ω0 和 x, dx
dz
, y, dy

dz
均为一阶小量。在拉格朗日函数

Leff 中只需保留到二阶小量，写出 Leff 的二阶近似表达式。
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(4) 根据 (3) 的近似拉氏函数，写出落体的轨道方程。
(5) 设开始时质点静止于坐标原点，

x(z = 0) = 0, y(z = 0) = 0, E = 0

其中 E 是广义能量。求下落高度 h 之后（z = −h），偏东的距离 x(−h)。

Solution

1. 由于拉氏量里不显含时间 t，故广义能量 E 守恒

E =
∂L

∂ ˙⃗x
· ˙⃗x− L

= m ˙⃗x2 +m ˙⃗x · (ω⃗ × x⃗)

−
[
1

2
m ˙⃗x2 +m ˙⃗x · (ω⃗ × x⃗)−mgz

]
=

1

2
m ˙⃗x2 +mgz

即机械能（动能 + 重力势能）是运动常数。
等能条件：

1

2
m
|dx⃗|2

dt2
+mgz = E

故

dt =
|dx⃗|√

2
m
(E −mgz)

2. 哈密顿形式的莫培督原理（等能路径）的约化作用量：

W =

∫ B

A

p⃗ · dx⃗

其中 p⃗ =
∂L

∂ ˙⃗x
= m ˙⃗x+m(ω⃗ × x⃗)。

用 z 作自变量（由于我们通常考察下落情形即 dz<0，故开根号时会产生负号），|dx⃗| =
−
√

1 + (x′)2 + (y′)2 dz, 其中 x′ =
dx

dz
, y′ = dy

dz
。等能关系化为：

dt = −
√

1 + (x′)2 + (y′)2 dz√
2
m
(E −mgz)

由于 ω⃗ = (0, ω0 cos θ0, ω0 sin θ0)，动量分量为：
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Solution

px = mẋ+mω0(cos θ0 z − sin θ0 y)

py = mẏ +mω0 sin θ0 x

pz = mż −mω0 cos θ0 x

约化作用量：

W =

∫ [
pxdx+ pydy + pzdz

]
=

∫ z2

z1

[pxx
′ + pyy

′ + pz] dz

又 ˙⃗x = dx⃗
dz

dz
dt

= (x′, y′, 1)dz
dt
，有效拉格朗日量为：

Leff = pxx
′ + pyy

′ + pz

= (mẋ+mω0(cos θ0 z − sin θ0 y)) x′ + (mẏ +mω0 sin θ0 x) y′ + (mż −mω0 cos θ0 x)

= m(x′2 + y′2 + 1)
dz

dt
+mω0 (cos θ0 zx′ − sin θ0 yx′ + sin θ0xy′ − cos θ0x)

= −
√

2m(E −mgz)(1 + x′2 + y′2) +mω0 (cos θ0 zx′ − sin θ0 yx′ + sin θ0xy′ − cos θ0x)

3. 设 ω0 和 x, x′, y, y′ 均为一阶小量，保留到二阶小量。

根式部分展开：√
2m(E −mgz)(1 + x′2 + y′2) ≈

√
2m(E −mgz)

(
1 +

1

2
(x′2 + y′2)

)
Leff 中的旋转部分有二阶项和三阶项，略去三阶项，即：

mω0 (cos θ0 zx′ − sin θ0 yx′ + sin θ0xy′ − cos θ0xz′) ≈ mω0 cos θ0(x′z − x)

因此 Leff 二阶近似为：

L
(2)
eff = −

√
2m(E −mgz)

(
1 +

1

2
(x′2 + y′2)

)
+mω0 cos θ0(x′z − x)

4. 从近似拉格朗日量 L
(2)
eff 出发，定义 A(z) =

√
2m(E −mgz)。

对 x 的欧拉-拉格朗日方程：
d

dz

(
∂L

(2)
eff

∂x′

)
=
∂L

(2)
eff

∂x

计算导数：
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Solution

∂L
(2)
eff

∂x′
= −A(z)x′ +mω0 cos θ0z

∂L
(2)
eff

∂x
= −mω0 cos θ0

得到 x 方程：
d

dz
[−A(z)x′ +mω0 cos θ0z] = −mω0 cos θ0

对 y 的欧拉-拉格朗日方程：
d

dz

(
∂L

(2)
eff

∂y′

)
=
∂L

(2)
eff

∂y

计算导数：

∂L
(2)
eff

∂y′
= −A(z)y′

∂L
(2)
eff

∂y
= 0

得到 y 方程：
d

dz
[A(z)y′] = 0

5. 初始条件：x(0) = 0, y(0) = 0, E = 0。

由 E = 0 得 A(z) =
√

−2m2gz（z < 0）。

x 对应的欧拉-拉格朗日方程：

d

dz
[−A(z)x′ +mω0 cos θ0z] = −mω0 cos θ0

化为：

− d

dz

√
−2m2gzx′ = −2mω0 cos θ0

积分一次： √
−2m2gzx′ = 2mω0 cos θ0z + C

由初始条件 z = 0，得 C = 0，所以：√
−2m2gzx′ = 2mω0 cos θ0z

x′ =
dx

dz
= −ω0 cos θ0

√
−2z

g
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Solution

积分得：

x(−h) = −ω0 cos θ0
∫ −h

0

√
−2z

g
dz

=
2
√
2

3
ω0 cos θ0

h3/2
√
g

21.
均匀弹簧固定在天花板上，弹簧下悬一重物。只考虑垂直方向的运动，记

弹簧的偏移为

ψ(x, t), x ∈ [0, a]

重物的坐标是

ψ(a, t) + a

设弹簧线密度为 ρ，单位长度的弹性系数为 E，重物质量是 m。

(1) 写出作用量 S[ψ]。

(2) 利用哈密顿原理求出拉格朗日方程和自然边界条件。
(3)所得的自然边界条件，即重物的运动方程。这个自然边界条件是否与牛顿第二定律一

致？

Solution

1. 系统的动能包括弹簧动能和重物动能：

T =
1

2

∫ a

0

ρ

(
∂ψ

∂t

)2

dx +
1

2
m

(
∂ψ(a, t)

∂t

)2

势能包括弹簧弹性势能和重物重力势能）：

U =
1

2

∫ a

0

E

(
∂ψ

∂x

)2

dx − mg (ψ(a, t) + a)

于是作用量为：

S[ψ] =

∫ t2

t1

[T − U ] dt

即

S[ψ] =

∫ t2

t1

{
1

2

∫ a

0

ρ(∂tψ)
2 − E(∂xψ)

2 dx+
1

2
m(∂tψ(a, t))

2 +mg (ψ(a, t) + a)

}
dt
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Solution

2. 记
L =

1

2

(
ρ(∂tψ)

2 − E(∂xψ)
2
)

S1 =

∫ t2

t1

{
1

2

∫ a

0

ρ(∂tψ)
2 − E(∂xψ)

2 dx

}
dt

S2 =

∫ t2

t1

{
1

2
m(∂tψ(a, t))

2 +mg (ψ(a, t) + a)

}
dt

则作用量变分为：

δS1 =

(∫ t2

t1

∂L
∂(∂xL)

δψdt

) ∣∣∣x=a

x=0
+
x

dtdxδψ

(
∂L
∂ψ

− ∂

∂t

∂L
∂(∂tψ)

− ∂

∂x

∂L
∂(∂xψ)

)
计算各偏导数：

∂L
∂ψ

= 0,
∂L

∂(∂tψ)
= ρ∂tψ,

∂L
∂(∂xψ)

= −E∂xψ

代入得：

δS1 =

(∫ t2

t1

(−E∂xψ)δψ dt
) ∣∣∣∣x=a

x=0

+
x

dt dx δψ

(
0− ∂

∂t
(ρ∂tψ)−

∂

∂x
(−E∂xψ)

)

δS1 = −
∫ t2

t1

E∂xψ(a, t)δψ(a, t) dt+
x

dt dx δψ
(
−ρ∂2t ψ + E∂2xψ

)
现在计算 δS2：

δS2 =

∫ t2

t1

[m∂tψ(a, t) δ(∂tψ(a, t)) +mg δψ(a, t)] dt

对时间项分部积分：∫ t2

t1

m∂tψ(a, t) δ(∂tψ(a, t)) dt = −
∫ t2

t1

m∂2t ψ(a, t) δψ(a, t) dt

所以：

δS2 =

∫ t2

t1

[
−m∂2t ψ(a, t) +mg

]
δψ(a, t) dt

总变分 δS = δS1 + δS2：

δS =
x

dt dx δψ
(
−ρ∂2t ψ + E∂2xψ

)
+

∫ t2

t1

[
−E∂xψ(a, t)−m∂2t ψ(a, t) +mg

]
δψ(a, t) dt

由 δS = 0 得：

拉格朗日方程（0 < x < a）：

ρ∂2t ψ − E∂2xψ = 0
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Solution

边界条件：

x = 0 : ψ(0, t) = 0 （固定端）

x = a : E∂xψ(a, t) +m∂2t ψ(a, t)−mg = 0 （自然边界条件）

3. 自然边界条件：
m∂2t ψ(a, t) = −E∂xψ(a, t) +mg

即

ma = Felastic + Fgravity

与牛顿第二定律一致

22.
考虑例题中的一维弹性棒，假设棒的两端是自由的。

(1) 求驻波解 un(x) 和自然频率 ωn。

(2) 已知初始条件 ψ(x, t = 0) = η(x)

(∂tψ)|t=0 = ξ(x)

求 ψ(x, t)。

Solution

1. 例题中一维棒所满足的拉格朗日方程和边界条件分别为：

ρ
∂2ψ

∂t2
− E

∂2ψ

∂x2
= 0

∂ψ

∂x
|x=0 = 0,

∂ψ

∂x
|x=l = 0

分离变量，设

ψ(x, t) = u(x)q(t)

代入拉格朗日方程得：

ρu(x)q̈(t)− Eq(t)u′′(x) = 0

整理得：
q̈(t)

q(t)
=
E

ρ

u′′(x)

u(x)

令上式等于常数 −ω2，得到两个常微分方程：
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Solution

q̈(t) + ω2q(t) = 0

u′′(x) +
ρ

E
ω2u(x) = 0

令 k2 = ρ
E
ω2，则空间方程为：

u′′(x) + k2u(x) = 0

通解为：

u(x) = A cos kx+B sin kx

代入边界条件：

u′(0) = −Ak sin 0 + Bk cos 0 = Bk = 0 ⇒ B = 0

u′(l) = −Ak sin kl = 0 ⇒ sin kl = 0

所以：

kl = nπ, n = 0, 1, 2, . . .

即自然频率 ωn 为：

kn =
nπ

l
, ωn =

√
E

ρ
kn =

nπ

l

√
E

ρ

相应的本征函数（即驻波解）为：

un(x) = An cos
(nπx

l

)
, n = 1, 2, . . .

时间部分的解为：

qn(t) = Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)

驻波解还可以为常数 u0，此时 ω = 0，对应的时间部分为 q0 = a+ bt

因此通解为：

ψ(x, t) = a+ bt+
∞∑
n=1

[Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)] cos
(nπx

l

)
2.
已知初始条件：

ψ(x, 0) = η(x),
∂ψ

∂t
(x, 0) = ξ(x)

通解形式为：

ψ(x, t) = a+ bt+
∞∑
n=1

[Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)] cos
(nπx

l

)
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Solution

其中 ωn = nπ
l

√
E
ρ
。

代入初始条件确定系数：

在 t = 0 时：

ψ(x, 0) = a+
∞∑
n=1

Cn cos
(nπx

l

)
= η(x)

利用正交性：

a =
1

l

∫ l

0

η(x)dx, Cn =
2

l

∫ l

0

η(x) cos
(nπx

l

)
dx

对时间求偏导：

∂ψ

∂t
(x, t) = b+

∞∑
n=1

[−ωnCn sin(ωnt) + ωnDn cos(ωnt)] cos
(nπx

l

)
在 t = 0 时：

∂ψ

∂t
(x, 0) = b+

∞∑
n=1

ωnDn cos
(nπx

l

)
= ξ(x)

利用正交性：

b =
1

l

∫ l

0

ξ(x)dx, Dn =
2

lωn

∫ l

0

ξ(x) cos
(nπx

l

)
dx

因此最终解为：

ψ(x, t) = a+ bt+
∞∑
n=1

[Cn cos(ωnt) +Dn sin(ωnt)] cos
(nπx

l

)
其中系数：

a =
1

l

∫ l

0

η(x)dx, b =
1

l

∫ l

0

ξ(x)dx,

Cn =
2

l

∫ l

0

η(x) cos
(nπx

l

)
dx, Dn =

2

lωn

∫ l

0

ξ(x) cos
(nπx

l

)
dx
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