
理论力学作业 12 参考答案

助教：张积翔、于洪飞

3. 求本章习题 1 牛顿最小阻力体问题中泛函 F [y] 的变分。

（提示：� 不要 copy 某些数学论文或物理书中的泛函，由于未考虑顶端平面，这些泛函表达式
并不正确；� 注意这是可动边界的变分。）

Solution

习题一得到的泛函为：

F [y] = 2πρu2[r2 +

∫ R

r

2x

1 + y′2
dx]

该泛函对应的变分是边界有约束的可动边界变分，（可以直接套用老师讲义中 23、24
页关于有约束的可动边界变分的公式，这里再进行一次推导）。令 L(x, y′) = 2x

1+y′2

变分：

δF = 2πρu2

[
2rδr + δ

∫ R

r

L(x, y′)dx

]
对积分项变分：

δ

∫ R

r

L(x, y′)dx =

∫ R

r

δLdx−
∫ r+δr

r

Ldx

= −L(r)δr +

∫ R

r

(
∂L

∂y
δy +

∂L

∂y′
δy′
)
dx

= −L(r)δr +

∫ R

r

∂L

∂y′
δy′dx

对第二项分部积分：∫ R

r

∂L

∂y′
δy′dx =

[
∂L

∂y′
δy

]x=R

x=r

−
∫ R

r

d

dx

(
∂L

∂y′

)
δydx

边界有约束的可动边界的边界条件：

• x = R：y(R) = 0 固定 ⇒ δy(R) = 0

• x = r：y(r) = (y + δy)(r + δr) = y(r + δr) + δy(r) = y(r) + y′(r)δr + δy(r)，

得 δy = −y′(r)δr
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Solution

边界项： [
∂L

∂y′
δy

]R
r

= 0− ∂L

∂y′
(r) · [−y′(r)δr] = y′(r)

∂L

∂y′
(r)δr

合并 δr 项：

2rδr − L(r)δr + y′(r)
∂L

∂y′
(r)δr =

[
2r − L(r) + y′(r)

∂L

∂y′
(r)

]
δr

代入 L(x) =
2x

1 + y′2
，

∂L

∂y′
=

−4xy′

(1 + y′2)2
，

d

dx

(
−4xy′

(1 + y′2)2

)
=

−4y′

(1 + y′2)2
− 4xy′′

1− 3y′2

(1 + y′2)3
：

最终变分表达式

δF [y] = 2πρu2

[(
2r − 2r

1 + y′2
− 4r(y′)2

(1 + y′2)2

)
δr −

∫ R

r

d

dx

(
−4xy′

(1 + y′2)2

)
δydx

]
若使用的坐标系与恰好相反，即交换 x,y，y(0)=r, 则得到的泛函为：

F [y] = 2πρu2[r2 +

∫ L

0

2yy′3

1 + y′2
dx]

其变分为固定边界但边界函数值不固定的泛函的变分，记 L = 2yy′3

1+y′2
：

δF [y] = 2πρu2[2rδr +
∂L

∂y′
δy|L0 +

∫ L

0

(
∂L

∂y
− d

dx

∂L

∂y′
)δydx]

= 2πρu2

[
2rδr − 2yy′2(3 + y′2)

(1 + y′2)2
|x=0δr +

∫ L

0

(
2y′3

1 + y′2
− d

dx

2yy′2(3 + y′2)

(1 + y′2)2

)
δydx

]
= 2πρu2

[
2rδr − 2ry′2(0)(3 + y′2(0))

(1 + y′2(0))2
δr +

∫ L

0

(
− 4y′3

(1 + y′2)2
− 4y′(3− y′2)

(1 + y′2)3
yy′′
)
δydx

]

4. 一条固定长度的封闭曲线，在平面上能圈出最大面积时的形状是圆形。
要利用变分法证明这个结论，需要先写出面积 S、周长 L 与曲线形状的关系。设平面

曲线的参数方程是 x = x(t)

y = y(t)
, t ∈ [0, 1]

曲线是封闭的，即

x(0) = x(1), y(0) = y(1)

（1）写出泛函 S[x, y] 和 L[x, y]。

（2）计算变分 δS 和 δL。与前面的同题一样，可以利用分部积分化简你的计算结果。
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Solution

(1)
面积泛函（用格林公式）：

S[x, y] =
1

2

∮
(x dy − y dx) =

1

2

∫ 1

0

(x(t)ẏ(t)− y(t)ẋ(t)) dt

其中 ẋ = dx
dt

, ẏ = dy
dt
。

周长泛函：

L[x, y] =

∮
ds =

∫ 1

0

√
ẋ2 + ẏ2 dt

(2) 这两个泛函均为二宗量泛函，令 FS = 1
2
(xẏ − yẋ)，则：

δS =
1

2

∫ 1

0

[ẏδx+ xδẏ − ẋδy − yδẋ] dt

对含 δẋ, δẏ 的项分部积分 ∫ 1

0

xδẏ dt = [xδy]10 −
∫ 1

0

ẋδy dt∫ 1

0

yδẋ dt = [yδx]10 −
∫ 1

0

ẏδx dt

由于 x(0) = x(1),y(0) = y(1)，边界项为零：

[xδy]10 = x(1)δy(1)− x(0)δy(0) = 0, [yδx]10 = 0

因此

δS =
1

2

∫ 1

0

[ẏδx− ẋδy − ẋδy + ẏδx] dt

=

∫ 1

0

(ẏδx− ẋδy) dt

令 FL =
√

ẋ2 + ẏ2，记 v =
√

ẋ2 + ẏ2，则：

δL =

∫ 1

0

[
∂FL

∂ẋ
δẋ+

∂FL

∂ẏ
δẏ

]
dt =

∫ 1

0

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
δẋ+

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

δẏ

)
dt

对两项分别进行分部积分：

∫ 1

0

ẋ√
ẋ2 + ẏ2

δẋ dt =

[
ẋ√

ẋ2 + ẏ2
δx

]1
0

−
∫ 1

0

d

dt

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2

)
δx dt
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Solution ∫ 1

0

ẏ√
ẋ2 + ẏ2

δẏ dt =

[
ẏ√

ẋ2 + ẏ2
δy

]1
0

−
∫ 1

0

d

dt

(
ẏ√

ẋ2 + ẏ2

)
δy dt

由于 x(0) = x(1),y(0) = y(1)，边界项为零：

故：

δL = −
∫ 1

0

[
d

dt

(
ẋ√

ẋ2 + ẏ2

)
δx+

d

dt

(
ẏ√

ẋ2 + ẏ2

)
δy

]
dt

=

∫ 1

0

[
ẏ(ẋÿ − ẏẍ)δx+ ẋ(ẏẍ− ẋÿ)δy

(ẋ2 + ẏ2)3/2

]
dt

5. 伽利略、欧拉和牛顿等多位科学家曾设想过一种重力隧道：把地球表面的地点 A 和

B，通过细长的地下通道相连。在通道中铺上铁轨。设列车在铁轨上无摩擦地运动，则在重力

作用下，列车可以从 A 滑行到 B。

（1）列车所需的运行时间 τ 是隧道形状 r(θ) 的泛函，写出表达式

τ [r] =

∫ α

−α

F (r, r′) dθ, r′
def
=

dr

dθ

（2）这里的广义能量积分
E =

∂F

∂r′
r′ − F

是常数。该轨道最低点到地心的距离是 r0，确定常数 E。

（3）利用广义能量积分解出 dr/dθ，然后代入 τ [r] 的表达式以消去 θ 变量，积分求出列

车所需的总运行时间 τ(r0)。所需积分公式可在数学手册中查找。

（4）利用 dr/dθ 表达式，积分求出 θ(r)。

（5）利用 θ(r) 求出 A、B 两点在地球表面的距离 s，给出列车耗时 τ(s)。
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Solution
1.
设地球半径 R，质量 M，对应重力势能（地表为零点）

U(r) = −
∫ r

R

−GMm

r2
dr =

GMm

2R3
(R2 − r2).

由能量守恒（从地表静止释放）

1

2
mv2 + U(r) = 0 ⇒ v2 =

GM

R3
(R2 − r2).

速度 v =
ds

dt
，弧长 ds =

√
r2 + r′2 dθ。

所以运行时间

τ [r] =

∫
dt =

∫
ds

v
=

√
R3

GM

∫ α

−α

√
r2 + r′2√
R2 − r2

dθ.

2.
令

F (r, r′) =

√
R3

GM

√
r2 + r′2

R2 − r2
.

因为 F 不显含 θ，由 Beltrami identity

E =
∂F

∂r′
r′ − F =常数.

计算
∂F

∂r′
=

√
R3

GM

1√
R2 − r2

· r′√
r2 + r′2

.

所以

E =

√
R3

GM

r′2√
R2 − r2

√
r2 + r′2

−
√

R3

GM

√
r2 + r′2√
R2 − r2

= −
√

R3

GM

r2√
R2 − r2

√
r2 + r′2

.

在最低点 r = r0，r′ = 0，代入得

E = −
√

R3

GM

r0√
R2 − r20

.

3.
由 E 的表达式

−
√

R3

GM

r2√
R2 − r2

√
r2 + r′2

= −
√

R3

GM

r0√
R2 − r20

.
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Solution

解得

r′2 =
r4(R2 − r20)

r20(R
2 − r2)

− r2 =
R2r2(r2 − r20)

r20(R
2 − r2)

故

dr

dθ
= r′ =

Rr
√
r2 − r20

r0
√
R2 − r2

代入 τ [r]

τ(r) =

√
R3

GM

∫ α

−α

√
r2 + r′2√
R2 − r2

dθ =

√
R3

GM

∫ α

−α

r2
√

R2 − r20
r0(R2 − r2)

dθ.

又 dθ =
dr

r′
=

r0
√
R2 − r2

Rr
√

r2 − r20
dr

τ(r0) =

√
R3

GM
· 2
∫ R

r0

r2
√

R2 − r20
r0(R2 − r2)

· r0
√
R2 − r2

Rr
√
r2 − r20

dr

= 2

√
R(R2 − r20)

GM

∫ R

r0

r
√
R2 − r2

√
r2 − r20

dr

由于
∫ R

r0

r
√
R2 − r2

√
r2 − r20

dr =
π

2
，故

τ(r0) = π

√
R(R2 − r20)

GM

4.
由第三问得：

dr

dθ
= r′ =

Rr
√
r2 − r20

r0
√
R2 − r2

解微分方程得：

θ(r) = arctan

√R2 − r20
r0

√
r2 − r20
R2 − r2

− r0
R

arcsin
(√

r2 − r20
R2 − r20

)

5.
地表两点间的大圆弧距离：

s = 2Rα

由第 (4) 问，在 r = R 时，α = θ(R)，代入 θ(r) 公式：
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Solution

α = −

arctan

√R2 − r20
r0

√
R2 − r20
R2 −R2

− r0
R

arcsin
(√

R2 − r20
R2 − r20

) =
π

2

(
1− r0

R

)
地表距离：

s = 2Rα = πR
(
1− r0

R

)
由第 (3) 问结果：

τ(r0) = π

√
R(R2 − r20)

GM

将 r0 = R
(
1− s

πR

)
代入：

τ(s) =

√
R

GM

√
2πRs− s2
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