
理论力学作业 08 参考答案

助教：张积翔、于洪飞

以下两题选做其一：

14. 把一根质量为 m 的均匀细棒，用无弹性的轻绳（忽略质量）栓在天花板上。设细棒

和绳子在垂直平面中摆动。写出系统的拉氏量和拉氏方程。

Solution

以图中的 θ1 和 θ2 为广义坐标，棒的质心为 (l1 cos θ1 + 1
2
l2 cos θ2, l1 sin θ1 +

1
2
l2 sin θ2)，

棒的动能为质心动能加上棒绕质心转动的动能：

T = 1
2
mẋ2

c +
1
2
Iθ̇22

= 1
2
m(l21θ̇

2
1 +

1

4
l22θ̇

2
2 + l1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2)) +

1
24
ml22θ̇

2
2

= 1
2
ml21θ̇

2
1 +

1
6
ml22θ̇

2
2 +

1
2
ml1l2θ̇1θ̇2 cos(θ1 − θ2)

V = −mg(l1 cos θ1 +
l2 cos θ2

2
)

L = T − V

对 θ1 有拉格朗日方程：
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Solution

∂L

∂θ1
− d

dt

∂L

∂θ̇1
= −1

2
ml1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)−mgl1 sin θ1 −

d

dt

(
ml21θ̇1 +

1
2
ml1l2θ̇2 cos(θ1 − θ2)

)
= −1

2
ml1l2θ̇

2
2 sin(θ1 − θ2)−mgl1 sin θ1 −ml21θ̈1 − 1

2
ml1l2θ̈2 cos(θ1 − θ2)

+ 1
2
ml1l2θ̇2(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 − θ2)

= −1

2
ml1l2θ̇2

2 sin (θ1 − θ2)−mgl1 sin θ1 −ml21θ̈1 −
1

2
ml1l2θ̈2 cos (θ1 − θ2)

= 0

对 θ2 有拉格朗日方程:

∂L

∂θ2
− d

dt

∂L

∂θ̇2
= 1

2
ml1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)− 1

2
mgl2 sin θ2

− d

dt

(
1
3
ml22θ̇2 +

1
2
ml1l2θ̇1 cos(θ1 − θ2)

)
= 1

2
ml1l2θ̇1θ̇2 sin(θ1 − θ2)− 1

2
mgl2 sin θ2 − 1

3
ml22θ̈2 − 1

2
ml1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2)

+ 1
2
ml1l2θ̇1(θ̇1 − θ̇2) sin(θ1 − θ2)

= 1
2
ml1l2θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2)− 1

2
mgl2 sin θ2 − 1

3
ml22θ̈2 − 1

2
ml1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2)

= 0

综上，系统拉氏方程为：

1

2
l2θ̇

2
2 sin(θ1 − θ2) + g sin θ1 + l1θ̈1 +

1

2
l2θ̈2 cos(θ1 − θ2) = 0

1

2
l1θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2)−

1

2
g sin θ2 −

1

3
l2θ̈2 −

1

2
l1θ̈1 cos(θ1 − θ2) = 0

15. 半径为 a、质量 M 的均匀圆盘，与地面之间作纯滚动。长 l、质量为 m 均匀细棒靠

在圆盘上，且棒身与圆盘的接触点处始终没有滑动；另一端与光滑地面接触。以杆与地面的

夹角 φ 为广义坐标，写出系统的拉氏函数和运动方程。
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Solution

以向右为正方向建立 X 轴，向上为正方向为 y 轴，并将 y 轴原点设为地面，使用图
中 φ 作为广义坐标。

则各点坐标为：O(xo, a),B(xB, 0), C(xB+
l
2

cosφ, l
2

sinφ), D(xB+lBD cosφ, lBD sinφ)

由几何关系得：lBD = xo − xB, (xo − xB) tan φ
2
= a，求导得：

ẋo − ẋB = −a

2

1

sin2 φ
2

φ̇

设圆盘顺时针转动角度为 θ，由纯滚动关系得：

ẋ0 = aθ̇

考虑棒身和圆盘接触点无滑动，即 D 对应棒上点的速度和 D 对应圆盘上点的速度在
切向相同，棒上 D 点切向速度为：

v = v⃗D · (cosφ, sinφ) = (ẋD − lBD sinφφ̇, lBD sinφφ̇) · (cosφ, sinφ) = ẋB cosφ

圆盘上 D 点切向速度为：
v = aθ̇ + ẋo cosφ

二者相等，得

ẋB cosφ = ẋo(cosφ+ 1)

与几何关系式 ẋo − ẋB = −a
2

1
sin2 φ

2

φ̇ 联立可将 ẋo 和 ẋB 用广义坐标 φ 表示：

ẋo =
a

2

cosφ
sin2 φ

2

φ̇

ẋB = a cot2 φ
2
φ̇

系统总动能包括圆盘质心动能、圆盘绕质心转动动能、棒质心动能、棒绕质心转动动能：

T =
1

2
Mẋ2

0 +
1

2
· 1
2
Ma2θ̇2 +

1

2
m(ẋ2

c + ẏ2c ) +
1

24
ml2φ̇2

=
3

4
M

(
a

2

cosφ
sin2 φ

2

φ̇

)2

+
1

24
ml2φ̇2 +

1

2
m

[
(ẋB − l

2
sinφφ̇)2 + (

l

2
cosφφ̇)2

]
=

3

4
M

(
a

2

cosφ
sin2 φ

2

φ̇

)2

+
1

24
ml2φ̇2 +

1

2
m

[
a2 cot4 φ

2
− al cot2 φ

2
sinφ+

l2

4

]
φ̇2

= φ̇2

(
3

16
Ma2

cos2 φ
sin4 φ

2

+
1

6
ml2 +

1

2
ma2 cot4 φ

2
− 1

2
mal cot2 φ

2
sinφ

)
≡ A(φ)φ̇2
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Solution

系统势能只有棒受到的重力势能：

V =
l

2
mg sinφ

系统拉氏函数为：

L = φ̇2

(
3

16
Ma2

cos2 φ
sin4 φ

2

+
1

6
ml2 +

1

2
ma2 cot4 φ

2
− 1

2
mal cot2 φ

2
sinφ

)
− l

2
mg sinφ

∂L

∂φ
= −1

2
mg cosφ+ φ̇2∂A

∂φ

d

dt

∂L

∂φ̇
= 2Aφ̈+ 2φ̇2∂A

∂φ

计算 ∂A
∂φ
：

∂A

∂φ
= −3Ma2

8
·

cosφ sinφ sin φ
2
+ cos2 φ cos φ

2

sin5 φ
2

−ma2 cot3 φ
2

csc2 φ
2

− mal

2

(
− cot φ

2
csc2 φ

2
sinφ+ cot2 φ

2
cosφ

)
故最终运动方程为：

d

dt

∂L

∂φ̇
− ∂L

∂φ
= 2Aφ̈+ φ̇2∂A

∂φ
+

1

2
mg cosφ = 0

代入 A 和 ∂A
∂φ
表达式：

2

[
3Ma2 cos2 φ
16 sin4 φ

2

+
ml2

6
+

ma2 cot4 φ
2

2
−

mal cot2 φ
2

sinφ

2

]
φ̈

+

[
−3Ma2

8
·

cosφ sinφ sin φ
2
+ cos2 φ cos φ

2

sin5 φ
2

−ma2 cot3 φ
2

csc2 φ
2

−mal

2

(
− cot φ

2
csc2 φ

2
sinφ+ cot2 φ

2
cosφ

)]
φ̇2 +

mgl cosφ
2

= 0

16. 通过引入拉氏乘子，写出讲稿例题直立滚轮问题的运动方程。
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Solution

取广义坐标为轮心的位置 (x,y)，轮轴与 x 轴夹角 θ，轮子绕轴转过的角度 φ。

轮子前进方向为 θ − π
2
，由无滑滚动条件得：

ẋ−R cos (θ − π

2
)φ̇ = 0, ẏ +R sin (θ − π

2
)φ̇ = 0

写为变分约束：

δx−R sin θδφ = 0, δy +R cos θδφ = 0

系统动能包括轮心的动能，轮子绕轴自转的转动动能，和轮子绕竖直轴的转动动能。

故系统的拉氏函数为：

L = T =
1

2
M(ẋ2 + ẏ2) +

1

2
I1φ̇

2 +
1

2
I2θ̇

2

对于变分约束方程 cαkδqk = 0，带乘子的拉氏方程为：

d

dt

∂L

∂q̇k
− ∂L

∂qk
= λαcαk

本题中带乘子的拉氏方程为：

Mẍ = λ1

Mÿ = λ2

I1φ̈ = −R sin θλ1 +R cos θλ2

I2θ̈ = 0

由第四个方程知

θ = ω0t+ θ0

对两个约束方程求导得：

ẍ = R sin θφ̈+ ω0R cos θφ̇

ÿ = −R cos θφ̈+ ω0R sin θφ̇
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Solution

代入拉氏方程得，

λ1 = M(R sin θφ̈+ ω0R cos θφ̇)

λ2 = M(−R cos θφ̈+ ω0R sin θφ̇)

(I1 +MR2)φ̈ = 0

即 φ = ω1t+ φ0

最后对两个约束方程积分，得

x =

∫
dx =

∫
R sin θdφ = R

∫
sin(ω0t+ θ0)ω1dt = −ω1

ω0

R cos(ω0t+ θ0) + c1

y =

∫
dy = −

∫
R cos θdφ = −

∫
R cos(ω0t+ θ0)ω1dt = −ω1

ω0

R sin(ω0t+ θ0) + c2

系统做圆周运动

17. 半径为 r 的圆盘，以速度 v 从左向右无滑滚动，直至碰上高 h 的台阶。设碰撞是弹

性的，且 r > h。

(1) 如果台阶边缘完全光滑，与圆盘边缘没有摩擦，求圆盘碰撞后的状态。
(2) 若碰撞在中台阶边缘与圆盘有切向滑动，摩擦系数是 µ，求碰撞后的状态。

Solution

(1)
记碰撞时圆盘质心与碰撞点连线与竖直线夹角为 α，满足 cosα = r−h

r
。

建立直角坐标系，圆盘质心位置为 (x, y)，碰撞前速度为 v⃗ = vx̂，沿着作用力方向

的速度为 (v sin2 α,−v sinα cosα)，垂直作用力方向的速度为 (v cos2 α, v cosα sinα)。

由纯滚动条件得 v = rθ̇，其中 θ 为圆盘转动角度。

圆盘边缘没有摩擦的碰撞，碰撞时台阶支持力作用于圆盘质心，圆盘不受力矩作用。

由于是弹性碰撞，沿着作用力方向的速度反向，垂直于作用力方向速度不变。

故碰撞后，圆盘自转角速度不变仍为 θ̇ = v
r
，垂直作用力方向的速度仍为

(v cos2 α, v cosα sinα)，沿着作用力方向的速度反向为 (−v sin2 α, v sinα cosα)
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因此碰撞后速度为

v⃗ = (v cos 2α, v sin 2α)

(2)
碰撞时圆盘共受到两部分冲量，一部分为支持力对应的冲量记为 I1，另一部分为摩

擦力对应的冲量记为 I2。记碰撞点对应圆盘上的点为 D，设 θ 为 D 对应的和竖直方向
夹角（以顺时针转动为正方向），则碰撞时 θ = −α。

D 的坐标为：
(x− r sin θ, y − r cos θ)

由于圆盘发生碰撞时受到的支持力与（1）中相同，故：

I⃗1 = N⃗δ(t) = m(v cos 2α− v, v sin 2α) = 2mv sinα(− sinα, cosα)

I2 方向应沿着碰撞点切线方向

I⃗2 = µNδ(t)N̂⊥ = µI1(cosα, sinα) = 2µmv sinα(cosα, sinα)

冲量在广义坐标的投影 Iα = ∂r⃗
∂qα

· I⃗ 为:

I1x = −2mv sin2 α, I1y = 2mv sinα cosα

I1θ = 2mvr sinα sin (α + θ)

I2x = 2µmv sinα cosα, I2y = 2µmv sin2 α

I2θ = −2µmvr sinα cos (α + θ)

系统的动能为：

T =
1

2
m(ẋ2 + ẏ2) +

1

4
mr2θ̇2

根据 ∂T
∂ ˙qα

∣∣0+
0− = I1α + I2α

mẋ

∣∣∣∣0+
0−

= 2mv sinα(µ cosα− sinα)

mẏ

∣∣∣∣0+
0−

= 2mv sinα(cosα + µ sinα)

1

2
mr2θ̇

∣∣∣∣0+
0−

= 2mvr sinα(sin (θ + α)− µ cos(θ + α))
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又 ẋ = v,ẏ = 0,θ̇ = v
r
，并代入碰撞时 θ = −α，得系统碰撞后状态为

ẋ(0+) = µv sin 2α + v cos 2α

ẏ(0+) = 2v sinα(cosα + µ sinα)

θ̇(0+) =
v

r
(1− 4µ sinα)
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