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理论力学 A
作业 05 参考答案

学期： 2025 秋
助教：于洪飞，张积翔

日期： 2025 年 10 月 12 日

第二章拉格朗日力学

5. 长度为 l、质量为 m 的无弹性绳子，在三维空间的形状可以用弧长参数 s 表示为

x(s, t), s ∈ [0, l],

绳子的 s=0 这一端被握在手中，被强迫沿固定轨迹 a(t) 移动，即

x(s = 0, t) = a(t),

其中 a(t) 是已知函数.

(1) 绳子所受的主动力和约束力有哪些？

(2) 判断绳子所受的约束（包含绳子内部的作用、手对绳子的作用），是否为定常约束、
完整约束、理想约束？

解答

(1) • 主动力: 作用在绳子每一段上的重力.

• 约束力:

– 手为了使绳子一端 (s = 0) 沿指定轨迹 a(t) 运动而施加的力.

– 绳子内部的张力，该力维持绳子总长度不变（无弹性约束）.

(2) • 手对绳子的作用:

– 非定常约束: 约束方程为 x(0, t)− a(t) = 0. 由于 a(t) 显含时间 t，

所以该约束为非定常（时变）约束.

– 完整约束: 约束方程是关于坐标和时间的代数方程，可以写成
f(r, t) = 0 的形式，所以是完整（几何）约束.

– 理想约束: 约束力只作用在 s = 0 点上，而该点的虚位移 δx(0, t)

必须为零（因为其运动轨迹已被完全确定），所以约束力所做的虚

功为零. 因此，这是理想约束.

• 绳子内部的作用力:
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– 定常约束: 该约束是绳子不可伸长，可以用微分形式表示为

|∂x/∂s| = 1. 这个方程不显含时间 t，所以是定常（稳定）约束.

– 完整约束: 对于绳子这种连续体，不可伸长的约束是联系各质元坐
标的微分约束，但它可以被看作是无限多个完整约束的集合（即任

意两质元间距离恒定），在分析力学中通常将其视为完整约束处理.

– 理想约束: 绳子内部的张力总是成对出现，大小相等，方向相反
（牛顿第三定律）. 在任何保持绳子长度不变的虚位移中，这些内
力所做的总虚功为零. 因此，这是理想约束.

6. 如图，两个小球用轻绳悬挂在固定点构成一个双摆. 小球质量为 m1,m2；绳长为

l1, l2. 以角度 θ1, θ2 为广义坐标，利用达朗贝尔原理写出运动方程.

解答

设悬挂点为坐标原点，竖直向下为 y 轴正方向，水平向右为 x 轴正方向。

• 质点 m1 的位置矢量 r1:

r1 = (l1 sin θ1)̂i+ (l1 cos θ1)ĵ

• 质点 m2 的位置矢量 r2:

r2 = (l1 sin θ1 + l2 sin θ2)̂i+ (l1 cos θ1 + l2 cos θ2)ĵ

对时间求二次导数，得到加速度矢量：

r̈1 = (l1θ̈1 cos θ1 − l1θ̇
2
1 sin θ1)̂i− (l1θ̈1 sin θ1 + l1θ̇

2
1 cos θ1)ĵ

r̈2 = (l1θ̈1 cos θ1 − l1θ̇
2
1 sin θ1 + l2θ̈2 cos θ2 − l2θ̇

2
2 sin θ2)̂i

− (l1θ̈1 sin θ1 + l1θ̇
2
1 cos θ1 + l2θ̈2 sin θ2 + l2θ̇

2
2 cos θ2)ĵ

且有：

• 主动力:
F 1 = m1gĵ, F 2 = m2gĵ

• 虚位移: 虚位移由广义坐标的虚变 δθ1, δθ2 引起：

δr1 =
∂r1

∂θ1
δθ1 = (l1 cos θ1î− l1 sin θ1ĵ)δθ1

δr2 =
∂r2

∂θ1
δθ1 +

∂r2

∂θ2
δθ2

= (l1 cos θ1î− l1 sin θ1ĵ)δθ1 + (l2 cos θ2î− l2 sin θ2ĵ)δθ2
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考虑 d’Alembert 原理，我们将 (F 1 −m1r̈1) · δr1 + (F 2 −m2r̈2) · δr2 = 0 展开。

• 主动力虚功
∑

F i · δri:

F 1 · δr1 = (m1gĵ) · (l1 cos θ1î− l1 sin θ1ĵ)δθ1 = −m1gl1 sin θ1δθ1

F 2 · δr2 = (m2gĵ) · [(l1 cos θ1î− l1 sin θ1ĵ)δθ1 + (l2 cos θ2î− l2 sin θ2ĵ)δθ2]

= −m2gl1 sin θ1δθ1 −m2gl2 sin θ2δθ2∑
F i · δri = [−(m1 +m2)gl1 sin θ1]δθ1 + [−m2gl2 sin θ2]δθ2

• 惯性力虚功 −
∑

mir̈i · δri:

−m1r̈1 · δr1 = −m1l
2
1θ̈1δθ1

−m2r̈2 · δr2 = −m2[l
2
1θ̈1 + l1l2θ̈2 cos(θ1 − θ2) + l1l2θ̇

2
2 sin(θ1 − θ2)]δθ1

−m2[l
2
2θ̈2 + l1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2)− l1l2θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2)]δθ2

将主动力虚功和惯性力虚功的各项相加，并按 δθ1 和 δθ2 重新组合。由于 δθ1 和

δθ2 是相互独立的任意虚位移，它们的系数必须分别等于零。

− (m1 +m2)gl1 sin θ1 −m1l
2
1θ̈1 −m2l

2
1θ̈1 −m2l1l2θ̈2 cos(θ1 − θ2)

−m2l1l2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2) = 0

−m2gl2 sin θ2 −m2l
2
2θ̈2 −m2l1l2θ̈1 cos(θ1 − θ2) +m2l1l2θ̇

2
1 sin(θ1 − θ2) = 0

整理后得到最终的运动方程：

(m1 +m2)l1θ̈1 +m2l2θ̈2 cos(θ1 − θ2) +m2l2θ̇
2
2 sin(θ1 − θ2) + (m1 +m2)g sin θ1 = 0

l2θ̈2 + l1θ̈1 cos(θ1 − θ2)− l1θ̇
2
1 sin(θ1 − θ2) + g sin θ2 = 0

7. 质量为 m、半径为 a 的均匀圆盘，直立在斜坡上. 圆盘沿斜坡直线滚下，运动中圆
盘与斜坡的接触点无滑动. 试利用 d’Alembert 原理写出圆盘的运动方程.
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解答

设斜面倾角为 α。我们选取沿斜面向下为 x 轴正方向，广义坐标为圆盘质心沿 x

轴的位移 x。圆盘顺时针转动的角度为 θ。

• 质心运动: 质心的位置矢量 rC = xî，加速度为 r̈C = ẍî。

• 转动运动: 圆盘的角加速度为 θ̈。

• 无滑动约束: 质心的速度与角速度满足关系 ẋ = aθ̇。因此，加速度之间也满

足 ẍ = aθ̈。

• 虚位移约束: 虚位移之间满足同样的关系 δx = aδθ。

对于理想约束（静摩擦力和法向支持力不做虚功），我们只需考虑主动力——重

力。

• 主动力 F active: 只有重力沿斜面的分量 mg sinα 会在 δx 的虚位移上做功。

因此 Factive,x = mg sinα。

• 主动力矩 τactive,C : 重力作用在质心上，因此它对质心的力矩为零。τactive,C =

0。

• 惯性力: −mr̈C = −mẍî。

• 惯性力矩: −IC θ̈。对于均匀圆盘，其绕质心的转动惯量 IC =
1

2
ma2。

我们将各项代入 d’Alembert原理的方程中。所有运动都在 x方向，因此点积可以

直接写成标量乘积。

(Factive,x −mẍ)δx+ (τactive,C − IC θ̈)δθ = 0

代入具体表达式，利用约束关系 δθ = δx/a 和 θ̈ = ẍ/a 来消去 θ 相关的变量，使

得方程中只含有独立的虚位移 δx：

(mg sinα−mẍ)δx−
(
1

2
ma2

ẍ

a

)
δx

a
= 0

(mg sinα−mẍ− 1

2
mẍ)δx = 0

由于虚位移 δx 是任意的，其系数必须为零：

mg sinα−mẍ− 1

2
mẍ = 0

整理后得到最终的运动方程与质心加速度：

mg sinα =
3

2
mẍ, ẍ =

2

3
g sinα


