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理论力学 A
作业 03 参考答案

学期： 2025 秋
助教：于洪飞，张积翔

日期： 2025 年 10 月 8 日

11. 利用球坐标的自然基（无需归一化）

er ≜
∂x

∂r
, eθ ≜

∂x

∂θ
, eφ ≜ ∂x

∂φ
.

(1) 计算度规矩阵 gαβ ≜ eα · eβ，以及逆矩阵 gαβ.

(2) 验证自然基的第二正交关系 gαβeαe
T
β = 13×3.

(3) 计算
√

det g，并与积分测度对比. 积分测度即体积元

dV = ρ(r, θ, φ)drdθdφ

中的权重 ρ(r, θ, φ).

解答

(1) 首先，写出笛卡尔坐标与球坐标的关系：

x = (x, y, z) = (r sin θ cosφ, r sin θ sinφ, r cos θ).

计算自然基矢：

er =
∂x

∂r
= (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ),

eθ =
∂x

∂θ
= (r cos θ cosφ, r cos θ sinφ,−r sin θ),

eφ =
∂x

∂φ
= (−r sin θ sinφ, r sin θ cosφ, 0).

计算度规矩阵 gαβ = eα · eβ. 由于基矢是正交的，我们只需计算对角元：

grr = er · er = sin2 θ cos2 φ+ sin2 θ sin2 φ+ cos2 θ = 1,

gθθ = eθ · eθ = r2 cos2 θ cos2 φ+ r2 cos2 θ sin2 φ+ r2 sin2 θ = r2,

gφφ = eφ · eφ = r2 sin2 θ sin2 φ+ r2 sin2 θ cos2 φ = r2 sin2 θ.

所以度规矩阵为：

(gαβ) =


1 0 0

0 r2 0

0 0 r2 sin2 θ

 ,
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逆矩阵 gαβ 就是对对角元取倒数：

(gαβ) =


1 0 0

0 1/r2 0

0 0 1/(r2 sin2 θ)

 .

(2) 第二正交关系是 grrere
⊤
r + gθθeθe

⊤
θ + gφφeφe

⊤
φ = 1. 注意到 gαα = 1/gαα =

1/|eα|2. 令 êα = eα/|eα| 为归一化的标准基矢.

gαβeαe
T
β =

∑
α

gααeαe
T
α =

∑
α

1

|eα|2
eαe

T
α =

∑
α

(
eα

|eα|

)(
eα

|eα|

)⊤

=
∑
α

êαê
⊤
α .

这正是完备性关系，对于任意正交归一基，其结果都为单位矩阵 13×3.

(3) 计算行列式：

det(g) = grrgθθgφφ = 1 · r2 · r2 sin2 θ = r4 sin2 θ,

取平方根： √
det g =

√
r4 sin2 θ = r2 sin θ.

体积元的表达式为 dV = ρ(r, θ, φ)drdθdφ = r2 sin θdrdθdφ. 对比可知，积
分测度 ρ(r, θ, φ) = r2 sin θ，这与我们计算的

√
det g 完全一致.

12. 狭义相对论的时空又称闵可夫斯基时空，其度规矩阵为

(gµν) =


1 0 0 0

0 −1 0 0

0 0 −1 0

0 0 0 −1

 ,

时空坐标 xµ 是

(x0, x1, x2, x3) = (ct, x, y, z),

在自然单位制下 c = 1.

(1) 两个相邻时空点的坐标差是
x′µ − xµ = dxµ,

(dxµ) = (dt, dx, dy, dz).

计算时空间隔（固有时 dτ）的平方

(dτ)2 ≜ gµνdxµdxν =?
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(2) 计算协变四矢量 xµ 的分量 (x0, x1, x2, x3) =?

(3) 可以证明，保持元时不变的连续变换

x′µ = x′µ(x0, x1, x2, x3)

只能是非齐次线性变换

x′µ = Λµ
νx

ν + aµ

上式中常数 aµ 表示时空平移的距离，矩阵 Λµ
ν 表示齐次洛伦兹变换。作为特例，

在齐次洛伦兹变换下，任意四矢量 xµ 的变换为

x′µ = Λµ
νx

ν

该变换保持模长不变，

x′µx′
µ = xµxµ

利用上述式，证明洛伦兹变换保持四矢量的内积不变，

a′µb′µ = aµbµ

（提示：令 xµ = aµ + bµ）

(4) 利用 (3) 的结论，证明 Λ⊤gΛ = g.

解答

(1) 时空间隔的平方是（应用爱因斯坦求和约定）：

(dτ)2 = gµνdx
µdxν = g00(dx

0)2 + g11(dx
1)2 + g22(dx

2)2 + g33(dx
3)2

= 1 · (cdt)2 + (−1) · (dx)2 + (−1) · (dy)2 + (−1) · (dz)2

= c2(dt)2 − (dx)2 − (dy)2 − (dz)2

(2) 协变四矢量 xµ = gµνx
ν .

x0 = g0νx
ν = g00x

0 = 1 · ct = ct

x1 = g1νx
ν = g11x

1 = −1 · x = −x

x2 = g2νx
ν = g22x

2 = −1 · y = −y

x3 = g3νx
ν = g33x

3 = −1 · z = −z

所以 (x0, x1, x2, x3) = (ct,−x,−y,−z).

(3) 洛伦兹变换保持任意四矢量的模长不变，即 x′µx′
µ = xµxµ. 令 xµ = aµ + bµ.

根据模长不变性：

(a′µ + b′µ)(a′µ + b′µ) = (aµ + bµ)(aµ + bµ)
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展开两边：

a′µa′µ + a′µb′µ + b′µa′µ + b′µb′µ = aµaµ + aµbµ + bµaµ + bµbµ

由于内积是对称的 (aµbµ = bµaµ)，上式简化为：

a′µa′µ + 2a′µb′µ + b′µb′µ = aµaµ + 2aµbµ + bµbµ

又因为模长不变性分别适用于 aµ 和 bµ，即 a′µa′µ = aµaµ 和 b′µb′µ = bµbµ. 从
上式中减去这两项，得到：

2a′µb′µ = 2aµbµ =⇒ a′µb′µ = aµbµ

证毕.

(4) 四矢量的内积 xµxµ 可以用矩阵形式写作 x⊤gx. 洛伦兹变换为 x′ = Λx. 内
积在洛伦兹变换下不变，所以：

x′⊤gx′ = x⊤gx

将 x′ 代入左边：

(Λx)⊤g(Λx) = x⊤gx

x⊤Λ⊤gΛx = x⊤gx

由于此等式对任意矢量 x 都成立，所以矩阵本身必须相等：

Λ⊤gΛ = g

证毕.

此题选做：

13. 半径为 1 的球面是一个 2 维黎曼空间。以纬度 θ 和经度 φ 作为流形的坐标参

数，计算度规矩阵 (gµν) 以及逆矩阵 (gµν).

解答

对于半径为 1 的球面，使用球坐标参数，其中 θ 是极角（纬度，从北极测量，范

围 0 ≤ θ ≤ π），φ 是方位角（经度，范围 0 ≤ φ < 2π）。从三维欧几里得空间诱

导的线元为：

ds2 = dθ2 + sin2 θ dφ2
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因此，度规矩阵为：

gµν =

(
1 0

0 sin2 θ

)
逆矩阵可以通过求逆得到：

gµν =

1 0

0
1

sin2 θ


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第二章拉格朗日力学

1. 一根右手螺旋形的钢丝沿垂直方向放置，螺矩为 d，半径为 l. 质量为 m 的珠子被

穿在钢丝上，钢丝和珠子之间的摩擦系数为 µ. 在重力作用下，设摩擦力不足以阻止珠
子下滑.

(1) 写出珠子满足的两个约束方程.

(2) 分别写出这两个约束面的法向量.

(3) 引进待定乘子，写出珠子所受的约束力.

(4) 根据牛顿第二定律，写出珠子的运动方程.

解答

(1) 第一个约束是珠子在半径为 l 的圆柱面上运动. 在笛卡尔坐标系中，方程为：

f1(x, y, z) = x2 + y2 − l2 = 0

第二个约束是螺旋线，螺矩为 d. 这表示 z 坐标与方位角 ϕ = arctan(y/x)
成正比，即 z =

d

2π
ϕ. 由此可得：

f2(x, y, z) = tan
(
2πz

d

)
− y

x
= 0

(2) 法向量由约束方程的梯度给出 n = ∇f . 对于第一个约束面（圆柱面）：

n1 = ∇f1 =

(
∂f1
∂x

,
∂f1
∂y

,
∂f1
∂z

)
= (2x, 2y, 0)

可取其方向为 n1 = (x, y, 0). 对于第二个约束面（螺旋面）：

n2 = ∇f2 =

(
y

x2
,−1

x
,
2π

d
sec2

(
2πz

d

))
利用 y/x = tan(2πz/d) 和 sec2 α = 1 + tan2 α，以及 x2 + y2 = l2，可将 n2

化简为与
(
y

l2
,− x

l2
,
2π

d

)
同向.

(3) 约束力（法向支持力）FN 垂直于螺旋线，因此是两个约束面法向量的线性

组合：

FN = λ1n1 + λ2n2

其中 λ1, λ2 是待定乘子（拉格朗日乘子）.
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(4) 珠子受三个力：重力 F g = −mgez，法向约束力 FN，以及摩擦力 F f . 摩擦
力与运动方向相反，大小为 µ|FN |. 设珠子的速度为 v，则 F f = −µ|FN |

v

|v|
.

牛顿第二定律方程为：

mr̈ = F g + FN + F f

mr̈ = −mgez + λ1n1 + λ2n2 − µ|λ1n1 + λ2n2|
ṙ

|ṙ|
这是一个包含两个约束方程和三个坐标分量的微分方程系统，可以通过求

解 λ1, λ2 来确定运动.


