
理论力学作业 02 参考答案

助教：张积翔、于洪飞

6. 使用张量符号进行计算、化简

a⃗× (⃗b× c⃗) + b⃗× (c⃗× a⃗) + c⃗× (⃗a× b⃗) =?

∇× (∇× a⃗) =?

∇ · (ψa⃗) =?

∇× (ψa⃗) =?

Solution

a⃗× (⃗b× c⃗) = êiεijkajεkmmnbmcn

= êiajbmcn(δimδjn − δinδjm)

= êibiajcj − ciajbj

= (⃗a · c⃗)⃗b− (⃗a · b⃗)c⃗ = 0

∇× (∇× a⃗) = êiεijk∂j(εkmn∂man)

= êiεijkεkmn∂j∂man

= êi(δimδjn − δinδjm)∂j∂man

= êi(∂i∂nan − ∂j∂jai)

= ∇(∇ · a⃗)−∇2a⃗, where∇2 ≡ ∇ · ∇

∇ · (ψa⃗) = ∂i(ψai)

= (∂iψ)ai + ψ(∂iai)

= (∇ψ) · a⃗+ ψ(∇ · a⃗)

∇× (ψa⃗) = êiεijk∂j(ψak)

= êiεijk[(∂jψ)ak + ψ(∂jak)]

= (∇ψ)× a⃗+ ψ(∇× a⃗)
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7. 矢量场 B⃗ 分别取成

（1）均匀磁场
B⃗ = −1

2
B⃗(0)

（2）均匀梯度磁场
Bj = −1

3
B

(1)
jk xk

（3）二次多项式磁场
Bj = −1

4
B

(2)
jklxkxl

三种形式。表达式中的系数 B
(0)
j , B

(1)
jk , B

(2)
jkl 都是常数。为了满足无源条件

∇ · B⃗ = 0

这些系数还满足

B
(1)
jj = 0, B

(2)
jj = 0, B

(2)
jkl = 0

对这三种情况，请分别计算并化简

∇× (x⃗× B⃗)

根据上述结果，三种磁场的矢量势 A⃗ 分别是什么？

Solution

[
∇× (x⃗× B⃗)

]
i
= εijk∂j(εkmnxmBn)

= εijkεkmn∂j(xmBn)

= (δimδjn − δinδjm)∂j(xmBn)

= ∂j(xiBj)− ∂j(xjBi)

= Bi + xi∂jBj − 3Bi − xj∂jBi

= −2Bi + xi(∇ · B⃗)− (x⃗ · ∇)Bi

由于 ∇ · B⃗ = 0，所以：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ − (x⃗ · ∇)B⃗

对于三种磁场情况：

均匀磁场 B⃗ = −1
2
B⃗(0)：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ = B⃗(0)

A⃗ = −1

2
x⃗× B⃗

2



Solution

均匀梯度磁场 Bj = −1
3
B

(1)
jk xk：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ +
1

3
êjxi∂i(B

(0)
jk xk)

= −2B⃗ +
1

3
êjxiB

(1)
ji

= −3B⃗

A⃗ = −1

3
(x⃗× B⃗)

二次多项式磁场 Bj = −1
4
B

(2)
jklxkxl：

∇× (x⃗× B⃗) = −2B⃗ +
1

4
êjxi∂iB

(2)
jklxkxl

= −4B⃗

Ai = −1

4
(x⃗× B⃗)

8. 小船被水冲走后，用缆绳拉回岸边。假定水流平行于河岸，速率为 c1；拉绳的速率为

c2，这两个速率均保持不变。

以水流方向为极轴，拉绳者为原点，建立平面极坐标系，并在此坐标系求出小船的轨迹

曲线。

Solution

在极坐标系中，小船沿着半径方向的速度为 vr = −c2，垂直半径方向的速度完全由水速
提供，故：

vθ = −c1sinθ

即 v⃗ = −c2r̂ − c1sinθθ̂，又 v⃗ = ṙr̂ + rθ̇θ̂

ṙ = −c2, rθ̇ = −c1sinθ

两式相除得：
dr

r
=

c2
c1sinθ

dθ

解微分方程得小船运动轨迹为：

r = C(tan
θ

2
)
c2
c1

3



以下两题是额外的练习，不需要提交给助教，不计入作业成绩：

9. R 是转动矩阵，证明 a⃗× b⃗ 像矢量一样转动：

R(⃗a× b⃗) = (Ra⃗)× (Rb⃗)

Solution

(Ra⃗)× (Rb⃗) = êkεkil(Rijaj)(Rlmam)

= êkεkilRijRlmajbm

R(⃗a× b⃗) = êkεijmRkiajbm

由 a⃗ 和 b⃗ 的任意性，若要证题中等式成立，即证明：

εkilRijRlm = εijmRki

利用 RTR = I,

εkilRijRlm = εkilRijRlmδrk

= εrilRijRlmRrnRkn

= εnjmdet(R)Rkn

= εijmRki

题中等式得证

10. 设
ϕ(x⃗) = −x⃗ ·

∫ 1

0

E⃗(λx⃗)dλ, A⃗(x⃗) = −
∫ 1

0

λx⃗× B⃗(λx⃗)dλ

其中积分项中的矢量场满足

∇× E⃗ = 0⃗, ∇ · B⃗ = 0

求 −∇ϕ,∇× A⃗。

提示：利用分部积分化简。这题给出了任意电场 E⃗(x⃗)的标量势函数，以及任意磁场 B⃗(x⃗)

的矢量势函数。

4



Solution

计算 −∇ϕ：

−∇ϕ = ∇
(
x⃗ ·

∫ 1

0

E⃗(λx⃗)dλ

)
= êi∂i

(
xj

∫ 1

0

Ej(λx⃗)dλ

)
= êi

∫ 1

0

Ei(λx⃗)dλ+ êixj

∫ 1

0

∂iEj(λx⃗)dλ

将第一项分部积分：

Ei(λx⃗) =
d(λEi)

dλ
− λ

dEi

λ

dEi

dλ
=
∂Ei(λx⃗)

∂(λxj)

d(λxj)

dλ
=
xj
λ
∂jEi

故：

−∇ϕ = êi

∫ 1

0

[
d(λEi)

dλ
− λ

dEi

dλ

]
dλ+ êixj

∫ 1

0

λ∂iEj(λx⃗)dλ

= êi

[
λEi(λx⃗)

∣∣1
0
+

∫ 1

0

(xj∂iEj(λx⃗)− xj∂jEi(λx⃗))dλ

]
,∇× E⃗ = 0

= E⃗(x⃗)

计算 ∇× A⃗：

∇× A⃗ = −∇×
(∫ 1

0

λx⃗× B⃗(λx⃗)dλ

)
= −êiεijk∂j

∫ 1

0

λεkmnxmBn(λx⃗)dλ

= −êi(δmiδjn − δinδjm)

∫ 1

0

λ∂j(xmBn(λx⃗))dλ

= êi

(
−
∫ 1

0

λ∂j(xiBj)dλ+

∫ 1

0

λ∂j(xjBi)dλ

)
= êi

∫ 1

0

dλ [−λBi − xi∂jBj + λ(3Bi + xj∂jBi)]

= êi

∫ 1

0

dλ [2λBi + λxj∂jBi]

将第一项分部积分为：

2λBi =
d(λ2Bi)

dλ
− λ2

dBi

dλ

Bi(λx⃗)

dλ
=
∂Bi(λx⃗)

∂(λxj)

d(λxj)

dλ
=
xj
λ
∂jBi
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Solution

故：

∇× A⃗ = êi

∫ 1

0

dλ

[
d(λ2Bi)

dλ
− λ2

dBi

dλ
+ λxj∂jBi

]
= λ2B⃗(λx⃗)

∣∣1
0

= B⃗(x⃗)
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