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记号约定 (Notation Convention)
为保证公式清晰、无歧义，本文档遵循以下标准数学记号约定：

• 标量 (Scalars): 使用斜体字母表示，例如质量 m、时间 t、角度 θ。

• 矢量 (Vectors): 使用粗体（\boldsymbol）的小写字母（如 v,x, e）或小写黑斜

体（如 a）表示. 1

• 矩阵与二阶张量 (Matrices & Second-Order Tensors): 使用大写正黑体（\mathbf）
字母表示，例如转动矩阵 R。对于张量，也常使用大写黑斜体以示区别，如应力
张量 σ. 特别地，我们用 1n×n（\mathds{1}）表示 n 阶单位矩阵（无歧义下会省

略 n× n）.

• 矢量与张量的分量 (Components of Vectors & Tensors): 使用带下标的相应
斜体字母表示。例如：

– 矢量 v 的第 i 个分量为 vi。

– 矩阵 R 的第 i 行 j 列元素为 Rij。

– 二阶张量 T 的分量为 Tij。

• 标准正交基 (Standard Orthogonal Basis): 笛卡尔坐标系下的标准正交基矢表
示为 {e1, e2, e3}。

• 特殊符号 (Special Symbols):

– 克罗内克符号 (Kronecker Delta): δij。

– 列维-奇维塔符号 (Levi-Civita Symbol): ϵijk。

• 爱因斯坦求和约定 (Einstein Summation Convention): 文中默认使用此约定。
当一个指标在单项乘积中重复出现两次时，表示对该指标的所有可能取值（在三

维空间中为 1, 2, 3）进行求和。例如：

– aibi ≡
∑3

i=1 aibi

– Tijvj ≡
∑3

j=1 Tijvj

1实际上也有用\mathbf 来表示矢量的（如 v, x, e），不失为一种风格，本作业参考答案遵从朱老师原
作业文档的习惯，采用\boldsymbol 表示矢量.
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以下两题选做其一

1. 已知三维欧氏空间的标准基 {e1, e2, e3}构成右手系. 对坐标架作如下两步变换：(1)
绕 e3 旋转 45°，(2) 随后对水平面（e1 × e2 平面）作镜面反射.

写出总的坐标变换矩阵

Sij = e′
i · ej,

并计算行列式 det S.

解答

第一步：绕 e3 旋转 45◦. 这是一个被动变换，即坐标系旋转，矢量不动. 如果坐
标系绕轴 n转过角度 θ，则矢量在新坐标系中的分量变换等效于将矢量绕轴 n转

过角度 −θ（主动变换）. 因此，旋转变换矩阵 R 对应于绕 e3 旋转 −45◦：

R =


cos(−45◦) − sin(−45◦) 0

sin(−45◦) cos(−45◦) 0

0 0 1

 =


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√
2
2

0

−
√
2
2

√
2
2

0

0 0 1

 .

第二步：对 e1-e2 平面作镜面反射. 这意味着新坐标系的 e′
3 轴与原 e3 轴反向，

即 e′
3 = −e3. 该变换的矩阵为：

M =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 .

总变换矩阵. 总的变换是先旋转后反射，所以总变换矩阵 S = MR：

S =


1 0 0

0 1 0

0 0 −1


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 =


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2
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2
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2

0

0 0 −1

 .

计算行列式. 利用行列式性质 det(AB) = det(A) det(B):

det(S) = det(M) det(R) = (−1)× (1) = −1.
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2. 已知并矢
R = cos θ(e1e1 + e2e2)− sin θ(e1e2 − e2e1),

和质点的位移矢量

x = xe1 + ye2 + ze3,

求两者的内积

x′ = R · x, x′′ = x · R.

解答

1. 计算 x′ = R · x 利用并矢与矢量的内积法则 (ab) · c = a(b · c) 和基矢的正
交性 ei · ej = δij：

x′ = [cos θ(e1e1 + e2e2)− sin θ(e1e2 − e2e1)] · (xe1 + ye2 + ze3)

= cos θ [e1(e1 · x) + e2(e2 · x)]− sin θ [e1(e2 · x)− e2(e1 · x)]

= cos θ (e1x+ e2y)− sin θ (e1y − e2x)

= (x cos θ − y sin θ)e1 + (y cos θ + x sin θ)e2

2. 计算 x′′ = x · R 利用法则 c · (ab) = (c · a)b：

x′′ = (xe1 + ye2 + ze3) · [cos θ(e1e1 + e2e2)− sin θ(e1e2 − e2e1)]

= cos θ [(x · e1)e1 + (x · e2)e2]− sin θ [(x · e1)e2 − (x · e2)e1]

= cos θ (xe1 + ye2)− sin θ (xe2 − ye1)

= (x cos θ + y sin θ)e1 + (y cos θ − x sin θ)e2

3. 设方阵 A ∈ Cm×m, B ∈ Cn×n 分别满足特征方程

Axj = λjxj, j = 1, . . . ,m,

Byk = µkyk, k = 1, . . . , n.

1. 找出矩阵 A⊗ B 的全部特征值.

2. 找出矩阵 A⊗ 1n×n + 1m×m ⊗ B 的全部特征值.

解答

1. 考虑 A ⊗ B 作用于由 A 和 B 的特征向量构成的张量积向量 xj ⊗ yk 上. 利
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用张量积的混合乘积性质 (A ⊗ B)(C ⊗ D) = (AC)⊗ (BD)：

(A ⊗ B)(xj ⊗ yk) = (Axj)⊗ (Byk)

= (λjxj)⊗ (µkyk)

= (λjµk)(xj ⊗ yk)

这是一个特征值方程，其特征向量为 xj ⊗ yk，对应的特征值为 λjµk.

2. 同样，考虑该矩阵作用于 xj ⊗ yk 上：

(A ⊗ 1n + 1m ⊗ B)(xj ⊗ yk) = (A ⊗ 1n)(xj ⊗ yk) + (1m ⊗ B)(xj ⊗ yk)

= (Axj)⊗ (1nyk) + (1mxj)⊗ (Byk)

= (λjxj)⊗ yk + xj ⊗ (µkyk)

= λj(xj ⊗ yk) + µk(xj ⊗ yk)

= (λj + µk)(xj ⊗ yk)

这是一个特征值方程，其特征向量为 xj ⊗ yk，对应的特征值为 λj + µk.

以下两题选做其一

4. 四阶张量 Pijkl 在缩并后记成

Qij ≜ Pijkk, i, j = 1, 2, 3, 4,

证明在新标准基 {e′
1, e

′
2, e

′
3} 下的分量

Q′
ij = RimRjnQmn,

成立，即缩并的结果 Qij 是二阶张量.

解答

四阶张量 Pijkl 的坐标变换法则：

P ′
ijkl = RimRjnRkoRlpPmnop,

在新坐标系下，根据定义写出 Q′
ij：

Q′
ij = P ′

ijkk

将 P ′
ijkk 的变换法则代入上式：

Q′
ij = RimRjnRkoRkpPmnop.
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注意到上式中出现了转动矩阵的乘积项 RkoRkp，并对其哑指标 k 求和. 利用转动
矩阵的正交性 RTR = 1，有 RkoRkp = δop. 将正交关系代入，替换 RkoRkp：

Q′
ij = RimRjnδopPmnop = RimRjnPmnoo = RimRjnQmn.

5. 对称张量满足
Sij = Sji,

在转动之后的张量分量 S ′
ij 仍然是对称的

S ′
ij ≡ S ′

ji.

同样可证，反对称张量（Aij = −Aji）在转动后仍然是反对称张量（A′
ij ≡ −A′

ji）.

解答

二阶张量 Sij 的坐标变换法则：

S ′
ij = RikRjlSkl

其转置 S ′
ji 的表达式：

S ′
ji = RjkRilSkl

交换上式中的哑指标 k 和 l：

S ′
ji = RjlRikSlk

利用原坐标系下张量的对称性，Slk = Skl：

S ′
ji = RjlRikSkl

重新整理乘积项的顺序：

S ′
ji = RikRjlSkl = S ′

ji

这表明变换后的张量分量仍然是对称的.


