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15. （Ritz 变分）质点处于重力场中，以向上为𝑦-轴正方向，设其运动规律为 

𝑥(𝑡) = 𝑎 + 𝑏𝑡 + 𝑐𝑡2, 𝑦(𝑡) = 𝑑 + 𝑒𝑡 + 𝑓𝑡2, 

求系统的作用量在积分后得到的显式表达式S(𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓)，然后利用 Hamilton 原理求待定

系数𝑎, 𝑏, 𝑐, 𝑑, 𝑒, 𝑓。提示：对照讲义的例题，应用哈密顿原理时需注意使用的正确边界条件。 

16. 粒子在中心势中作平面运动，拉格朗日函数是 
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我们把时间参数𝑡和空间坐标(𝑟, 𝜃)，替换为新的“时间”参数𝜏和“空间”坐标(𝑢, 𝑣)，即定

义新的时空参数： 

𝜏 ≝ 𝜃, 𝑢 ≝
1

𝑟
, 𝑣 ≝ 𝑡 

（1） 给出新时空参数下的拉格朗日函数𝐿̃(𝜏, 𝑢, 𝑣, d𝑢 d𝜏⁄ , d𝑣 d𝜏⁄ )，其中 

𝐿̃𝑑𝜏 ≝ 𝐿𝑑𝑡 

这样才能保持作用量不变。 

（2） 写出广义动量 

𝑝𝑢 =
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这里加点的符号表示对𝜏的微商。 

（3） 写出广义能量 

𝐻̃ = 𝑝𝑢𝑢̇ + 𝑝𝑣𝑣̇ − 𝐿̃ 

（4） 利用两个首次积分 

𝐻̃ = −𝐽, 𝑝𝑣 = −𝐸 

解出𝑢̇。 

（5） 对𝑢̇积分，求出𝑢(𝜏)。 

第 17,18 两题选做其一： 

17. 在黑洞的视界上方，作为一个极简的模型，我们把表

观光速近似取为 

𝑣(𝑥, 𝑦) = 𝛼𝑦 

其中𝑥-轴为视界切向，𝑦-轴为视界面的法向。 

利用费马原理求光线的轨迹。 

18. 设在阳光暴晒下，马路上方空气折射率随高度𝑦的变化规律为 

𝑛(𝑦) = 𝑛0(1 + 𝐴𝑦), 𝐴 = 0.8 × 10−6m−1 

（1） 利用费马原理，写出光线满足的微分方程。 

（2） 一人站在马路上向前看，能看到多远？设此人眼睛离地面高度为 1.6m。 

19. 在重力作用下，初速为𝑣的质点从垂直高度为ℎ的𝐴点出发，落到水平距离为𝑤的地面𝐵点，



在此期间质点与地面发生过一次弹性碰撞。 

 
（1） 以(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ × [0,+∞)为广义坐标，写出 Jacobi 形式的莫培督原理中的度规矩阵

𝑔𝛼𝛽(𝑥, 𝑦)和约化作用量𝑊[𝑥, 𝑦]。 

（2） 在作用量泛函中消去形式参数𝜆，把轨迹表示为𝑦 = 𝑦(𝑥)，求出作用量 

𝑊[𝑦] = ∫ 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥
𝑤

0

 

（3） 弹性碰撞点𝐶是角点，我们需要把作用量泛函写成分段积分形式， 

𝑊[𝑦] = ∫ 𝐿(𝑥, 𝑦, 𝑦′)𝑑𝑥
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其中𝐶点的横坐标𝑥𝐶可变，纵坐标 

𝑦𝐶 = 0 ⟹ Δ𝑦𝐶 = 0 

利用莫培督原理𝛿𝑊[𝑦] = 0给出欧拉-拉格朗日方程和角点条件。 

（4） 解出轨迹𝑦 = 𝑦(𝑥)。 
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