
第二章 拉格朗日力学 

 

2. 已知法夫形式 

𝜔 ≝ d𝑥 + 𝑥d𝑦 + 2𝑥𝑧d𝑧 

（1）利用弗罗本尼斯定理检验𝜔是否可积。 

（2）是否存在函数𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)，使得 

d𝑓 = 𝜔 

成立？ 

（3*）寻找合适的积分因子𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)，使得 

𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜔 ≡ d𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

是全微分，并求出𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∫𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝜔。（这一小题选做，可不答） 

提示： 可以利用d(𝜑𝜔) = 0求出𝜑满足的 3 个线性偏微分方程；然后令𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡

𝐴(𝑥)𝐵(𝑦)𝐶(𝑧)代入微分方程组，求出分离变量解𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)；指定𝜑(𝑥, 𝑦, 𝑧)中的积分常数，

得到一个比较简单的表达式；对𝜑𝜔积分，求得𝑔(𝑥, 𝑦, 𝑧)。 

 

以下两题选做其一： 

3. 如图，一均匀薄板厚度可忽略不计，放在一个粗糙的圆柱体上作纯滚

动，长方形的一个边与圆柱体的轴向平行。圆柱体的半径为𝑟，中心位于

坐标原点。薄板质心的坐标是(𝑥, 𝑦)，薄板与水平方向的夹角为𝜃。 

（1）以(𝑥, 𝑦, 𝜃)为广义坐标，写出系统满足的 2 个约束方程：1 个代数方

程（板与柱面接触）和 1 个微分方程（接触点处无滑动）。 

（2）如果利用几何约束消去𝜃，选用(𝑥, 𝑦)作为广义坐标，写出(𝑥, 𝑦)满足

的约束方程。 

 

4. 四轮小车作平面平行运动。设车体驾驶座相对于地面参考系的直角坐标是(𝑥, 𝑦)，车头

朝向与𝑥-轴的夹角为𝜃。 

小车的一对前轮为导向轮，后轮为从动轮；导向轮可以相对

于车身方向有偏转角，而从动轮则不能。 

（1）阿克曼（Ackman）转向机构能使四个车轮在转向时均作无滑

动滚动。写出约束方程。 

所需的参数，例如前后轮的轴距、一对轮子的轮间距等，可

自己引进。 

（2）如果只关心车辆的位置和朝向，请从上一小题得到的方程，导出广义坐标{𝑥, 𝑦, 𝜃}之间

的约束关系。 

（3）广义坐标{𝑥, 𝑦, 𝜃}满足的约束方程是否完全可积？ 

（4*）假设地平面无障碍物，在𝑡 = 0时刻小车的位姿是{𝑥0, 𝑦0, 𝜃0}。小车能否通过运动到达

任意状态{𝑥, 𝑦, 𝜃}？（这一小题是拓展思考，可以不答） 
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