
第一章 数学准备 

 

11. 利用球坐标的自然基（无需归一化） 

𝑒𝑟 ≝
𝜕𝑥⃗

𝜕𝑟
, 𝑒𝜃 ≝

𝜕𝑥⃗

𝜕𝜃
, 𝑒𝜑 ≝

𝜕𝑥⃗

𝜕𝜑
 

（1）计算度规矩阵𝑔𝛼𝛽 ≝ 𝑒𝛼 ⋅ 𝑒𝛽，以及逆矩阵𝑔𝛼𝛽。 

（2）验证自然基的第二正交关系 

𝑔𝛼𝛽𝑒𝛼𝑒𝛽
𝑇 = 𝟏3×3 

（3）计算√det 𝑔，并与积分测度对比。积分测度即体积元 

dV = 𝜌(𝑟, 𝜃, 𝜑)d𝑟d𝜃d𝜑 

中的权重𝜌(𝑟, 𝜃, 𝜑)。 

 

12. 狭义相对论的时空又称闵可夫斯基时空，其度规矩阵为 

(𝑔𝜇𝜈) = (

1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1

) 

时空坐标𝑥𝜇是 

(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) = (𝑐𝑡, 𝑥, 𝑦, 𝑧) 

在自然单位制下𝑐 = 1。 

（1）两个相邻时空点的坐标差是 

𝑥′𝜇 − 𝑥𝜇 = d𝑥𝜇 

(d𝑥𝜇) = (d𝑡, d𝑥, d𝑦, d𝑧) 

计算时空间隔（元时d𝜏）的平方 

(d𝜏)2 ≝ 𝑔𝜇𝜈d𝑥
𝜇d𝑥𝜈 =? 

（2）计算协变四矢量𝑥𝜇的分量 

(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) =? 

（3）可以证明，保持元时不变的连续变换 

𝑥′𝜇 = 𝑥′𝜇(𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3) 

只能是非齐次线性变换 

𝑥′𝜇 = Λ𝜈
𝜇
𝑥𝜈 + 𝑎𝜇 

上式中常数𝑎𝜇表示时空平移的距离，矩阵Λ𝜈
𝜇
表示齐次洛伦兹变换。 

 作为特例，在齐次洛伦兹变换下，任意四矢量𝑥𝜇的变换为 

𝑥′𝜇 = Λ𝜈
𝜇
𝑥𝜈 

该变换保持模长不变， 

𝑥′𝜇𝑥𝜇
′ = 𝑥𝜇𝑥𝜇 

利用上式，证明洛伦兹变换保持四矢量的内积不变， 

𝑎′𝜇𝑏𝜇
′ = 𝑎𝜇𝑏𝜇 

（提示：令𝑥𝜇 = 𝑎𝜇 + 𝑏𝜇） 

（4）利用（3）的结论，证明 

Λ𝑇𝑔Λ = 𝑔 

 

此题选做： 

13. 半径为 1 的球面是一个 2 维黎曼空间。以维度𝜃和经度𝜑作为流形的坐标参数，计算度



规矩阵(𝑔𝜇𝜈)以及逆矩阵(𝑔𝜇𝜈)。 

 

 

 

第二章 拉格朗日力学 

 

1. 一根右手螺旋形的钢丝沿垂直方向放置，螺矩为𝑑，半径为𝑙。质量为𝑚的珠

子被穿在钢丝上，钢丝和珠子之间的摩擦系数为𝜇。在重力作用下，设摩擦力不

足以阻止珠子下滑。 

（1）写出珠子满足的两个约束方程。 

（2）满足一个约束方程的点集构成一个曲面，螺旋线就是这两个曲面的交线。

分别写出这两个约束面的法向量。 

（3）约束力垂直于螺旋线，其方向只可能是两个约束面法向量的线性组合。引进待定乘子，

写出珠子所受的约束力。 

（4）根据牛顿第二定律，写出珠子的运动方程。 

 

 

 


